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Limites et dérivées  Philippe Chabloz




Limite de f au point x

Exemple introductif : considérons la fonction

VxZ+1-1
f) ==

Elle n’est pas définie en x = 0 (Dy = IR") mais si on observe les valeurs de f ainsi que son graphe on

constate que la fonction se comporte comme si sa valeur en x = 0 était égale a 1/2.
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Limite d’une fonction

Supposons que f soit une fonction a valeur reelle et que ¢ et L soient des nombres réels. Intuitivement,
l'expression

lim f(x) =1L

X—C

signifie que f(x) peut étre rendu aussi proche de L que souhaité, en rendant x suffisamment proche de c.

Dit autrement, la fonction f(x) a pour limite le nombre L quand x tend vers c si I'écart entre f(x) et L finit
toujours par étre plus petit que n‘importe quelle marge fixée, pourvu que x soit suffisamment proche de c,
mais non égal a c.

YA
(€, 8)-définition de la limite
Augustin-Louis Cauchy et Karl Weierstrass (XI1Xe siecle) :
Ve>036>0VxeDr 0<|x—c|<d=>|f(x)—-L|<e¢

>

-
>

- " f(x) devient arbitrairement proche de L" signifie que f (x) se
trouve finalement dans l'intervalle (L — ¢, L + €).

<€

» L'expression "lorsque x s approche de ¢" indique alors que
<’ ><' > nous nous reférons a des valeurs de x dont la distance par
> rapport a ¢ est inférieure a un certain nombre positif 9.
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Limite gauche et droite

La limite a gauche de f(x) en ¢ (ou la limite de f (x) lorsque x tend vers ¢ par la gauche) est égale a L et on
note

lim f(x) =1L
X—C
signifie que les valeurs de f (x) deviennent arbitrairement proches de L en prenant x suffisamment proche

de ¢ mais strictement inférieur a c.
Ve>036>0Vx €D —6<x—c<0>|f(x)—L|<e

La limite a droite de f (x) en ¢ (ou la limite de f (x) lorsque x tend vers ¢ par la droite) est égale a L et on
note

lim f(x) = L

X—C

signifie que les valeurs de f (x) deviennent arbitrairement proches de L en prenant x suffisamment proche

de ¢ mais strictement supérieur a c.
Ve>036>0Vx €D 0<x—c<d=|f(x)—L|<e

Proprieéte

limf(x) =L sietseulementsi [limf(x)= limf(x)=1L
X—>C x—-ct X—C~
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Propriétés algébriques des limites

Soient f (x) et g(x) deux fonctions définies au voisinage de ¢, mais pas forcément en ¢, telles que

lim f(x)=L; et Ilimg(x)=1L,
X—C X—C
Alors :
L lim (f) + () = Ly + L,
2. lim (k-f(x))=k-L; quelquesoitk € R
X—C

3 lim [f(x)-g(x)] =L - L,

X—C
s (€D Ll :
4. chl_rg (g(x)) = sil, # 0

Les propriétes précédentes s’appliquent aussi aux limites a droite ou a gauche.
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Théoreme des gendarmes

Soient f, g et h trois fonctions définies au voisinage de ¢, mais pas forcément en c, telles que

flx) < g(x) < h(x)
Si }Cl_r)ré f(x) =1L }Cl_r)ré h(x) =L

alors

limg(x) =1L

X—C
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Continuité d'une fonction en un point

Définition: une fonction f est dite continue en x si elle est définie en x, et si sa limite lorsque
x tend vers x, est égale a f(xg)

DU 0% = )

y Les fonction « classiques », c.-a-d. les fonctions
polynomiales et rationnelles, les exponentielles et
f@o)te b les logarithmes, les fonctions trigonomeétriques et

fl@o) p------------- . leurs reciproques, les fonctions hyperboliques et
e ' leurs réciproques, sont continues sur leur domaine
definition (c.-a-d. qu’elles sont continues en tout

point de leur domaine de deéfinition).

Les sommes, produits, quotients et composées de
fonctions continues sont continues sur leur

domaine de définition.

La fonction f(x) peut étre définie en x, mais sa limite lorsque x tend vers x peut étre différente de f (xg).
Dans un tel cas, la fonction f est dite discontinue en x,.



=PrL

Exemples de fonctions discontinues

Exemple (trou)

fx) =

est discontinue en x, = 3.

x%2-2x-3

xX—3

— 50

f (xg) n’existe pas !

Exemple (déplacement)

_x+2 six+5
fo) =1 9 sI x =5

est discontinue en x; = 5.

f(ﬂ'?o)

_— |

— 330

lim £ (x) # f (x0)
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Discontinuités apparentes

de saut et infinie
Exemple (saut) Exemple (infinie)
x+2 six>2 x—3
ﬂI]_{IE—E six <2 f(x)_x—i
est discontinue en xp = 2. est discontinue en x; = 2.
Y / ]
floa) e [ syl R R

f(x,) existe f(xy) n’existe pas !
lim f(x) # lim+ f(x) lim f(x) # lim+ 1(x)




Discontinuité

essentielle

Exemple (Cauchy 1821)
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sin[%) six #0

La fonction f(x) =
0 six =10

est discontinue en x3 = 0 car lim f(x) et lim f(x) n'existent pas !

Exemple (Weierstrass 1574)

Isin{%} six#0

La fonction f(x) =
0 six=10

est continue en x; = 0.




Exemple f(x) =

Sin x
?

lim

Que vaut
x—->0 X

3 facons (au moins) de lever
I'indétermination:

1. majoration
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Sin x

X

1.25

| |

y = sin{x)/x

2.
3. regle de I’'Hospital

serie de Taylor

1. Majoration : pour x petit on a
sin(x) < x < tan(x)
En divisant par sin x on obtient

X

: <
SIn X

tan x 1
1< =

sinx cosx

En faisant tendre x vers 0 on obtient, par le théoreme des
gendarmes que

X
=1

lim —
x—0 Ssinx

0 T Y Y
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SIn x
Exemple f(x) =
X
Serie de Taylor:
o x3  x®
smx—x—3'+5!—
3 .5 2 L4
ing Ao 1 1
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Tangente a une courbe

Probleme géométrique :

Etant donnés une courbe continue d’équation y = f(x) et un point (x,, f (x,)) sur la courbe (x, € R),
nous cherchons a déterminer 1'équation de la droite tangente a la courbe en ce point (xg, f (xg)).

X
o
XK

Puisque la tangente doit passer par le point (xg, f (x()), tout ce que nous
avons besoin de connaitre est m : la pente de la droite.
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Tangente a une courbe

Solution proposée par Newton et Leibniz (XVIle siecle) :

Soit h € R une petite quantité infinitésimale. Nous cherchons la pente de la droite sécante qui passe par le
deux points :

(X0, f (x0)) et (xo + h, f(xo + h)).

La pente de la droite sécante vaut
P Ay _ Tt )~ f(x0)

- Ax h
Y/\

On definit la dérivée de la
fonction continue f en x; comme y=f(X)
la limite de la pente des droites
sécantes pour h qui tend vers 0 :

ey < tim o T = ) o)
07 hSo0 h _—

X
o
%



La derivee

Soit une courbe décrite par une fonction continue y = f(x). La pente de la droite tangente a 1a courbe en un
point (xq, f (xg)) est la limite de la pente de la droite sécante qui passe par les points (xq, f (Xg)) et (x¢ +
h, f(xo + h)), quand h € R" se rapproche de plus en plus de zéro, c’est-a-dire :

/ _ g. f(Xo+h)—f(xp)
F(xg) = fim LE0TC0)

Si cette limite existe, f'(xg) est appelée la dérivée de la fonction f en x = x et on dit que la fonction f est
dérivable en x = x,.

Motivations pour étudier la dérivée premiere :

» Le calcul de I'angle d’intersection de deux courbes
(Descartes).

+» La construction de lunettes astronomiques (Galilée) et —f
d’horologes (Huygens) y=f(x)

+ La recherche de maxima et minima d’une fonction
(Fermat)
f(xo)

+ Le calcul de vitesse et de I’accélération d’un mouvement

(Galilée, Newton) _—

+ La vérification des lois de gravitation en astronomie
(Kepler, Newton)




=PrL

Premiers exemples

Exemple 1 : pente d'une droite
Pour verifier que la définition précédente est correcte, nous considérons le cas le plus simple possible :

f(x)=ax+b ou aeRet beR

c'est-a-dire f représente une droite. Nous nous attendons a trouver que la pente de la droite tangente est

constante et vaut a. En effet :

=lim—=a
0 h h—-0 h h—-0 h

f’(xo) _ ;lim f(xgth)—f(xg) — lim a(xg+h)+b—(axqy+b) ah
Exemple 2 : pente d’une parabole

Considérons une parabole décrite par I'expression f(x) = x?.

Nous nous attendons a trouver que la pente de la droite tangente soit égale a 0 si xy est nul et elle doit
augmenter au fur et a mesure que 1'on s'éloigne de zéro :
x5+2xoh+h?—x3

/ e flxoth)—f(xo) _ 4. (xo+h)?—x§ _ . BT _
o) = g P g ety B, 2
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Premiers exemples

Exemple 3 : dérivée de I’exponentielle. Soit f(x) = e*

f(xo+h)—f(xg) eXoth_gXxo . eXoeh_gXo
— = i = ] =
filxo) = Jim =—— R Jim ——
lim eXo &=t = o0
h—-0
La derniere égalité vient de:
h? h3 2 3
eh—l [1+h+ T]_l h_|_h7_|_h_'_|_...

i = lim ' = lim :
hl—>rr}) h h -0 h h—-0 h

= i 1+h+h2+ =1
Bl 2 3l
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Equation de la droite tangente

Solution au probléme de la tangente :

Si la dérivée de la fonction continue f en X, existe, ¢’est-a-dire si la limite suivante existe

/ _ q: f(xg+h)—f(x0)
F (o) = lim LTG0,

alors la tangente au graphe de la fonction y = f(x) passant par le point (xg, f (x¢)) est bien définie et son
équation est :

y = f'(x0)(x — x0) + f(x0)

Soit Dy est le domain de la fonction f. Si pour chaque x € Dy la dérivee de la fonction f en x existe on
dira que la fonction f est dérivable en D¢ (ou smooth en anglais).

Exemple :

La fonction représentée a droite est un exemple de fonction
continue dans l'intervalle ]0,6] mais non dérivable dans les
points x = 2,3,4,5.




Regles de dérivation

Propriétés
Soient f et g deux fonctions dérivables R et a, b € R deux constantes réelles. Alors :

a. La dérivée est linéaire:
(af +bg) (x) = af'(x) + bg'(x)
b. Dérivée d'un produit (formule de Leibniz) :
(fg)'(x) = f'(x)g(x) + f(x)g'(x)

c. Deérivée d'un quotient:

JAY _ Ffg)-f)g’ (x)
(g) () = g% (x)
En posant f = g dans la formule b on obtient
(fA)'(x) =2f)f'(x)

et par récurrence:

d. Dérivée d'une puissance de f:

(™)) =nf" 10O f' (%)

=PrL
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Dérivée d’'une composition des fonctions

Soient f: X =Y et g:Y = Z deux fonctions, ou X,Y,Z sont des sous-ensembles de R et h la
fonction composée de f etde g :

h:X - Z
h(x) = (g°f)(x) =g(f(x))
Regle de dérivation des fonctions composées (chain rule)

Sih(x) = (g ° f)(x) = g(f(x)) alors
h'(x) =g (f(x) fx)

Le terme f’(x) est parfois appelé la dérivée interieure

Exemples :

1 f(x)=axetg(y) =eYoua € R". Alors h(x) = g(f(x)) = e** et
h(x) =e*-a=a-e**

2. f(x)=sin(x)etg(y) =y". Alorsh(x) = g(f(x)) = (sin(x))" et

h'(x) =n- (sin(x))* - cos(x)



EPFL
Dérivée d'une fonction réciproque

Définition
Soient X, Y deux sous-ensembles de R, f: X — Y et g: Y — X deux fonctions telles que

Gef)x)=x VxeX et (fog)ly)=y VyeY.

Dans ce cas on écrit g = f~! et on dit que g est la fonction réciproque de f.

Exemples : f(x)

1. f(x) =x"etg(y) = {fypourx,y €
R,

pente =~ Ay

2. f(x) =cos(x)etg(y) = arccos(y)
pour x € [0, [ ety €] — 1,1].

3. f(x) =e*etg(y) = In(y) pour
x,y € RY.

Regle de dérivation des fonctions réciproques

Si f est dérivable en g(y), alors g est dérivable en y et
1

IO =500
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Dérivée de e* et de In(x)

On a vu que la dérivée de la fonction exponentielle f(x) = e* est égale a elle-méme :
f'(x)=e* VxeR

En appliquant la formule de la dérivée d"une fonction reéciproque on trouve la dérivee de
g(y) =1In(y)

1 1 1

I = Flg) ~ e Ty
1

On vient donc de déemontrer que In(x) est bien la primitive de la fonction .
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Dérivées des fonctions trigonométriques

Les dérivees des trois principales fonctions trigonometriques sont :
1. (sin(x))' =cos(x) Vx€eR
2. (cos(x)) = —sin(x) Vx €ER

1
cos?(x)

3. (tan(x))’ = 1 + tan?(x) = Vx € R

Les dériveées des trois principales fonctions trigonométriques réciproques sont :

1

4. (arcsin(x))’ = — VX €] —1,1]
5. (arccos(x))' = \/;_ilxz Vx €] — 1,1]
6. (arctan(x))’ = Vx € R

1+x2
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Dérivée des fonctions hyperboliques

La dérivée de la fonction sinus hyperbolique est égale au cosinus hyperbolique :
(sinh(x))" = cosh(x) Vx€eR

La dérivée de la fonction cosinus hyperbolique est égale au sinus hyperbolique :
(cosh(x)) =sinh(x) Vx€eR

La dérivée de la fonction tangente hyperbolique est égale a I'inverse du carré du cosinus hyperbolique :

1
cosh?(x)

(tanh(x))’ = Vx € R

Ces formules sont tres similaires a celles des dérivees des fonctions trigonomeétriques a ceci pres qu’elles
sont symétriques pour le sinh et le cosh. Il n"y a pas ici le probleme de savoir ou est le signe (-) !!

Ce que l'on gagne ici en simplicité, on I’a perdu dans la relation
cosh?(x) — sinh?(x) = 1
qui est le pendant de la formule
cos?(x) + sin?(x) =1
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Dérivées de quelques fonctions

La dérivée de la fonction exponentielle f(x) = a* (a > 0). On met f sous la forme f(x) = (e'® a)x = BNE

f’(x)=ex1““-lna=ax-lna Vx € R.

Dérivée de la fonction f(x) = x7 avecq = % EQ

m

Alors f(x) = xn est équivalent a 1f(O)]" =x™
En dérivant des 2 c6tés on obtient:

n-[FEOI" - £/(e) = mam

ce qui donne
m x™1  m M xm-1 m_

/ _ _ _ _ —-1- — 1 _ -1
f(x)_n.f(x)n—1_n.(xq)n—1_q.xm—m/n_q'xm mim/M—q-xn =q-x1
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Dérivées de quelques fonctions

Dérivée de la fonction
f(x) =x* a€eR, x>0

On met f sous la forme f(x) = (eln x)a — ealnx

Alors

a

700 = = (8) () =

X
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Regle de I'Hospital

Pour lever une indétermination dans une limite du type % ou 2 on peut utiliser la regle de I'Hospital

qui dit que

lim @ = lim [ (%)
x~ag(x) x-ag'(x)

si la seconde limite existe !

Exemples:
~sinx _ COS X
lim = lim
x-0 X x —0 1
~ Inx _ 1/x _ .
lim — = lim == lim —x™" =0 pourtoutn >0
x— 400 xN x— +o0 NxN— xX— +oon
- x3 . 3x? . 6bx _ 6
Ilm —= lim —= lim —= lim —=0
X— +00 ex X— 400 ex X— 400 ex X— 400 ex
oxn . n!
Ilm —=-= Ilim —=20

x— +oo eX x— +o00 eX
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Dérivéee et monotonie

Fonction croissante ou décroissante ?

La dérivée de la fonction continue f (x) donne la pente de la tangente a la courbe représentée par
I'expression y = f(x). Etant donné un intervalle |a, b[C R nous déclarons que :

1. Si f'(x) > 0 pour tout x €]a, b, alors f est croissante sur |a, b|.
2. Si f'(x) < 0 pour tout x €]a, b, alors f est décroissante sur ]a, b.

3. Sif'(xp) = 0 alors f a un point stationnaire en x,.

y = f(z) Exemple :

2.1) f'(x) > 0 dans l'intervalle | — oo, 2[
1

/\ f'(x)=0enx =2
. f'(x) < 0 dans l'intervalle ]2,4[
\/ f'(x)=0enx =4

(4, —1) f'(x) > 0 dans l'intervalle |4, +oo[
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Tableau de croissance d’une
fonction



Limite indeterminées

Les limites de la forme suivante sont apriori indéeterminées.

0 o)
B. oo? 1% 0Y
C. 00 — 0O —00 +

Il faut lever I'indétermination par une méthode ou une autre.

= Pour le type A nous utiliserons la regle de ’'Hopital ou les développements limités.

= DPour le type B, nous appliquerons la fonction In a I’expression ce qui nous ramene a une forme de
type A (voir slide 31)

= Le type C se resout souvent en multipliant I’expression par le «conjugué» (voir slide 32).



=PrL

Limite de type B

Pour résoudre une limite indéterminée de la forme suivante

OOO 100 OO

on procede en 3 étapes:
1. On applique la fonction In a l'expression ce qui nous ramene a une indétermination de type A.

2. On leve I'indétermination de type A a l’aide de la regle de I’'Hospital ou d’un développement

limité ;: on trouve une limite L

3. Onreprend l’exponentielle pour trouver la limite el

Exemple:
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Indétermination de type C

Calculer

lim vVx2 +3x+5—x

X — 00

(Va2 +3x+5—x)(Vx2 +3x+5+x)

lim Vx2+3x+5—x = lim

X —00 X 00 Vx2+3x+5+x
. o x*+3x+5-x° 3x + 5 | x-(3+2)
lim Np=: = lim Np=: = lim = =
X — 00 X —00 X —00
x?2+3x+5+x x?+3x+5+x \/xz_(1+%+x_2)+x
x-(3+2 x-(3+2
|x|°\/(1+§+ﬁ)+x X‘[\/(l‘l‘zﬁ-p)-l-l
3+2 3
1 = = =
im >
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