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Rappels :
courbes planes et ses trois représentations 

���ȱ������ȱܥ ��ȱ����ȱܱݕݔ ����ȱ���������ȱ¹���ȱ�·�����ȱ���ȱǱȱ

ٳ ���ȱ����·���������ȱ�����·������ȱǱȱߛሺݐሻ ൌ ሻǡݐሺݔ ሻݐሺݕ ǰȱݐ א ܫ ك Թǰȱ�ùȱݔሺݐሻ ��ȱݕሺݐሻ
����ȱ���ȱ���������ȱ���������ȱ���ȱܫǯȱ�������ȱ��ȱ�����¸���ȱݐ ��������ȱ�Ȃ����������ȱ�ǰȱ
�Ȃ�¡��·���·ȱ��ȱ�������ȱߛሺݐሻ ��������ȱ����ȱ���ȱ������ȱ��ȱ��ȱ������ǯȱ��ȱ�����ȱܯሺݔǡ ሻݕ א
ܥ ��ȱ��ȱ���������ȱ��ȱ��ȱ�¡����ȱݐ଴ א ܫ ���ȱ���ȱݔ ൌ ଴ሻݐሺݔ ��ȱݕ ൌ ଴ሻǯݐሺݕ

ٳ ��� ·�������ȱ����·������ȱ���������ȱ��ȱ�¢��ȱǱȱܨሺݔǡ ሻݕ ൌ Ͳǰȱ�ȇ���Ȭ¥Ȭ����ȱ�����ȱ��������ȱ
��ȱ���¡ȱ���������ȱ���·���������ǯȱ��ȱ�����ȱܯሺݔǡ ሻݕ א ܥ ��ȱ��ȱ���������ȱ��ȱܨሺݔǡ ሻݕ ൌ
Ͳǯȱ

ٳ ��� ·�������ȱ����·������ȱ�¡�������ȱ��ȱ�¢��ȱǱȱݕ ൌ ݂ሺݔሻǰȱ�ȇ���Ȭ¥Ȭ����ȱ�����ȱ������ȱ��ȱ
��ȱ��������ȱ݂ǯȱ��ȱ�����ȱܯሺݔǡ ሻݕ א ܥ ��ȱ��ȱ���������ȱ��ȱݕ ൌ ݂ሺݔሻǯ

���ȱ������ȱ�ȇ���ȱ���ȱ�·������������ȱ��ȱ������ȱ�ȇ���ȱ��������ǲȱ�ȇ���ȱ��������ȱ��ȱ�����ȱ��ȱ������ȱ
�����·��·� ��ȱ���ȱ���ȱ��ȱ��������ȱ�����·��·�ǯȱ

��ȱ����ȱ�������ȱ�������ȱ���ȱ·�������ȱ����·������ȱ���������ȱ��ȱ�¡�������ȱ�Ȃ���ȱ������ȱ¥ȱ
������ȱ��ȱ��ȱ����·���������ȱ�����·������ȱ��ȱ·��������ȱ��ȱ�����¸���ǯȱ��ȱ���������ȱ������·�ȱ
�·����ȱ��ȱ���ȱ������·�·ǰȱ��ȱ�Ȃ¢ȱ�ȱ���ȱ��ȱ�·�����ȱ�·�·����ǯȱ

s+ y2 = 9

y = x + ex



Rappel : vecteur tangent et courbure
ܿ ݐ ൌ ݔ ݐ ǡ ሻݐሺݕ ��� ������ ���� ����� �����·������

ܿԢ ��� �� ������� ������� �� �� ������� �������
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��� �� ������� ������� ��������
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ͳ
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ܿԢԢ ൌ Ԧܽ ൌ ԢԢݔ
ԢԢݕ

�

La composante de ԦܿԢԢ colinéaire à ܰ est �Ȃ���·�·������ centripète Ԧܽே
La courbure ࣄ est la composante de Ԧܽே selon ܰ divisée par .ଶݒ Elle est positive si la courbe tourne à gauche et
négative sinon.

Le couple ࡺǡࢀ forme en tout point ܲ de la courbe un repère direct

Le rayon de courbure en ܲ est �Ȃ������� de la courbure en valeur absolue :

Ԧܽே

ࡼ࢘ ൌ
૚
ࡼࣄ

S

↑-C(t)
↑ dek =



����ȱ���ȱ������ȱ����·�ȱ����ȱ�����ȱ�����·������ǰȱ����ȱ�����ȱ��ȱ���ȱ��ȱ��������ȱ��ȱ�����ȱ�����·��·ȱ���ȱ���ȱ
����·�ȱ���ȱ��ȱ�������

��ȱ���ȱ��ȱ��¢��ȱ��ȱ��������ȱ���ȱ����·ȱ���ȱ�Ȃ�������ȱ��ȱ��ȱ��������ȱǻ��ȱ������ȱ�������Ǽǯ
��ȱ����ȱ��ȱ������ȱ��ȱ������ȱ��ȱ��������ȱ��ȱ�����ȱ� ௉ݔ ௉ݕ ���ȱ����·ȱ���

Courbure et cercle osculateur
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Les coordonnées du centre du cercle osculateur sont donc

஼ݔ ൌ ௉ݔ െ
௉Ԣݕ ȉ ௉Ԣଶݔ ൅ ௉Ԣଶݕ

௉ᇱݔ ௉ᇱᇱݕ െ ௉Ԣݕ௉ᇱᇱݔ

௉ǡݔ ௉ݕ

஼ݕ ൌ ௉ݕ ൅
௉Ԣݔ ȉ ௉Ԣଶݔ ൅ ௉Ԣଶݕ

௉ᇱݔ ௉ᇱᇱݕ െ ௉Ԣݕ௉ᇱᇱݔ
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Courbure et cercle osculateur
��� ��������·�� �� ������ ܥ �� ������ ���������� ¥ ��� ������ �� �� ����� ܲ ����

�� �� ��¢�� ����

�� �� ������ ��� ����·� ���� ����� ����·������ �¡������� ࢟ ൌ ሺ࢞ሻࢌ �� ��������� �� �����·����� ��������� ࢞ ൌ ࢚ ��
ݕ ൌ ݂ሺݐሻǰ �� ������� ���� �� ����� ܲሺݔ௉ǡ ݂ሺݔ௉ሻሻ ��� �� ������Ǳ
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ͳ

ȁߢ௉ȁ
ൌ

௉Ԣଶݔ ൅ ௉Ԣଶݕ ଷȀଶ

ȁݔ௉ᇱ ௉ᇱᇱݕ െ ௉ᇱݕ௉ᇱᇱݔ ȁ

஼ݔ ൌ ௉ݔ െ
݂Ԣሺݔ௉ሻ ȉ ͳ ൅ ݂Ԣሺݔ௉ሻଶ

݂ᇱᇱሺݔ௉ሻ

஼ݕ ൌ ௉ݕ ൅
ͳ ൅ ݂Ԣሺݔ௉ሻଶ

݂ᇱᇱሺݔ௉ሻ

௉ݎ ൌ
ͳ ൅ ݂Ԣሺݔ௉ሻଶ ଷȀଶ

݂ԢԢሺݔ௉ሻ

��������·��ȱ��ȱ������ȱ��ȱ������ȱ����������ȱ����ȱ
���ȱ������ȱݕ ൌ ݂ሺݔሻ ��ȱ�����ȱܲሺݔǡ ݂ሺݔሻሻ

��¢��ȱ��ȱ������ȱ����������ȱ����ȱ���ȱ������ȱ
ݕ ൌ ݂ሺݔሻ ��ȱ�����ȱܲሺݔǡ ݂ሺݔሻሻ

஼ݔ ൌ ௉ݔ െ
௉Ԣݕ ȉ ௉Ԣଶݔ ൅ ௉Ԣଶݕ

௉ᇱݔ ௉ᇱᇱݕ െ ௉Ԣݕ௉ᇱᇱݔ
஼ݕ ൌ ௉ݕ ൅

௉Ԣݔ ȉ ௉Ԣଶݔ ൅ ௉Ԣଶݕ

௉ᇱݔ ௉ᇱᇱݕ െ ௉Ԣݕ௉ᇱᇱݔ

pas de valeur absolue"-

-Valeur absolve



Cartésienne explicite y = f(x)
-

x = t
< (x) = (f(x) (y = f(t)

i'(x) = (f(x) c" (x) = (y()
xc = xp -y2+ yp2)

=

ya-epys
I x - f((1+ f(x)

f"(x)
yc = f(x) + (mm+(2)

&"(x)



�ǆĞƌĐŝĐĞ
����ȱ��ȱ������ȱ�·�����ȱ���ȱ�Ȃ·�������ȱݕ ൌ ଷǯȱ��������ȱ��ȱ��������ǰȱ�����ȱ���ȱ���ȱ��������·��ȱݔ
��ȱ������ȱ��ȱ������ȱ����������ȱ��ȱ��ȱ�����ȱ���ȱ��ȱ������ȱܲሺܽǡ ܽଷሻǰȱ�ùȱܽ א Թǯȱ

j [P m
f(x) = x3f'(x) = 3x2 f"(x) = Ga-
x = a - 3(+

ga,

⑨

Up-P(1, 17⑨

&
= a
-

a - za - 2 5 8

Ga

su ~3 17 =-
Yc = A t-

Ga (i-za(I
= 5++ ↓ C -



P(1, 1) => <(2-
, E + j) = 7 "i

0 (0
,% = %(0 , 0 + 5) = (0, +a)

2 = I= (5)
+25Dit11 = = Je

3

kp =
p E

=
-Il
100

(1 + f'(x)(3 E (1 + 9 -
-

Too-P(1, 1/ Up = T = Eo/3



Exercice
����ȱ��ȱ������ȱ�·�����ȱ���ȱ�Ȃ·�������ȱݕ ൌ
 ଷ. Calculer la courbure, ainsi que lesݔ
coordonnées du centre du cercle 
osculateur en un point sur la courbe 
ܲሺܽǡ ܽଷሻ, où ܽ א Թ. 

d(t) = E - 2I5 3
↓ ( &

&

It t Gt
te *

·

↑



�ĠǀĞůŽƉƉĠĞ�Ě͛ƵŶĞ�ĐŽƵƌďĞ
���� ܿ ��� ������ǯ
�·��������Ǳ
�Ȃ�������� ��� ������� ����������� �� ���� ����� ܲ �� ܿ ����� ��� ������ �����·� �� �·������·� �� ǯࢉ
�� �� ������ ݀௖
��� �� ��� ��·�¸�� ��� �����·��������� �� �� �·������·� ��� ����·� ���

ࢉࢊ ࢚ ൌ ࢉ ࢚ ൅
૚

ࣄ ࢚
ࡺ ൌ ࢞ሺ࢚ሻ

࢟ሺ࢚ሻ ൅
࢞ᇱሺ࢚ሻ૛ ൅ ࢟ᇱሺ࢚ሻ૛

࢞ᇱሺ࢚ሻ࢟ᇱᇱሺ࢚ሻ െ ࢞ᇱᇱሺ࢚ሻ࢟Ԣሺ࢚ሻ
ȉ െ࢟Ԣሺ࢚ሻ

࢞Ԣሺ࢚ሻ

�������ȱ�·�·�����Ǳ

ࢉࢊ ൌ ࢉ ൅
࢜૛

ሺܜ܍܌ ᇱǡࢉ ᇱᇱሻࢉ
ȉ ሺࡶ ᇱሻࢉ



La réveloppée du cerde est

son centre !!

·

C

⑧



�ǆĞƌĐŝĐĞ
����ȱ�Ȃ�������ȱ�·�����ȱ���ȱ���ȱ·��������ȱ�����·�������ȱ���������ȱǱ

൝
ݔ ߠ ൌ ͵ ���ሺߠሻ
ݕ ߠ ൌ ʹ ���ሺߠሻ où ߠ א ሾͲǡʹߨሿ.

Déterminer les équations paramétriques de sa développée



11012 (360) O (0
,
2 i]

2 sin O

d = C t
2
dat (,)

· Je,
c'101 =

-3 sind

I 2 cos O (
Cos20 = 1-Sin 2O

= est
-

v= 4 + 5sin O
- 3 sinO-ScosO

- 36sOc"101 = -2 sino I def (c'
,
c") = I 20s0 - Isind



= 6 sino + Gros"O = 6

d(0) = < (0) + () =

Isino
Sino-2050(

3 Cos O

I ( - 3sinD (
3Cos0- Lost-cost p-costI

!250-Eino - sin O I
sino =

↑

5

d
, (0) = 15250 , -E sinOf



Exercice
����ȱ�Ȃ�������ȱ�·�����ȱ���ȱ���ȱ·��������ȱ
�����·�������ȱ���������ȱǱ

൝
ݔ ߠ ൌ ͵ ���ሺߠሻ
ݕ ߠ ൌ ʹ ���ሺߠሻ �ùȱߠ א ሾͲǡʹߨሿǯ
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�ǆĞŵƉůĞ
Soit la courbe définie par l'équation ݕ ൌ ଶݔ (parabole). 

a) ��������ȱ��ȱ��������ȱ¥ȱ�Ȃ�������ȱܱሺͲǡͲሻ et au point ܲሺͳǡͳሻ.

b) Calculer les coordonnées du centre du cercle osculateur de la courbe au point ܱሺͲǡͲሻ.

c) Donner les équations paramétriques de la développée de la courbe. 

f(x) = sh

a) k(0)) = / f'(x) = 2x
-

[1 + 201273 f"(x) = 2

=

/ 0 (0
, 0 ) x = 0

2

#=> k(ol = 2
2

P(1
, 1) x =1 (p = k(1)= 5



-

4) d
= (a) = (a) + - 3([(a)

c(a) = (a) <() = (2a) c"(a) = (2)
E (a) = i + () =

-

(a) +
Au (

3
2

-

a a - 4a

-

↳-

= (a + 2 + 2a 1 = (ja C
-

o (a) = 1lc'(a) 11 = V+ 4a
-



�ǆĞŵƉůĞ
����ȱ��ȱ������ȱ�·�����ȱ���ȱ�ȇ·�������ȱݕ ൌ ଶݔ
ǻ��������Ǽǯȱ

�Ǽ ��������ȱ��ȱ��������ȱ¥ȱ�Ȃ�������ȱܱሺͲǡͲሻ
��ȱ��ȱ�����ȱܲሺͳǡͳሻǯ

�Ǽ ��������ȱ���ȱ��������·��ȱ��ȱ������ȱ��ȱ
������ȱ����������ȱ��ȱ��ȱ������ȱ��ȱ�����ȱ
ܱሺͲǡͲሻǯ

�Ǽ ������ȱ���ȱ·��������ȱ�����·�������ȱ��ȱ
��ȱ�·������·�ȱ��ȱ��ȱ������ǯȱ

·

(
- ↳a

(
· P(1,1)

2
d
,
(a) I

3a + t ·colt; o)

a = 0 => d
, (0) = (0

,t)a (1) = (- 4, E)
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famille de courbes
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&ĂŵŝůůĞƐ�ĚĞ�ĐŽƵƌďĞƐ

�¡������ȱǱ

ŗǯ ��ȱ�������ȱ��ȱ�������ȱ�����·��ȱ����ȱ�Ȃ�������ȱ���ȱ�·�����ȱ���ȱ
�Ȃ·�������ȱǻ���������ǼȱǱ

ǡݔ௥ሺܨ ሻݕ ൌ ଶݔ ൅ ଶݕ െ ଶݎ ൌ Ͳǰȱȱȱȱ�ùȱݎ ൐ Ͳ ���ȱ��ȱ�����¸���ǯ

Řǯ ��ȱ�������ȱ���ȱ�����Ȭ������� �����·��ȱ����ȱ�Ȃ�������ȱ���ȱ�·�����ȱ
���ȱ�Ȃ·�������ȱ���������ȱǱȱ

ǡݔ௡ሺܨ ሻݕ ൌ ȁݔȁ௡ ൅ ȁݕȁ௡ െ ͳ ൌ Ͳǰȱ�ùȱ݊ ൐ Ͳ ���ȱ��ȱ�����¸���ǯ

řǯ ��ȱ�������ȱ���ȱ�������ȱ���������ȱ��ȱ������ȱ��ȱ��¢��ȱŗȱ�����·ȱ
����ȱ�Ȃ�������ȱ���ȱ�·�����ȱ���ȱ�Ȃ·�������ȱǻ���������ǼȱǱȱ

ǡݔఏሺܨ ሻݕ ൌ ���ሺߠሻݕ ൅ ���ሺߠሻݔ െ ͳ ൌ Ͳǰȱȱȱȱ

�ùȱߠ א ሾͲǡʹߨሾ ���ȱ��ȱ�����¸���ǯ

Une famille de courbes est un ensemble de courbes similaires de sorte qu'une courbe est obtenue à 
partir des autres de la famille en faisant varier un paramètre. 
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�Ȃ������������ȱ����������ǯȱ���ȱ����·���������ȱ�����·������ȱ�Ȃ���ȱ�����Ȭ�������ȱ���ȱǱ

ሻݐሺߛ ൌ ሺേܽȁ���ሺݐሻȁ Τଶ ௡ǡ േܾȁ���ሺݐሻȁ Τଶ ௡ሻ ����ȱܽǡ ܾ ൐ Ͳǰȱݐ א ሾͲǡʹߨሾ ��ȱ݊ ൐ Ͳǯ





C

g =E 2y + 3EcosX)4 (=/ (2) (5)x =

G E 5 y - 2x = 1 (I) (3) .(2)
* sin (/

[1 . 2 + (1) · 3 =

4y + 15y = 8 + 3 = 11

11
-

1gy = 11 y =

19

15x + 4x = 20 - 2 = 18

19x = 18 x -
18
-

19
&

Résolution d'un système de 2 équation a 2
↑

uncoumes por to methode d'addition
.
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ٳ ��ȱ�����¸��ȱ���ȱ����������ȱ������·ȱ����ȱ��ȱ��������������ȱ�����ȱ������£ǰȱ������ ��������� ��ȱ��ȱ�������ȱ
��ȱ�Ȃ
�������ǯȱ����ȱ�·������ȱ��ȱ�����¸��ǰȱ��ȱ����������ȱ������ȱ��ȱ���������ȱ·����ȱ�·��������ǯȱ�ȇ��·�ȱ
���ȱ��ȱ�·�����ȱ�ȱ�������ȱ¥ȱ��ȱ�·��������ȱ��ȱ��������ȱ�Ȃ���ȱ������ǯȱ

ٳ ��·� Ǳȱ��ȱ��¡�ȱ��ȱ������ȱ��ȱݔ ��ȱ��ȱ����ȱ������ȱ��ȱ�����¸���ȱࢇǯȱ��ȱ���ȱ�¡�����ȱݔ ൌ Ͷǰȱ��ȱ��������·�ȱ��ȱݕ
���ȱ��ȱ������ȱ�������ȱǱ

௔ሺͶሻݕ ൌ
ସ௔ିହଶ

௔
൅ ሺͳ͵ െ ܽሻ ൌ ͳ͹ െ ܽ െ ହଶ

௔
ǯ

ٳ ����ȱ�������ȱ��ȱ������ȱ��ȱ�ȇ���������ȱ��ȱ�����ȱݔ ൌ Ͷǰȱ����ȱ������ȱ�������� ��ȱ��¡����ȱ��ȱ�ȇ�¡��������ȱ
ݕ ���ȱ�������ȱ¥ȱࢇǯȱȱ

ٳ ��ȱ�·���·�ȱ��ȱݕ௔ ���ȱ�������ȱ¥ȱܽ ���ȱȱడ௬ೌ
డ௔

ൌ െͳ ൅ ହଶ
௔మ
ǯȱ��ȱ��¡����ȱ���ȱ�������ȱ����ȱܽ ൌ ͷʹǰȱ��ȱ������ȱ

��¡�����ȱ��ȱݕ௔ ������·�ȱǻ�������ȱݔ ൌ ͶǼȱ���ȱݕ௔ ൌ ͳ͹ െ ͷʹ െ ହଶ
ହଶ

ൎ ʹǤ͸ǯ

Solution au problème de Dürier 

- 1 + E I02 = I => a = 52
al



ٳ Cas général (ݔ quelconque) : on va �·�����ȱ�Ȃ�¡��������ȱ

ሻݔ௔ሺݕ ൌ
௔ିଵଷ
௔

ݔ ൅ ሺͳ͵ െ ܽሻ

par rapport à ࢇ (en traitant ࢞ comme constant !). En utilisant la notation de la dérivée partielle

� On cherche la valeur maximale, donc on impose డ௬ೌ
డ௔

ሺݔሻ ൌ Ͳ, et nous résolvons par rapport à ܽ (en traitant 
ݔ comme constant !) :

ଵଷ
௔మ
ݔ െ ͳ ൌ Ͳ ฻ ܽ ൌ േ ͳ͵ݔ.    

ٳ Comme డ௬ೌ
డ௔

ሺݔሻ ൐ Ͳ si et seulement si െ ͳ͵ݔ ൏ ܽ ൏ ͳ͵ݔ, le maximum est atteint pour ܽ ൌ ͳ͵ݔ. On 
�·���������ȱ�����ȱ������ȱ����ȱ�Ȃ·�������ȱ��ȱ�·����ȱǱȱ

ሻݔሺݕ ൌ ଵଷ௫ିଵଷ
ଵଷ௫

ݔ ൅ ሺͳ͵ െ ͳ͵ݔሻ ൌ ݔ െ ʹ ͳ͵ݔ ൅ ͳ͵

ٳ ��ȱ��ȱ�·����ȱ���ȱ��ȱ��������ȱ��ȱ�����¸��ȱ��ȱ�û����ȱ���ȱ����ȱ��ȱ��������ȱ�Ȃ·�������ȱ

ሺݕ െ ݔ െ ͳ͵ሻଶ ൌ ͷʹݔ. 

^ŽůƵƚŝŽŶ�ĂƵ�ƉƌŽďůğŵĞ�ĚĞ��ƺƌŝĞƌ�

డ௬ೌ
డ௔

ሺݔሻ ൌ ௔ିሺ௔ିଵଷሻ
௔మ

ݔ െ ͳ ൌ ଵଷ
௔మ
ݔ െ ͳǤ

+13-a

↓↓I I
E ↳

Essa
-

Ja

y - 13
- x = -2V

t



Dérivée partielle
�� ��� �������� �·���� �� ���¡ ��������� ݕ ൌ ݕ ǡݐ ݏ
�� ������

ࣔ
࢚ࣔ

࢟ ࢚ǡ ࢙ ܝܗ
ࣔ࢟
࢚ࣔ

ሺ࢚ǡ ࢙ሻ

�� �·���·� �� �� �������� ǡݐሺݕ ሻݏ ��� ������� ¥ ࢚ �� ������·���� ࢙ ����� �������� �� �� �Ȃ�������

��ȱ�·���·�ȱ���������ȱ��ȱ࢟ ���ȱ�������ȱ¥ȱ࢚ǯ

�� �¹�� �� ������
ࣔ
࢙ࣔ

࢟ ࢚ǡ ࢙ ܝܗ
ࣔ࢟
࢙ࣔ

ሺ࢚ǡ ࢙ሻ

�� �·���·� �� �� �������� ǡݐሺݕ ሻݏ ��� ������� ¥ ࢙ �� ������·���� ࢚ ����� �������� �� �� �Ȃ�������

��ȱ�·���·�ȱ���������ȱ��ȱ࢟ ���ȱ�������ȱ¥ȱ࢙ǯ

����� ��� �������� ¥ Ř ��������� ����¸�� Ř �·���·�� ����������ǯ

�¡����� Ǳ ���� ݔ ǡݐ ߙ ൌ ݐ ȉ ��� Ǥߙ �����
߲
ݐ߲

ݔ ǡݐ ߙ ൌ ��� ߙ

߲
ߙ߲

ݔ ǡݐ ߙ ൌ െ� ߙ���



xExemples 11 f(x) = et tosky + Et
-
-

&( , t = e
**+(2est) - tsinps) + E
sit

& (,) = 2 & x

2

+ cos() -

2) f(a , t) = (t) + Sin(at)

(at cos(t) + cos(t) · E

&

) (at) = - asin(t) + cos(a + ) · a
&



-



Fx(x, y) = 0

&(y) = 0

↳ ↓go
x = x(x)

(y = y(x) ⑬
forme paramétrique



�ǆĞŵƉůĞ
ٳ Soit la famille Ȟఒ ��ȱ�������ȱ�·�����ȱ���ȱ�Ȃ·�������ȱ���������ȱ��������

ǡݔఒሺܨ ሻݕ ൌ ���ሺߣሻݕ ൅ ���ሺߣሻݔ െ ͳ ൌ Ͳ où ߣ א Թ

ٳ Pour chaque valeur de ߣǰȱ�Ȃ·�������ȱܨఒሺݔǡ ሻݕ ൌ Ͳ ���ȱ�ȇ·�������ȱ�ȇ���ȱ������ȱ���ȱ�Ȃ��ȱ����ȱ·�����ȱ
explicitement via la fonction :

ఒ݂ሺݔሻ ൌ െ ଵ
୲ୟ୬ሺఒሻ

ݔ ൅ ଵ
ୱ୧୬ሺఒሻ

ٳ Pour calculer l'enveloppe de cette famille, dérivons l'expression ܨఒሺݔǡ ሻݕ par rapport au paramètre :
డ
డఒ
ǡݔఒሺܨ ሻݕ ൌ ���ሺߣሻݕ െ ���ሺߣሻݔ

ٳ En imposant ܨఒሺݔǡ ሻݕ ൌ Ͳ et డ
డఒ
ǡݔఒሺܨ ሻݕ ൌ Ͳ on obtient le système de deux équations suivant : 

ቊ���ሺߣሻݕ ൅ ���ሺߣሻݔ െ ͳ ൌ Ͳ
���ሺߣሻݕ െ ���ሺߣሻݔ ൌ Ͳ

ٳ Nous résolvons le système afin de trouver les équations paramétriques de l'enveloppe :

ቊݔ ൌ ���ሺߣሻ
ݕ ൌ ���ሺߣሻ

�ȇ���������ȱ���ȱ����ȱ��ȱ������ȱ��ȱ��¢��ȱŗȱ�����·ȱ¥ȱ�Ȃ�������ȱ�Ȃ·�������ȱ���������ȱݔଶ ൅ ଶݕ ൌ ͳ. 

,
(I) · cos() - (II) · ScuY =>
(1 · sin() + ( · Cos(N =>



Fx(x
, y) = Sin(X/y + cs(y)x - 1 = 0

[II ⑳ (xy) = x y - sin( . x = 0

(1) Ex (x, y) : &(x/y
+ cos(+/x = 1

(F) · cos() + (11) · Sin(x) =>
-cosy + sin(X/y - sin (x)

Y
= sin(x)

(1) · Sin(x - (11) · Cos( => x = cos(X)

- Sin (x)x -cos (x/x = - cos(x)

⑬ (jj) =(3) Xi paranétique



Exemple
����ȱ��ȱ�������ȱȞఒ ��ȱ�������ȱ�·�����ȱ���ȱ�Ȃ·�������ȱ���������ȱ��������ȱ

ǡݔఒሺܨ ሻݕ ൌ ���ሺߣሻݕ ൅ ���ሺߣሻݔ െ ͳ ൌ Ͳ

(3) =( or
S

X R

Cercle de rayou 1

centré en 010
, 01



Exercice
������·����ȱ��ȱ�������ȱȞఒ ��ȱ�������ȱ���������ȱǱ

ǡݔఒሺܨ ሻݕ ൌ ݔ െ ���ሺߣሻݕ െ ���ሺߣሻ ൌ Ͳ

�ùȱߣ א Թǯȱ��������ȱ���ȱ·��������ȱ�����·�������ȱ��ȱ�ȇ���������ȱ��ȱ��ȱ�������ǯȱ

DiX = 0 =3 x - y = O y
X = E => x - 1 = 0 x = 1

X =i => x + y
- 0 = 0 (x = - yJ

Quelques exemples de droites

de cette famille -> n'aide pas
beaucoup !!



Fx(y) = x - cos(x)y - Sin(y = 0

# (x
,y) = 0 + Sin (x)y - cos(x) = 0

G X

[F(

E
x -(x)y = su(x)

I sink)
cosX

(I| &cu(x) y
= cos(x) cos(X) Sinx

lisin(
= sin( +c

- ecos(x) + [s() + sinN]y = 0
-

1



- xcos(x) +

y
= E

=> y = xcos(t))42
y = x cos (x) = x (1 - Siu(x)/
-
-

I x(1 - ) =
- 1
-
-

① = 1 perbole
forme cartésienne implicite



�ǆĞƌĐŝĐĞ
������·����ȱ��ȱ�������ȱȞఒ ��ȱ�������ȱ
���������ȱǱ

ǡݔఒሺܨ ሻݕ ൌ ݔ െ ���ሺߣሻݕ െ ���ሺߣሻ ൌ Ͳ

��������ȱ���ȱ·��������ȱ
�����·�������ȱ��ȱ�ȇ���������ȱ��ȱ��ȱ
�������ǯȱ

y =
-x y = x

- -y =
x

-&- &



Forme paramétrique
Soit une famille de courbes paramétrées par ߣ et données sous forme paramétrique

Pour trouver �Ȃ���������ȱ��ȱ�����ȱ�������ȱ��ȱ����ȱ�·������ȱ�Ȃ·�������

ݐ݁݀

ݔ߲
ߣ߲

ݔ߲
ݐ߲

ݕ߲
ߣ߲

ݕ߲
ݐ߲

ൌ

ݔ߲
ߣ߲

ݔ߲
ݐ߲

ݕ߲
ߣ߲

ݕ߲
ݐ߲

ൌ Ͳ

en exprimant ࢚ comme fonction de ࣅ ǻ��ȱ�Ȃ�������ȱǷǼȱ��ȱ����������ȱ��ȱ��������ȱ����ȱ�Ȃ·�������ȱ
paramétrique de la famille de courbes.

ቊݔ ൌ ሻݐఒሺݔ
ݕ ൌ ሻݐఒሺݕ

· · - O => X = X(t)1 out = t(x)
of



B(0 ,13 -a)
3 = (a (3)

d

() : (j) = (pa) + +(a
*

(3)
A(a
,0)

x = at y = (
- 13)t + 13 - 0

Da

8 = t -

= a

Ot

&g
[ t - 1 Ig

= am T3
Da Ot



I
t a

I = 0 ()(a - 13)t - ( - 1)a = 0t - 1 a - 13

at - 13t -at + a = 0 = a = + 13t

(4 : (i) = (
=

131) + +137( 13t - 13 (
x = 13 YE- 26t + 13
=

Vérifions que (y - x - 13)2 I 52 (Slide 28/

y - x - 13 = (t - 26t + 13 -137- 13 = = 25t
- -

ok 52x I 52 . 13 tu(y - x - 13)
2
= 12 . 1372 . th => = 4 . 132 72



�ǆĞŵƉůĞ�͗��ƺƌŝĞƌ�ĞŶ�ƉĂƌĂŵĠƚƌŝƋƵĞ
On peut aussi décrire la famille des droites par les équations paramétriques (on pose ࢚ ൌ ࢞

ࢇ
ሻ

����ȱ�������ȱ�Ȃ���������ȱ��ȱ�����ȱ�������ȱ��ȱ�������ȱǻ���ȱ���ȱ�������Ǽȱ��ȱ����ȱ�·������ȱ�Ȃ·�������

డ௫
డ௔

డ௫
డ௧

డ௬
డ௔

డ௬
డ௧

ൌ Ͳ. Or       
డ௫
డ௔

ൌ          ,ݐ
డ௬
డ௔

ൌ ݐ െ ͳǡ డ௫
డ௧

ൌ ܽ et        
డ௬
డ௧

ൌ ܽ െ ͳ͵

Si on remplace ܽ par ͳ͵ݐ dans les équations paramétriques de départ, on obtient:

൝ ݔ ݐ ൌ ͳ͵ ଶݐ

ݕ ݐ ൌ ͳ͵ ݐ െ ͳ ݐ ൅ ͳ͵ െ ͳ͵ ݐ ൌ ͳ͵ ଶݐ െ ʹ͸ݐ ൅ ͳ͵

��ȱ��������ȱ���ȱ�Ȃ��ȱ�ȱ����ȱሺݕ െ ݔ െ ͳ͵ሻଶൌ ʹ͸ݐ ଶ ൌ Ͷ ȉ ͳ͵ ȉ ͳ͵ݐଶ ൌ ͷʹݔ. 
��ȱ��������ȱ����ȱ�Ȃ·�������ȱ����·������ȱ��ȱ��ȱ��������ȱ��ȱ�����ȱŘŘǯ
La paramétrisation de cette parabole donne en plus ݐ ൌ Ͳ ՜ ሺͲǡͳ͵ሻ et   ݐ ൌ ͳ Æ ሺͳ͵ǡͲሻ

൜ ௔ݔ ݐ ൌ ݐܽ
௔ݕ ݐ ൌ ܽ െ ͳ͵ ݐ ൅ ͳ͵ െ ܽ ݐ א ሾͲǡͳሿ

ݐ ܽ
ݐ െ ͳ ܽ െ ͳ͵ ൌ Ͳ �����ȱȱȱȱȱݐ� െ ͳ͵ݐ െ ݐܽ ൅ ܽ ൌ Ͳ ����ȱȱȱȱȱȱȱȱȱ� ൌ ͳ͵ݐ

28.



�ǆĞŵƉůĞ�͗�ĐĂƌĚŝŽŢĚĞ�;ŝŵƉůŝĐŝƚĞͿ
On considère le cercle ܥ de centre ሺͳǡͲሻܣ et de rayon 1 (en bleu sur la
figure). Pour chaque point ܲఏ du cercle C on considère le cercle violet de
centre ܲఏ passant par �Ȃ�������. Nous allons montrer que �Ȃ��������� de la
famille de ces cercles est une cardioïde.

Soit ܲሺͳ ൅ ��� ǡߠ ��� ሻߠ un point du cercle bleu. Le rayon du cercle est la 
longueur ܱܲ qui vaut 

ݎ ൌ ͳ ൅ ��� ߠ ଶ ൅ ���ଶߠ ൌ ʹ ൅ ʹ ��� ߠ

�Ȃ·�������ȱ����·������ȱ��ȱ������ȱ������ȱest alors

���ȱ���¸�ȱ��������������ȱ�Ȃ·����ȱ�����

ݔ െ ͳ ൅ ��� ߠ ଶ ൅ ݕ െ ��� ߠ ଶ ൌ ʹ ൅ ʹ ��� ߠ

ఏܨ ǡݔ ݕ ൌ ଶݔ െ ݔʹ ȉ ͳ ൅ ��� ߠ ൅ ଶݕ െ ݕʹ ȉ ���ሺߠሻ ൌ Ͳ

���� ������� �Ȃ��������� �� �� ������� �� ��� ������� ǻ�����·��·� ��� Ǽߠ �� ���� �·����� ࣂࡲ ࢞ǡ ࢟ ��� ������� ¥ ࣂ ��

�����
డ
డఏ
ఏܨ ǡݔ ݕ ൌ Ͳ Ǥ ���� �����

���� ��� ߠ ൌ ௬
௫

���� ��� ߠ ൌ ௫
௫మା௬మ

�� ��� ߠ ൌ ௬
௫మା௬మ

�� ������� �� ������������ ���� ఏܨ ǡݔ ݕ �� �������ǰ ���¸� ������� ��� ���
���� ��� ������Ê�� ���� ܽ ൌ ʹ

߲
ߠ߲ ఏܨ ǡݔ ݕ ൌ ݔʹ ��� ߠ െ ݕʹ ��� ߠ ൌ Ͳ

ଶݔ ൅ ଶݕ െ ݔʹ ଶ ൌ Ͷ ଶݔ ൅ ଶݕ

A(1,%)

Cerdes
violets



i% Y

10
-

x

x

-

tan O I Y
=> Cos O

=

---

x xt + yz
SinD =↳
-

~x2+ yz



-

p = A + Ap

= (6) + (58) = (1
+ 150

sin &

-%P ro =11 = Tutso+ sin20

(
r &

⑧ 1 & I
I S -

A (1 , % = Ferroso
- Equation du cercle de centre P

et de rayon Ro :
- 2

(x - (1 + cos01) + (y-sina I 2 + 26sO
- - -

2
xp

2 2
Yo R2

(x -

x) + (y - yo) = R


