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Limites et dérivées Philippe Chabloz



Limite de ݂ au point ݔ଴
Exemple introductif : considérons la fonction 

݂ሺݔሻ ൌ ௫మାଵିଵ
௫మ

. 

����ȱ�Ȃ���ȱ���ȱ�·�����ȱ��ȱݔ ൌ Ͳ ( ௙ࣞ ൌ Թכ) mais si on observe les valeurs de ݂ ainsi que son graphe on 
constate que la fonction se comporte comme si sa valeur en ݔ ൌ Ͳ était égale à Τͳ ʹ.

x f(x)

0.1 0.4987562 

0.01 0.4999875 

0.001 0.4999999 

x f(x)

-0.1 0.4987562 

-0.01 0.4999875

-0.001 0.4999999 



>ŝŵŝƚĞ�Ě͛ƵŶĞ�ĨŽŶĐƚŝŽŶ
Supposons que ݂ soit une fonction à valeur réelle et que ܿ et ܮ soient des nombres réels. Intuitivement,
l'expression

ܕܑܔ
࢞՜ࢉ

ሺ࢞ሻࢌ ൌ ࡸ

signifie que ݂ሺݔሻ peut être rendu aussi proche de ܮ que souhaité, en rendant ݔ suffisamment proche de ܿ.

Dit autrement, la fonction ݂ሺݔሻ a pour limite le nombre ܮ quand ݔ tend vers ܿ si �Ȃ·���� entre ݂ሺݔሻ et ܮ finit
toujours par être plus petit que �Ȃ������� quelle marge fixée, pourvu que ݔ soit suffisamment proche de ܿ,
mais non égal à ܿ.

ǡߝ) définition de la limite-(ߜ
Augustin-Louis Cauchy et Karl Weierstrass (XIXe siècle) : 

ߝ׊ ൐ Ͳ ߜ׌ ൐ Ͳ ݔ׊ א ௙ࣞ Ͳ ൏ ȁݔ െ ܿȁ ൏ ߜ ֜ ȁ݂ሺݔሻ െ ȁܮ ൏ ߝ

ٳ " ݂ሺݔሻ devient arbitrairement proche de L" signifie que ݂ሺݔሻ se 
trouve finalement dans l'intervalle ሺܮ െ ǡߝ ܮ ൅ .ሻߝ

ٳ L'expression "lorsque ݔ s'approche de ܿ" indique alors que 
nous nous référons à des valeurs de ݔ dont la distance par 
rapport à ܿ est inférieure à un certain nombre positif ߜ.



Limite gauche et droite
La limite à gauche de ݂ሺݔሻ en ܿ (ou la limite de ݂ሺݔሻ lorsque ݔ tend vers ܿ par la gauche) est égale à ܮ et on 
note 

݈݅݉
௫՜௖ష

݂ሺݔሻ ൌ ܮ

signifie que les valeurs de ݂ሺݔሻ deviennent arbitrairement proches de ܮ en prenant ݔ suffisamment proche 
de ܿ mais strictement inférieur à ܿ.

ߝ׊ ൐ Ͳߜ׌ ൐ Ͳݔ׊ א ௙ࣞ െ ߜ ൏ ݔ െ ܿ ൏ Ͳ ֜ ȁ݂ሺݔሻ െ ȁܮ ൏ ߝ

La limite à droite de ݂ሺݔሻ en ܿ (ou la limite de ݂ሺݔሻ lorsque ݔ tend vers ܿ par la droite) est égale à ܮ et on 
note 

݈݅݉
௫՜௖శ

݂ሺݔሻ ൌ ܮ

signifie que les valeurs de ݂ሺݔሻ deviennent arbitrairement proches de ܮ en prenant ݔ suffisamment proche 
de ܿ mais strictement supérieur à ܿ.

ߝ׊ ൐ Ͳߜ׌ ൐ Ͳݔ׊ א ௙ࣞͲ ൏ ݔ െ ܿ ൏ ߜ ֜ ȁ݂ሺݔሻ െ ȁܮ ൏ ߝ

Propriété

݈݅݉
௫՜௖

݂ሺݔሻ ൌ ܮ si et seulement si      ݈݅݉
௫՜௖శ

݂ሺݔሻ ൌ ݈݅݉
௫՜௖ష

݂ሺݔሻ ൌ ܮ
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him f(x) = 4
X- 5-

him f(x) = 10f
X - 5



Propriétés algébriques des limites 

Soient ݂ሺݔሻ et ݃ሺݔሻ deux fonctions définies au voisinage de ܿ, mais pas forcément en ܿ, telles que

���
௫՜௖

݂ሺݔሻ ൌ ଵܮ et       ���
௫՜௖

݃ሺݔሻ ൌ ଶܮ

Alors :

1. ���
௫՜௖

ሺ݂ሺݔሻ ൅ ݃ሺݔሻሻ ൌ ଵܮ ൅ ଶܮ

2. ���
௫՜௖

ሺ݇ ڄ ݂ሺݔሻሻ ൌ ݇ ڄ ଵܮ quel que soit ݇ א Թ

3. ���
௫՜௖

݂ሺݔሻ ڄ ݃ሺݔሻ ൌ ଵܮ ڄ ଶܮ

4. ���
௫՜௖

௙ሺ௫ሻ
௚ሺ௫ሻ

ൌ ௅భ
௅మ

si ܮଶ ് Ͳ

���ȱ������·�·�ȱ��·�·������ȱ�Ȃ����������ȱ�����ȱ��¡ȱ�������ȱ¥ȱ������ȱ��ȱ¥ȱ������ǯ



Théorème des gendarmes
Soient ݂ǡ ݃ et ݄ trois fonctions définies au voisinage de ܿ, mais pas forcément en ܿ, telles que

݂ ݔ ൑ ݃ ݔ ൑ ݄ ݔ

Si                                                   ���
௫՜௖

݂ሺݔሻ ൌ ܮ ���
௫՜௖

݄ሺݔሻ ൌ ܮ

alors
���
௫՜௖

݃ሺݔሻ ൌ ܮ



�ŽŶƚŝŶƵŝƚĠ�Ě͛ƵŶĞ�ĨŽŶĐƚŝŽŶ�ĞŶ�ƵŶ�ƉŽŝŶƚ
Définition: une fonction ݂ est dite continue en ଴ݔ si elle est définie en ଴ݔ et si sa limite lorsque
ݔ tend vers ଴ݔ est égale à ݂ሺݔ଴ሻ

���
௫՜௫బ

݂ሺݔሻ ൌ ݂ሺݔ଴ሻ

Les fonction « classiques », c.-à-d. les fonctions
polynomiales et rationnelles, les exponentielles et
les logarithmes, les fonctions trigonométriques et
leurs réciproques, les fonctions hyperboliques et
leurs réciproques, sont continues sur leur domaine
définition (c.-à-d. ��Ȃ����� sont continues en tout
point de leur domaine de définition).

Les sommes, produits, quotients et composées de
fonctions continues sont continues sur leur
domaine de définition.

La fonction ݂ሺݔሻ peut être définie en ݔ଴ mais sa limite lorsque ݔ tend vers ݔ଴ peut être différente de ݂ሺݔ଴ሻ. 
Dans un tel cas, la fonction ݂ est dite discontinue en ݔ଴.



Exemples de fonctions discontinues

Exemple (trou)

݂ሺݔሻ ൌ ௫మିଶ௫ିଷ
௫ିଷ

est discontinue en ݔ଴ ൌ ͵.

݂ሺݔ଴ሻ �Ȃ�¡����ȱ���ȱǷ ݈݅݉
௫՜௫బ

݂ሺݔሻ ് ݂ሺݔ଴ሻ

Exemple (déplacement)

݂ሺݔሻ ൌ ሼݔ ൅ ʹ �� ݔ ് ͷ
ͻ �� ݔ ൌ ͷ

est discontinue en ݔ଴ ൌ ͷ.

I (()()
X - 3







Exemple ݂ ݔ ൌ ୱ୧୬ ௫
௫

Que vaut ?���
௫՜଴

��� ݔ
ݔ

3 façons (au moins) de lever 
�Ȃ���·�����������Ǳ
1. majoration
2. série de Taylor
3. règle de �Ȃ
�������

1. Majoration : pour x petit on a

���ሺݔሻ ൏ ࢞ ൏ ���ሺݔሻ
En divisant par sin x on obtient

ͳ ൏
ݔ

��� ݔ
൏

��� ݔ
��� ݔ

ൌ
ͳ

��� ݔ
En faisant tendre x vers 0 on obtient, par le théorème des
gendarmes que

���
௫ ՜ ଴

ݔ
��� ݔ

ൌ ͳ => himX



Série de Taylor:

��� ݔ ൌ ݔ െ
ଷݔ

͵ Ǩ
൅
ହݔ

ͷ Ǩ
െ ڮ

Exemple  ݂ ݔ ൌ ୱ୧୬ ௫
௫

ୱ୧୬ ௫
௫

ൌ
௫ିೣయ

య Ǩା
ೣఱ

ఱ Ǩିڮ

௫
ൌ

ଵିೣమ

య Ǩା
ೣర

ఱ Ǩିڮ

ଵ ௫ ՜ ଴
1

Sin x Si x - 0
1
Il
W

him sinx
- 1

x -> 0 K



Tangente à une courbe
Problème géométrique :

1����ȱ����·�ȱ���ȱ������ȱ��������ȱ�Ȃ·�������ȱݕ ൌ ݂ሺݔሻ et un point ሺݔ଴ǡ ݂ሺݔ଴ሻሻ sur la courbe (ݔ଴ א Թ), 
����ȱ���������ȱ¥ȱ�·��������ȱ�Ȃ·�������ȱ��ȱ��ȱ������ȱ��������ȱ¥ȱ��ȱ������ȱ��ȱ��ȱ�����ȱሺݔ଴ǡ ݂ሺݔ଴ሻሻ.

Puisque la tangente doit passer par le point ሺݔ଴ǡ ݂ሺݔ଴ሻሻ, tout ce que nous 
avons besoin de connaître est ݉ : la pente de la droite.



Tangente à une courbe

Solution proposée par Newton et Leibniz (XVIIe siècle) :

Soit ݄ א Թ une petite quantité infinitésimale. Nous cherchons la pente de la droite sécante qui passe par le 
deux points :

ሺݔ଴ǡ ݂ሺݔ଴ሻሻ et ሺݔ଴ ൅ ݄ǡ ݂ሺݔ଴ ൅ ݄ሻሻ.

La pente de la droite sécante vaut 

On définit la dérivée de la 
fonction continue ݂ en ݔ଴ comme 

la limite de la pente des droites 
sécantes pour ݄ qui tend vers 0 :

݂ᇱሺݔ଴ሻ ൌ ݈݅݉
௛՜଴

݂ሺݔ଴ ൅ ݄ሻ െ ݂ሺݔ଴ሻ
݄

࢓ ൌ
࢟ࢤ
࢞ࢤ

ൌ
ሺ࢞૙ࢌ ൅ ሻࢎ െ ሺ࢞૙ሻࢌ

ࢎ

P
Q

⑧n



La dérivée
Soit une courbe décrite par une fonction continue ݕ ൌ ݂ሺݔሻ. La pente de la droite tangente à la courbe en un 
point ሺݔ଴ǡ ݂ሺݔ଴ሻሻ est la limite de la pente de la droite sécante qui passe par les points ሺݔ଴ǡ ݂ሺݔ଴ሻሻ et ሺݔ଴ ൅
݄ǡ ݂ሺݔ଴ ൅ ݄ሻሻ, quand ݄ א Թା ��ȱ���������ȱ��ȱ����ȱ��ȱ����ȱ��ȱ£·��ǰȱ�Ȃ���-à-dire :

݂ᇱሺݔ଴ሻ ൌ ݈݅݉
௛՜଴

௙ሺ௫బା௛ሻି௙ሺ௫బሻ
௛

,

Si cette limite existe,  ݂ᇱሺݔ଴ሻ est appelée la dérivée de la fonction ݂ en ݔ ൌ ଴ݔ et on dit que la fonction ݂ est 
dérivable en ݔ ൌ .଴ݔ

Motivations pour étudier la dérivée première :

ٳ ��ȱ������ȱ��ȱ�Ȃ�����ȱ�Ȃ������������ȱ��ȱ���¡ȱ�������ȱ
(Descartes).

ٳ La construction de lunettes astronomiques (Galilée) et 
�Ȃhorologes (Huygens)

ٳ ��ȱ���������ȱ��ȱ��¡���ȱ��ȱ������ȱ�Ȃ���ȱ��������ȱȱ
(Fermat)

ٳ ��ȱ������ȱ��ȱ�������ȱ��ȱ��ȱ�Ȃ���·�·������ȱ�Ȃ��ȱ���������ȱ
(Galilée, Newton)

ٳ La vérification des lois de gravitation en astronomie 
(Kepler, Newton)



Premiers exemples 
�¡�����ȱŗȱǱȱ�����ȱ�Ȃ���ȱ������ȱ

Pour vérifier que la définition précédente est correcte, nous considérons le cas le plus simple possible : 

݂ ݔ ൌ ݔܽ ൅ ܾ �î ܽ א Թכ�� ܾ א Թ

c'est-à-dire ݂ représente une droite. Nous nous attendons à trouver que la pente de la droite tangente est 
constante et vaut ܽ. En effet : 

݂ᇱሺݔ଴ሻ ൌ ݈݅݉
௛՜଴

௙ሺ௫బା௛ሻି௙ሺ௫బሻ
௛

ൌ ݈݅݉
௛՜଴

௔ሺ௫బା௛ሻା௕ିሺ௔௫బା௕ሻ
௛

ൌ ݈݅݉
௛՜଴

௔௛
௛
ൌ ܽ

�¡�����ȱŘȱǱȱ�����ȱ�Ȃ���ȱ��������ȱ

������·����ȱ���ȱ��������ȱ�·�����ȱ���ȱ�Ȃ�¡��������ȱ݂ሺݔሻ ൌ .ଶݔ

Nous nous attendons à trouver que la pente de la droite tangente soit égale à 0 si ݔ଴ est nul et elle doit 
augmenter au fur et à mesure que l'on s'éloigne de zéro :

݂ᇱሺݔ଴ሻ ൌ ݈݅݉
௛՜଴

௙ሺ௫బା௛ሻି௙ሺ௫బሻ
௛

ൌ ݈݅݉
௛՜଴

ሺ௫బା௛ሻమି௫బమ

௛
ൌ ݈݅݉

௛՜଴
௫బమାଶ௫బ௛ା௛మି௫బమ

௛
ൌ ݈݅݉

௛՜଴
଴ݔʹ ൅ ݄ ൌ ଴ݔʹ



Premiers exemples 
�¡�����ȱřȱǱȱ�·���·�ȱ��ȱ�Ȃ�¡�����������ǯȱ����ȱࢌ ࢞ ൌ ࢞ࢋ

݂ᇱ ଴ݔ ൌ ���
௛ ՜ ଴

௙ ௫బା௛ ି௙ሺ௫బሻ
௛

ൌ ���
௛ ՜ ଴

௘ೣబశ೓ି௘ೣబ
௛

ൌ ���
௛ ՜ ଴

௘ೣబ௘೓ି௘ೣబ
௛

ൌ

���
௛ ՜ ଴

݁௫బ ௘೓ିଵ
௛

ൌ ݁௫బ

La dernière égalité vient de:

���
௛ ՜ ଴

݁௛ െ ͳ
݄

ൌ ���
௛ ՜ ଴

ͳ ൅ ݄ ൅ ݄ଶ
ʹ ൅ ݄ଷ

͵ Ǩǥ െ ͳ

݄
ൌ ���

௛ ՜ ଴

݄ ൅ ݄ଶ
ʹ ൅ ݄ଷ

͵ Ǩ ൅ ڮ
݄

ൌ ���
௛ ՜ ଴

ͳ ൅
݄
ʹ
൅
݄ଶ

͵Ǩ
൅ ڮ ൌ ͳ



Équation de la droite tangente
Solution au problème de la tangente :

Si la dérivée de la fonction continue ݂ en ݔ଴ �¡����ǰȱ�Ȃ���-à-dire si la limite suivante existe 

݂ᇱሺݔ଴ሻ ൌ ݈݅݉
௛՜଴

௙ሺ௫బା௛ሻି௙ሺ௫బሻ
௛

,

alors la tangente au graphe de la fonction ݕ ൌ ݂ሺݔሻ passant par le point ሺݔ଴ǡ ݂ሺݔ଴ሻሻ est bien définie et son 
équation est :

ݕ ൌ ݂ᇱሺݔ଴ሻሺݔ െ ଴ሻݔ ൅ ݂ሺݔ଴ሻ

Soit ௙ࣞ est le domain de la fonction ݂.  Si pour chaque ݔ א ௙ࣞ la dérivée de la fonction ݂ en ݔ existe on 
dira que la fonction ݂ est dérivable en ௙ࣞ (ou smooth en anglais).

Exemple : 

La fonction représentée à droite est un exemple de fonction 
continue dans l'intervalle ሿͲǡ͸ሾ mais non dérivable dans les 
points ݔ ൌ ʹǡ͵ǡͶǡͷ.

m = y = ma + h

-

Do fiee
x est la variable



Exemple

Tangente an graphe de f(x) =e
ou point P(2

,e

f(x) = e

a

P
2f'(2) = e = m 2 ------

y
= m . x + f(2)

2
I ex t C

2



Règles de dérivation
Propriétés

Soient ݂ et g deux fonctions dérivables Թ et ܽǡ ܾ א Թ deux constantes réelles. Alors : 

a. La dérivée est linéaire:  
ሺ݂ܽ ൅ ܾ݃ሻᇱሺݔሻ ൌ ݂ܽᇱሺݔሻ ൅ ܾ݃ᇱሺݔሻ

b. Dérivée d'un produit (formule de Leibniz) :  

ሺ݂݃ሻᇱሺݔሻ ൌ ݂ᇱሺݔሻ݃ሺݔሻ ൅ ݂ሺݔሻ݃ᇱሺݔሻ
c. Dérivée d'un quotient :

௙
௚

ᇱ
ሺݔሻ ൌ ௙ᇲሺ௫ሻ௚ሺ௫ሻି௙ሺ௫ሻ௚ᇲሺ௫ሻ

௚మሺ௫ሻ

En posant ݂ ൌ ݃ dans la formule b on obtient
݂ଶ ᇱ ݔ ൌ ʹ݂ ݔ ݂ᇱ ݔ

et par récurrence:

d. �·���·�ȱ�Ȃ���ȱ���������ȱ��ȱ�ȱǱ
݂௡ ᇱ ݔ ൌ ݂݊௡ିଵ ݔ ݂ᇱ ݔ

(x") != n.
- 1



�ĠƌŝǀĠĞ�Ě͛ƵŶĞ�ĐŽŵƉŽƐŝƚŝŽŶ�ĚĞƐ�ĨŽŶĐƚŝŽŶƐ�
Soient ݂ǣ ܺ ՜ ܻ et ݃ǣ ܻ ՜ ܼ deux fonctions, où ܺǡ ܻǡ ܼ sont des sous-ensembles de Թ et ݄ la
fonction composée de ݂ et de g :

݄ǣ ܺ ՜ ܼ

݄ሺݔሻ ൌ ሺ݃ ל ݂ሻሺݔሻ ൌ ݃ሺ݂ሺݔሻሻ

Règle de dérivation des fonctions composées (chain rule)

Si ݄ሺݔሻ ൌ ሺ݃ ל ݂ሻሺݔሻ ൌ ݃ሺ݂ሺݔሻሻ alors 
݄ᇱሺݔሻ ൌ ݃ᇱሺ݂ሺݔሻሻ ڄ ᇱሺ࢞ሻࢌ

Le terme ݂ǯሺݔሻ est parfois appelé la dérivée intérieure

Exemples : 

1. ݂ሺݔሻ ൌ ݔܽ et ݃ሺݕሻ ൌ ݁௬ où ܽ א Թכ. Alors ݄ሺݔሻ ൌ ݃ሺ݂ሺݔሻሻ ൌ ݁௔௫ et         

݄ᇱ ݔ ൌ ݁௔௫ ڄ ܽ ൌ ࢇ ȉ ݁௔௫

2. ݂ሺݔሻ ൌ ���ሺݔሻ et ݃ሺݕሻ ൌ ሻݔ௡.  Alors ݄ሺݕ ൌ ݃ሺ݂ሺݔሻሻ ൌ ሺ���ሺݔሻሻ௡ et         

݄ᇱሺݔሻ ൌ ݊ ȉ ሺ���ሺݔሻሻ௡ିଵ ȉ ሺ࢞ሻܛܗ܋

Il
2

h(x) = e

h'(x) = 2
. 2x



Dérivée d'une fonction réciproque
Définition

Soient ܺǡ ܻ deux sous-ensembles de Թ, ݂ǣ ܺ ՜ ܻ et ݃ǣ ܻ ՜ ܺ deux fonctions telles que 

ሺ݃ ל ݂ሻሺݔሻ ൌ ݔ ݔ׊ א ܺ et     ሺ݂ ל ݃ሻሺݕሻ ൌ ݕ ݕ׊ א ܻ.

Dans ce cas on écrit ݃ ൌ ݂ିଵ et on dit que ݃ est la fonction réciproque de ݂.

Exemples : 

1. ݂ሺݔሻ ൌ ௡ݔ et ݃ሺݕሻ ൌ ೙ ݕ pour ݔǡ ݕ א
Թା.

2. ݂ሺݔሻ ൌ ���ሺݔሻ et ݃ሺݕሻ ൌ ������ሺݕሻ
pour ݔ א ሾͲǡ ሾߨ et ݕ ሿא െ ͳǡͳሿ.

3. ݂ሺݔሻ ൌ ݁௫ et ݃ሺݕሻ ൌ ��ሺݕሻ pour 
ǡݔ ݕ א Թା.

Règle de dérivation des fonctions réciproques

Si ݂ est dérivable en gሺݕሻ, alors ݃ est dérivable en ݕ et 

݃ᇱሺݕሻ ൌ
ͳ

݂ᇱሺ݃ሺݕሻሻ



f : I - 3

g : 3- I

(log)(y) = y fy = 3

f'(g(y)) · g'(y) = 1

=Mi(l)



Dérivée de ݁௫ et de ݈݊ሺݔሻ
On a vu que la dérivée de la fonction exponentielle ݂ሺݔሻ ൌ ݁௫ est égale à elle-même :

݂ᇱሺݔሻ ൌ ݁௫ ݔ׊ א Թ.

��ȱ����������ȱ��ȱ�������ȱ��ȱ��ȱ�·���·�ȱ�Ȃ���ȱ��������ȱ�·��������ȱ��ȱ������ȱ��ȱ�·���·�ȱ��ȱ
݃ሺݕሻ ൌ ��ሺݕሻ

݃ᇱ ݕ ൌ
ͳ

݂Ԣሺ݃ሺݕሻ
ൌ

ͳ
݁௟௡௬

ൌ
ͳ
ݕ

On vient donc de démontrer que ��ሺݔሻ est bien la primitive de la fonction 
ଵ
௫

Ye R



Dérivées des fonctions trigonométriques

Les dérivées des trois principales fonctions trigonométriques sont : 

1. ሺ���ሺݔሻሻᇱ ൌ ���ሺݔሻ ݔ׊ א Թ

2. ሺ���ሺݔሻሻᇱ ൌ െ���ሺݔሻ ݔ׊ א Թ

3. ሺ��� ݔ ሻᇱ ൌ ͳ ൅ ���ଶ ݔ ൌ ଵ
ୡ୭ୱమሺ௫ሻ

ݔ׊ א Թ

Les dérivées des trois principales fonctions trigonométriques réciproques sont : 

4. ሺ������ሺݔሻሻᇱ ൌ ଵ
ଵି௫మ

ݔ׊ ሿא െ ͳǡͳሾ

5. ሺ������ሺݔሻሻᇱ ൌ ିଵ
ଵି௫మ

ݔ׊ ሿא െ ͳǡͳሾ

6. ሺ������ሺݔሻሻᇱ ൌ ଵ
ଵା௫మ

ݔ׊ א Թ



f(x) = Siu(x) f'(x) = cos(e)
g(y) =arsin (y)

1

9(y) = 1 Ty " costarisincyll
cos22 + sin = 1
-

Cos L = = Vasin(

-
-mCos(arcsin (y)) = t 1-5 Carcs in (y))

& -

~ yz
I t 1 - yz



de

Image
la fonction
arcsin(y)

1
↓

>Cos(arcsiu(1) tis 0&



Image

- de lor

L- fat- auccos()il&

sin (arcos (x11 est bis 0



Dérivée des fonctions hyperboliques

La dérivée de la fonction sinus hyperbolique est égale au cosinus hyperbolique  :

ሺ����ሺݔሻሻԢ ൌ ����ሺݔሻ ݔ׊ א Թ

La dérivée de la fonction cosinus hyperbolique est égale au sinus hyperbolique  :

ሺ����ሺݔሻሻԢ ൌ ����ሺݔሻ ݔ׊ א Թ

��ȱ�·���·�ȱ��ȱ��ȱ��������ȱ��������ȱ�¢����������ȱ���ȱ·����ȱ¥ȱ�Ȃ�������ȱ��ȱ����·ȱ��ȱ�������ȱ�¢����������ȱȱǱ

ሺ����ሺݔሻሻԢ ൌ ଵ
ୡ୭ୱ୦మሺ௫ሻ

ݔ׊ א Թ

Ces formules sont très similaires à celles des dérivées des fonctions trigonométriques à ceci près ��Ȃ�����
sont symétriques pour le ���� et le ����. Il �Ȃ¢ a pas ici le problème de savoir où est le signe (-) !!

Ce que �Ȃ�� gagne ici en simplicité, on �Ȃ� perdu dans la relation
����ଶሺݔሻ െ ����ଶሺݔሻ ൌ ͳ

qui est le pendant de la formule
���ଶሺݔሻ ൅ ���ଶሺݔሻ ൌ ͳ



K t -x

f(x) = Sinh(x) =
2 - e

-

cosh(x) 2

f(x) = E(exe- x ( =

E((' = (-*)] =
ICe

+ (x (x)' 3-

-
T= E(e - e . ( )]

=E /e Ie) = cosh(x&
Sinh(x)



Dérivées de quelques fonctions
La dérivée de la fonction exponentielle ࢌ ࢞ ൌ ࢞ࢇ ሺܽ ൐ Ͳሻ. On met ݂ sous la forme ݂ ݔ ൌ ݁୪୬ ௔ ௫ ൌ ݁௫ ୪୬ ௔

݂ᇱ ݔ ൌ ݁௫ ୪୬ ௔ ȉ �� ܽ ൌ ܽ௫ ȉ �� ܽ ݔ׊ א Թ.

Dérivée de la fonction ࢌ ࢞ ൌ ࢗ࢞ avec ݍ ൌ ௠
௡
א Է

Alors ݂ ݔ ൌ ݔ
೘
೙ est équivalent à

En dérivant des 2 côtés on obtient:
݊ ȉ ݂ሺݔሻ ௡ିଵ ȉ ݂ᇱ ݔ ൌ ௠ିଵݔ݉

ce qui donne

ᇱࢌ ࢞ ൌ
݉
݊
ȉ
௠ିଵݔ

݂ ݔ ௡ିଵ ൌ
݉
݊
ȉ
௠ିଵݔ

௤ݔ ௡ିଵ ൌ ݍ ȉ
௠ିଵݔ

௠ିݔ Τ௠ ௡ ൌ ݍ ȉ ௠ିଵି௠ାݔ Τ௠ ௡ ൌ ݍ ȉ ݔ
௠
௡ିଵ ൌ ࢗ ȉ ૚ିࢗ࢞

݂ሺݔሻ ௡ ൌ ௠ݔ
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= f(x) f(x)

af(x)
Diverses Y

notations de (x
= xo

Dx

la dérivée

·
X = Xo

f(x) =h
- f(0)

=
tim By

=
dy
-

h Ax -0 BX dx



(ax)= Jeta) Y)= (exta) =

exena .
Qua = a Ina

&

deu(x))(x = ((e) 4= le
-

& ER 1 <luX
.

&

<en() [at] = e Y

L-1
X

= X = X . X
-

-



Dérivées de quelques fonctions
Dérivée de la fonction

ࢌ ࢞ ൌ ࢻ࢞ ࢻ א Թǡ ࢞ ൐ ૙

On met ݂ sous la forme ݂ ݔ ൌ ݁୪୬ ௫ ఈ ൌ ݁ఈ ୪୬ ௫

Alors

݂ᇱ ݔ ൌ ݁ఈ ୪୬ ௫ ᇱ ൌ ݁ఈ ௟௡ ௫ ȉ
ߙ
ݔ

ൌ ఈݔ ȉ
ߙ
ݔ

ൌ ࢻ ȉ ૚ିࢻ࢞

Plus généralement (f(x15]' = < . [FED** f'(x)
-
-

VXt i f(x) > o



[ fat exponentielle !!* 3sT- 1
11 X fat puissance !!

x -f(x) = x (9(f(x)))
exercices ! = g'(f(x) - f'(x)



he h

b) ef ef . f
4 In (f) #

& X - 1 f

al f Le M a . f · f
e sin(f) cos(f) · f
f) Cos(f) - sin (7) - fl



Exercice Calculer la dérivée de
-

1 &

f(x) =sin()
= [sin(x)

- 3

f
2 = - 3

(d
.)('(x) = ( -3)(sin(x)5" . cos(x)

:3
(f) = =



f(x) = xh -> f(x) = ux"
- 7

I

-1= n . % . I'(

h(x) I 2

c+ 2x2
g(y) = eY

e+ 2x2 f(x) = x+ 2x2

2h'(x) =
~

Bik) h = gof
g'ff(x) f'(x)



ZğŐůĞ�ĚĞ�ů͛,ospital
Pour lever une indétermination dans une limite du type ૙

૙
ou ஶ

ஶ
on peut utiliser la règle de �Ȃ
�������

qui dit que

���
௫ ՜௔

݂ሺݔሻ
݃ሺݔሻ

ൌ ���
௫ ՜௔

݂ᇱሺݔሻ
݃ᇱሺݔሻ

si la seconde limite existe !

Exemples:

���
௫ ՜଴

��� ݔ
ݔ ൌ ���

௫ ՜଴

��� ݔ
ͳ ൌ ͳ

���
௫՜ାஶ

�� ݔ
௡ݔ ൌ ���

௫՜ାஶ

Τͳ ݔ
௡ିଵݔ݊ ൌ ���

௫՜ାஶ

ͳ
݊ ݔ

ି௡ ൌͲ ���� ���� ݊ ൐ Ͳ

���
௫՜ ାஶ

ଷݔ

݁௫ ൌ ���
௫՜ାஶ

ଶݔ͵

݁௫ ൌ ���
௫՜ାஶ

͸ݔ
݁௫ ൌ ���

௫՜ ାஶ

͸
݁௫ ൌͲ

���
௫՜ାஶ

௡ݔ

݁௫ ൌ ڮ ൌ ���
௫՜ ାஶ

݊ Ǩ
݁௫ ൌ Ͳ

1)

2)

3)
3 bis)



n = 106
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him X
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- -

X- a
eX



ExemplesHospital. -I

11 li CosX-1 lin - Sinx
X- O

- - s -
- -

X - 0 X
2

↑ Xe O 2x (tosp .
Hosp .

lin - los X
-

- ↓
-
-

X- 0 2 2

2) him #" him u.X - & X3 Horp.

lim
=him la Ho e



= h #le him luxX -> a

Hosp . X-

24
=
lin h I lin *X - D

Hosp .
X- D ⑰2

~

lim 24
- O fa- -

X - D 81 X3 XLenohin (kx)
-t

Xa ↓ XB
- O



3. hin x(x)
/S

0 . #

I

O ⑧
X3 G -

D J

-

-

him & - him
29ux . *

-

-

X - 0 Hosp. X- o -**
I(f4'= 2 .f => ( E)= (xy= 7y . x =

-

1
2
X

he (eaxy 21: 2e * formule (d)
avec d = -1

lin 2/X
= him↳ I -- him2x =
X -> 0

X3 O 1/42 X- 0 O



1y

y
=
x

y
=

2n(x)

him -xeo
+

2(x)
+ *



fim x (eux/
2

Il

O · 8

1/

-

Xe o
-

Il Il

- -

lim 2
O

X - 0 O

1
-

-

Hosp .
lin Feux F3. 1 =hi -
= Lim

- x . (ex)
3 Aucun

X + 0 progrès !!
3) faut bien choisir le terra

à inverseret mettre au dénominator



him (hux/ Ex

--
- = 0 F370

X t

X

lin X3 V3
-

- O
X - + 0 aX

-

Fas1
aXpour que

soit

B X(fax)
croissante

[ A X- +0

as 1



Dérivée et monotonie
Fonction croissante ou décroissante ?

La dérivée de la fonction continue ݂ሺݔሻ donne la pente de la tangente à la courbe représentée par 
�Ȃ�¡��������ȱݕ ൌ ݂ሺݔሻ. Étant donné un intervalle ሿܽǡ ܾሾؿ Թ nous déclarons que :

1. Si ݂Ԣሺݔሻ ൐ Ͳ pour tout ݔ ሿܽǡא ܾሾ, alors ݂ est croissante sur ሿܽǡ ܾሾ.

2. Si ݂Ԣሺݔሻ ൏ Ͳ pour tout ݔ ሿܽǡא ܾሾ, alors ݂ est décroissante sur ሿܽǡ ܾሾ.

3. Si ݂Ԣሺݔ଴ሻ ൌ Ͳ alors ݂ a un point stationnaire en ݔ଴.

Exemple : 

݂ᇱሺݔሻ ൐ Ͳ ����ȱ�Ȃ����������ȱሿ െ λǡ ʹሾ

݂ᇱሺݔሻ ൌ Ͳ en ݔ ൌ ʹ

݂ᇱሺݔሻ ൏ Ͳ ����ȱ�Ȃ����������ȱሿʹǡͶሾ

݂ᇱሺݔሻ ൌ Ͳ en ݔ ൌ Ͷ

݂ᇱሺݔሻ ൐ Ͳ ����ȱ�Ȃ����������ȱሿͶǡ ൅λሾ



dĂďůĞĂƵ�ĚĞ�ĐƌŽŝƐƐĂŶĐĞ�Ě͛ƵŶĞ�
fonction
· xz 3

f'(x) & O ↓ o
- of

f(x) ↑ A ↓ M
plat

maximum minP local local



Limite indéterminées
Les limites de la forme suivante sont apriori indéterminées. 

A.
଴
଴

ஶ
ஶ

Ͳ ȉ λ

B. λ଴ ͳஶ Ͳ଴

C. λെλ െλ൅λ

��ȱ����ȱ�����ȱ�Ȃ���·�����������ȱ���ȱ���ȱ�·�����ȱ��ȱ���ȱ�����ǯȱ

� Pour le type A nous utiliserons la �¸���ȱ��ȱ�Ȃ
â�����ȱou les développements limités.

� Pour le type B, nous appliquerons la fonction ࢔࢒ ¥ȱ�Ȃ�¡��������ȱ��ȱ���ȱ����ȱ���¸��ȱ¥ȱ���ȱ�����ȱ��ȱ
type A (voir slide 31)

� ��ȱ�¢��ȱ�ȱ��ȱ�·����ȱ�������ȱ��ȱ�����������ȱ�Ȃ�¡��������ȱ���ȱ��ȱȍ�������·Ȏȱǻ����ȱ�����ȱřŘǼǯ

O D
- -

ou -

O *



Limite de type B
Pour résoudre une limite indéterminée de la forme suivante

λ଴ ͳஶ Ͳ଴

on procède en 3 étapes:
1. On applique la fonction ࢔࢒ ¥ȱ�Ȃ�¡��������ȱ��ȱ���ȱ����ȱ���¸��ȱ¥ȱ���ȱindétermination de type A.

2. ��ȱ�¸��ȱ�Ȃ���·�����������ȱ��ȱ�¢��ȱ�ȱ¥ȱ�Ȃ����ȱ��ȱ��ȱ�¸���ȱ��ȱ�Ȃ
�������ȱou �Ȃ��ȱ�·�����������ȱ
limité : on trouve une limite ܮ

3. On �������ȱ�Ȃ�¡����������� pour trouver la limite ࡸࢋ

Exemple: hmx* = A(x = X
*

⑧
E

1
.
In A(x) = fu(x

* ) = X - ((x) = 2)
YX

2
.

Lim ex) HosplimX - 0 1/X



I him 1x
I

him - xYx
-

xeo
- yx2 X- 1

=
him 1 - x) = O
Xs O

him In (A(x)) = O
Xso

O
Lex

3. him A(x) = e = 1
X - g

Xlim X I 1
X - 0



Exemple2 2
= ?

Il

him (e)

ef

10"
nA(x)

ling(1+
*

1
.
In [A(x)] = en[(1 + sin(y)
= E .

In (1 + sin(x)) = lu (1+ sin(x)
X

2. him In A(x) = him2(1+ sin(x)
X + 0 Xe 0 X

-
- 2

.

- lim(x)) . 1 -Hosp .



3. him A(x) = extemen (A(x)
X - 0

-e

2

=
him (1 + sin(x))

*

X - 0

-

2x 2x
(1 + sin(s) (1 + x) X - s

X -0

y=
I

2y
- 2
2

y + + D
(1 + 7)
y a



Calculer
���
௫ ՜ஶ

ଶݔ ൅ ݔ͵ ൅ ͷ െ ݔ

���
௫ ՜ஶ

ଶݔ ൅ ݔ͵ ൅ ͷ െ ݔ ൌ ���
௫ ՜ஶ

ଶݔ ൅ ݔ͵ ൅ ͷ െ ݔ ଶݔ ൅ ݔ͵ ൅ ͷ ൅ ݔ
ଶݔ ൅ ݔ͵ ൅ ͷ ൅ ݔ

ൌ

���
௫ ՜ஶ

ଶݔ ൅ ݔ͵ ൅ ͷ െ ଶݔ

ଶݔ ൅ ݔ͵ ൅ ͷ ൅ ݔ
ൌ ���

௫ ՜ஶ

ݔ͵ ൅ ͷ
ଶݔ ൅ ݔ͵ ൅ ͷ ൅ ݔ

ൌ ���
௫ ՜ஶ

ݔ ȉ ͵ ൅ ହ
௫

ଶݔ ȉ ͳ ൅ ଷ
௫ ൅

ͷ
ଶݔ ൅ ݔ

ൌ

ൌ ���
௫ ՜ஶ

ݔ ȉ ͵ ൅ ହ
௫

ݔ ȉ ͳ ൅ ଷ
௫ ൅

ͷ
ଶݔ ൅ ݔ

ൌ ���
௫ ՜ஶ

ݔ ȉ ͵ ൅ ହ
௫

ݔ ȉ ͳ ൅ ଷ
௫ ൅

ͷ
ଶݔ ൅ ͳ

ൌ

���
௫ ՜ஶ

͵ ൅ ହ
௫

ͳ ൅ ଷ
௫ ൅

ͷ
ଶݔ ൅ ͳ

ൌ
͵
ʹ

Indétermination de type C

-

--
un



- Il

Exemple : Sim 2
+ 5x - x =

"

- M ? 0 --K

X- + 2

A + B
D
-
* A - B

-
-

~
Etse + x

m -

2 - v &
-+ 5x C

-
x 5X - x
-

2

A
?

B
N+5x + x

m m
2

- - 5x
-

-- =

J+ 5x + x

56
5 X
- -

I

+e
M+ e



+ S = (x)
D

x

Ora -> + a don (x) = x

5x 5x

- I

M+ + x +1]
~

5 XXe + 2
->
-

X- + * 2
I



Théorème
-

X - Xo

f(x) . g(x) -> 0
~

&

bornee (x - x.
&

8

Il 1/

-

O . borné - G

Ex
22+ 3x

= O
- him ? cose (
-

↓ borne

O


