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Fonctions réelles d'une variable réelle

Fonction provient du latin functio, qui signifie accomplissement, exécution. Ce terme apparaît au XVIIe 
siècle sous la plume de Jean Bernoulli dans une lettre à son ami Gottfried Leibnitz. 

Définition : Soient ܣ et ܤ deux ensembles. Une fonction
de ܣ à ܤ attribue à chaque élément de ܣ exactement un 
élément de ܤ.  Nous utiliserons la notation : 

݂ǣ ܣ ՜ ܤ
ݔ հ ݂ሺݔሻ

L'ensemble ܣ est appelé domaine de la fonction et 
l'ensemble ܤ est appelé codomaine de la fonction.

Soit b = f(a). Alors
b est appelé lȂimage de a par f
a est la pré-image de b par f
-

Ou antécédant



Fonctions réelles d'une variable réelle

Soit ݂ und fonction de domaine et A et de 
codomaine B

݂ǣ ܣ ՜ ܤ
ݔ հ ݂ሺݔሻ

Définitions : 

On dit que f est injective si tout élément b de B
a au plus une pré-image

On dit que f est surjective si tout élément b de B
a au moins une pré-image

Si f est injective et surjective, on dit quȂelle est 
bijective.



&

Si +b alors f(a)+ f(b)

injectif = 0 on 1 pré-image

surjectif = 1 ou plus pré-image(s)
pourfort bEA Ba = A 1

. 9

Il f(a) = b

w

bijecht = injectif ET surjectif
=

-

et 1 seule pré-image



Fonctions du premier degré  

Fonctions constantes 

 ݂ሺݔሻ ൌ ܿ�îܿ א Թ

Le graphe représentatif est une 
droite horizontale. 

Fonctions linéaires 

 ݂ሺݔሻ ൌ �îܽݔܽ א Թכ

Le graphe représentatif est une 
������ȱ���ȱ�����ȱ���ȱ�Ȃ�������ǯȱ

Fonctions affines 

 ݂ሺݔሻ ൌ ݔܽ ൅ ܾ�îܽǡ ܾ א Թכ

Le graphe représentatif est une droite 
���ȱ��ȱ�����ȱ���ȱ���ȱ�Ȃ�������ǯȱ

pas linéaire !!



↑

R -> i
ni injective
wi &9

to y = f(x) = x
2 surjective

X

y = 2

cz= x
,

x
,

- 3

- 7



9 : O surjectiveR - R -

X to y = f(x) = x2
pas injective

y = 2

/



9 : M -> R
2

X + y = f(x) = x
&

injective ET &-

surjective - y = X2 Y=-

&

bijective --
/

La fot inverse de X
2 et !



Exemple : 7 : i - in
X to sin(x)

-x

ni injective 1ni surjectire -& & S
&

-

f : m -- [- 1 ;1
est surjective

X + sin(X)

1 [i] - [-1 ; 1) est bejective
X to sim(X/



Équation du premier degré  

Soient ܽǡ ܾ א Թ. LȂexpression 

ܲሺݔሻ ൌ ݔܽ ൅ ܾ 

sȂappelle un polynôme en ݔ :

ٳ de degré 0 si ܽ ൌ Ͳ

ٳ de degré 1 si ܽ ് Ͳ

�Ȃ·�������ȱ��ȱ�������ȱ����·ȱ������·�ȱest :

ݔܽ ൅ ܾ ൌ Ͳ.

Soit ܽ ് Ͳǰȱ�����ȱ�Ȃ·�������ȱ�����ȱ�����ȱ��������ȱ

ݔ  ൌ െ ௕
௔

Géométriquement, cette solution est représentée par le point 
d'intersection de la droite représentée par la fonction affine 
݂ሺݔሻ ൌ ݔܽ ൅ ܾ ����ȱ�Ȃ�¡�ȱ���ȱ���������ȱǻܱݔ). 

ሺെ
ܾ
ܽ
Ǣ Ͳሻ



Fonctions du second degré
Convexe (a>0) Concave (a<0)

ȟ ൏ Ͳ

ȟ ൌ Ͳ

ȟ ൐ Ͳ

ٳ Soient ܽǡ ܾǡ ܿ א Թ avec ܽ ് Ͳ, la fonction 

 ݂ሺݔሻ ൌ ଶݔܽ ൅ ݔܾ ൅ ܿ

�Ȃ�������ȱfonction quadratique ou fonctions 
polynomiales du second degré.

ٳ Le nombre ȟ ൌ ܾଶ െ Ͷܽܿ est appelé 
discriminant.

ٳ La représentation graphique d'une fonction du 
second degré est une parabole. 



Équation du second degré  

Exemple : 
On cherche à construire un champ rectangulaire de surface ͳʹ݉ଶ et dont la longueur excède de 3 
mètres la largeur. 

On pose : ݔ ൌlargeur du champ et donc ݔ ൅ ͵ ൌlongueur du champ. Alors
ݔሺݔ ൅ ͵ሻ ൌ ͳʹ

ଶݔ ൅ ݔ͵ െ ͳʹ ൌ Ͳ

ଵǡଶݔ  ൌ
ିଷേ ଽାସ଼

ଶ
ൌ ିଷേ ହ଻

ଶ

On obtient deux solutions, une positive �Ȃ����� négative. Ainsi ݔ ൎ ʹǤʹ͹݉.  

Formule de Viète  

Si ȟ ൌ ܾଶ െ Ͷܽܿ ൒ Ͳ alors les solutions de �Ȃ·������� 
ଶݔܽ ൅ ݔܾ ൅ ܿ ൌ Ͳ

sont données par  : ݔଵǡଶ ൌ
ି௕േ ୼
ଶ௔

François Viète 
1540-1603

x+3

X(x + 3)= 12



Solutions complexes

Exemples :
ࢠ ൌ ૛ ൅ ࣊ ȉ ࢏

ࢠ ൌ ૛࢏ avec ࢠ૛ ൌ െ૝

ࢠ ൌ ି૚ା ૜ȉ࢏
૛

avec ࢠ૜ ൌ ૚

Si le discriminant est négatif, il nȂy a pas de solutions car la racine carrée dȂun nombre 
négatif nȂexiste pas !! Quoique ǳ.

Cela nȂexiste pas dans les nombres réels. Mais on peut introduire les nombres complexes. 
On définit 

ٳ le nombre imaginaire i par la propriété
૛࢏ ൌ െ૚

ٳ lȂensemble des nombres complexes comme tous les nombres de la forme
ࢠ ൌ ࢇ ൅ ࢏࢈

avec a et b réels. Le nombre réel a est la partie réelle de z et le nombre réel b sa partie 
imaginaire.

Ne pas écrire (22)2= 4 .3= - 4-

~- = c !



X
2

t I - C X
=
- 1-

B = -410 I-1
Z = a + b .

i a
,
be M

- z

partie partie
rée le imaginaire

2 = i + V2 . i D
=>



(2 + 3i) ↓ (5 + Gi)
- -

Z w

↑
-

- 7 t 9(

>--- &

3; - 10 t 12c t(2 + ((5 +(i) =G g--
6 E

↓

15 ; t 18 :2 - - 8 + 27c
-

-1



(2x + 3y) + (4x + 5y)

= 6x + By



#= (x -1)(x(x + 1)
B = 1 - 4 = -30

T
-3X = r

=Bi
2 2

[5i)2 = 3 .
2
= - 3 T

↑

J ↓
- -

= (X - 1)(X- )(x-I
&

(



arg(i) = /2 Plan complexe
-

z = a + bi axe imaginaire
231
- 2
= -

- 4 ;

&
z(a

,
b)

#T&

:-#- 8
↑ L

& & 5&-8
I ⑤

- & &- Xi- 1 12 O i4
axe réeld -· i3

- JDéfinition Z Définitions Imodule

E = a - bi 1
. (z1 =t P O

conjugué complexe 2
. arg(z) =

sizer
,

z =a (zl= (a)



Si Z Et M

i>t
= a +

bi

z = &

alors arg(z) = o

I I
N

z = - 5 T 1& A#

al.
D

-
z = a - bi

arg(bi) = sibso



>͛ĞĨĨĞƌǀĞƐĐĞŶĐĞ�ŝŶƚĞůůĞĐƚƵĞůůĞ�ĚƵ�ys/Ğ�ƐŝğĐůĞ

ଷݔܽ ൅ ଶݔܾ ൅ ݔܿ ൅ ݀ ൌ Ͳ
« �Ȃ·�������ȱ�������ȱ���ȱ����������ȱ¥ȱ�·������ȱ

�����ȱ�Ȃ���ȱ��ȱ����������ȱ��ȱ������ »
Luca Pacioli - Summa de arithmetica, geometria, de 

proportioni et de proportionalita - 1494

Luca Pacioli 
1445 - 1517

Scipione del Ferro résout, vers 1515, les équations 
du type

ଷݔ ൅ ݔ݌ ൅ ݍ ൌ Ͳ

où ݌ est une constante positive et ݍ une constante 
négative. Sa méthode a été améliorée par Jérôme 
Cardan quelques décennies plus tard. 



Sur l'équation cubique
Nous souhaitons résoudre une équation cubique :

ଷݔܽ ൅ ଶݔܾ ൅ ݔܿ ൅ ݀ ൌ Ͳ,         où ܽǡ ܾǡ ܿǡ ݀ א Թ.

La première étape consiste à la simplifier en la divisant par ܽ et en introduisant ݖ :

ݔ ൌ ݖ െ ௕
ଷ௔

 

pour obtenir lȂéquation sous la forme réduite suivante :
ଷݖ ൅ ݖ݌ ൅ ݍ ൌ Ͳ

où les coefficients ݌ et ݍ dépendent de ܽǡ ܾǡ ܿǡ ݀. 

En 1547, Cardan �ȱ·�����ȱ�ȱ��Ȃ���ȱ��������ȱ��ȱ�Ȃ·�������ȱ

ଷݔ  ൅ ݔ݌ ൅ ݍ ൌ Ͳ

où p et q sont deux constantes. La solution est donnée par la formule

ݔ ൌ య െ ௤
ଶ
൅ ȟ ൅ య െ ௤

ଶ
െ ȟ 

où ȟ ൌ ሺ௤
ଶ
ሻଶ ൅ ሺ௣

ଷ
ሻଷ.

Jérôme Cardan 
1501-1576



Combien de solutions ?
Soit �Ȃ·������� réduite 

ଷݔ ൅ ݔ݌ ൅ ݍ ൌ Ͳ 

et ȟ ൌ ሺ௤
ଶ
ሻଶ ൅ ሺ௣

ଷ
ሻଷ le discriminant. Alors

1. si ȟ ൐ Ͳ alors l'équation admet trois racines distinctes, dont une réelle et deux complexes 
conjuguées ;

2. si ȟ ൌ Ͳ alors l'équation admet une racine double ou triple et toutes ses racines sont réelles  ;

3. si ȟ ൏ Ͳ alors l'équation admet trois racines réelles distinctes.

Remarque : historiquement, les nombres complexes ont été introduits pour être utilisés momentanément 
pour résoudre des problèmes réels.

« ��ȱ����ȱ������É���ȱ��ȱ���ȱ����ȱ������ȱ����ȱ��ȱ��ȱ����ȱ�������É���ȱ����ȱ���������ȱ�Ȃ·�������� » 
Cadran.



Démonstration par récurrence
On souhaite démontrer une propriété

ܲሺ݊ሻ

Pour tout nombre entier positif ݊ ൒ ͲǤ

La démonstration par récurrence se fait en 2 étapes:

ٳ On démontre que P est vraie pour ݊ ൌ Ͳ

ٳ On démontre que si P est vraie pour n (hypothèse de récurrence) alors P est vraie 
pour n+1.

Alors P est vraie pour tout entier n

(parfois n = 1)



P(n) Fn > no new

· On proove P(no)
& On prouve

P(n) => p(u+11
-

E : 1 + 22 + 3+... + n= Sxemple h
-

n = 1 5 = 1 Sc = 5 53 = 14

Sy = so S5 = 55 S6 = 91

= (n + 1) (2n+1) = 1 (2n+3+



& n = 1 1 = = . 1(2)(3) = 14-

= n(n + 1)(2n + 1)
I ↓ ↓I

⑫... -En(n + 2)(2n + 3)(n + 11
-

= 1 (ni + 3u + 2)(2u + 3)
-

?*+ 3n +
13n + 6)

Formule obtenue en remplaçant n par (n +1/



2E& (n +1) -en +
2

-

Su Il

= (243 + 3n=+ m) + =(6n2+ 12m+5)
==(2n3 + 9n2 + 13n + 6)
=( (n + 2) (2n +3) = Su +, V


