MATHEMATIQUES Section d’Architecture EPFL

Exercices — Série 9

Les 3 premiers exercices sont une reprise des 3 derniers exercices de la série 8 avec en
plus le calcul du cercle osculateur. Vous pouvez reprendre les résultats déja obtenus
sans refaire les calculs. Les nouveautés sont en gras.

Exercice 1. [Vecteur tangent et courbure]

On considere la cycloide ¢(t) = (x(t),y(t)) avec

x(t) =t—sint
y(t) =1-cost

(a) Calculer le vecteur tangent ¢/(¢) en tout point de la cycloide. Que vaut-il pour t = 2nm avec
n entier ?

(b) Calculer la courbure x(t). Que vaut la courbure en t =0 ?

(c) Pour t = 7 calculer le point P de la courbe correspondant, le vecteur tangent et la courbure
en P. Puis calculer les coordonnées du centre du cercle osculateur a la courbe en
P et donner son équation cartésienne implicite

Exercice 2. [Vecteur tangent et courbure]

On consideére la courbe « donnée par son équation cartésienne explicite

1 3
Y=g

Calculer le vecteur tangent ¢’ () en tout point de cette courbe (en prenant x comme parametre).
Calculer la courbure k(z). Que vaut-elle en x =0 7

Quand est-ce que x(x) est minimale 7 maximale ?

Que fait la courbure lorsque x tend vers +oo ? Est-ce raisonnable ? Comparer avec lim f"(z).
r—>o0

Expliquer la différence.

(e) Pour le point P(l,%) calculer le vecteur tangent en P, la courbure en P ainsi que les
coordonnées du centre du cercle osculateur en P.

(f) Donner I’équation cartésienne du cercle osculateur a v en P.

Exercice 3. [Courbure d’une forme cartésienne implicite]
On considere la courbe v donnée sous forme cartzésienne implicite:

_u
3

1 1
(7) : zyd + =2%y? + =28

3
2 3 Y

et le point P(2,1) sur la courbe.
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(a) En dérivant implicitement par rapport & x déterminer la pente 3’ de la tangente & v au point
P. En déduire un vecteur tangent en ce point.

(b) En dérivant une seconde fois ’équation obtenue sous (a), trouver y” au point P. En déduire
la courbure de « en ce point.

(c) Trouver les coordonnées du centre du cercle osculateur a la courbe v au point P

Exercice 4.

Nous voulons déterminer I’enveloppe de la famille de segments représentant “une échelle de
longueur 1 qui glisse le long d’un mur”:

Représentation paramétrique 1: Représentation paramétrique 2:
1T 1T
A
t 1 1
) | STAN |
B B

paramétrisation 1 : avec ¢

(a) En considerant la famille de courbes indexée par le parametre ¢ (comme indiqué sur la figure),
les coordonnées des points A et B sont:

O A=(t0) et B=(0,v1-£2) 0 A=(0,t) et B=(V1-1£2,0)
0 A=(0,t) et B=(t0) 0 A=(0,t) et B=(VZ-1,0)

(b) Donc, I'expression du chaque droite appartenant a cette famille de courbes est donnée par:

0 (@) == e+ 0 y(z) = e+
0 yi(z) = A= +2t 0 ye(2) =~ +1

(c) Pour trouver la valeur du parametre ¢ qui donne la valeur maximale (localement) de la
fonction y:(x) puis en déduire une représentation paramétrique de ’enveloppe cherchée, on
calcule %(l’) qui vaut:
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0 H (@) =it 1 0 G = sAm 1
8yt 8yt __
0 @) =y 0 e @)=y

(d) La condition 82” /() = 0 donne:

0 z(t) = —/(1- 2)3 0 2(t) = /(1 - 12)3
o a(t) = 200 0 2(t) = 2(/(1 - 2)

(e) Pour 0 <t <1 une représentation paramétrique de 1’enveloppe cherchée est donnée par:

0 z(t) =2/(1-t2) et y(t) =t O z(t) = (1-t2)%2 et y(t) = —t3 + ¢
0 z(t) = (1-t2)%2 et y(t) = 3 0 z(t) = —(1-t2)%2 et y(t) =2t - 13

paramétrisation 2 : avec «

(f)

En considérant la famille de courbes indexée par le parametre o (comme indiqué sur la figure),
les coordonnées des points A et B sont:

oA-= (O,%) et B = (%@,0) 0 A =(0,cos(cx)) et B =(sin(a),0)
o A =(0,tan(«)) et B =(cot(a),0) o A =(0,sin(e)) et B =(cos(a),0)

Donc, 'expression du chaque droite appartenant a cette famille de courbes est donnée par:

0O ya(z) = —22;((2))36 +sin(«) O ya(x) = cot(a)z + sin(a)
O ya(z) = —ij((z))x + cos(a) O yYa(x) = zg;((z))x + sin(w)

Pour trouver la valeur du parametre a qui donne la valeur maximale (localement) de la
fonction y, () on calcule %%(m) qui vaut:

0 G (@) = -G cos(a) 2 % (2) = ~ ey - cos()
3ya (33‘) = Cosz(a) +COS(O£) = 83/04( ) = cos2(oé) +Sln(04)

La condition %%(m) =0 donne:

0 z(a) = cos®(a) 0 z(a) = cos(a)
O z(a) = -sin(a) cos?(a) o z(a) = —Eg:?ég;

Pour 0 < a < /2 une représentation paramétrique de I’enveloppe cherchée est donnée par:
0 z(a) = —sin(a) cos?(a) et y(a) = —sin?(a) tan(a)

0 z(a) = —cos®(a) et y(a) = 2cos?(a) sin(a)

0 z(a) = cos®(a) et y(a) = sin®(«a)
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0 z(a) = cos(a) et y(a) = —sin(a) +1

Exercice 5.

Nous voulons trouver ’enveloppe de la “famille balistique” de paraboles représentant la trajectoire
d’un boulet tiré (a la vitesse de 1 [unité /seconde]) d’un canon dont la pente est p, ou p €]0, 7/2[:

(1) - — -2
()= —, yt)=—-—
V1+p? V1+p? 2

Pour simplifier le probleme nous exprimons y comme une fonction de x en éliminant le
parametre t. Dans ce cas, on obtient que la famille de courbes est donnée par:

g yp(z) =px—%az(1 +p2) g yp(z) = 1222 _%1‘2(1 +p2)

g yp(x) :paz—%mQ(l +p?) g yp(z) =px—mx2

Pour trouver la valeur du parametre p qui donne le y maximal (localement) on calcule %—Zg’(a:)
qui vaut:

W (g o P Wo () = g —

m] 8;(x)—a;+ T oy ] a;(ac)—:v px
0 0

O %(m):xﬁprQ o %}f(m)zm—p:ﬂ

La condition %i;(x) = 0 selon laquelle on obtient un maximum est:

1

= O = =

Oox=0 =2
1 0r=-—Ft—
0z=-; V (1+p?)

Pour p €]0,7/2[, une représentation paramétrique de ’enveloppe cherchée est donnée par:
0 a(p) =3 et y(p) =5 - 32 0 a(p) =2t ety(p)=1-4 -5
0 a(p) = -1 et y(p) = —5 - 3 0 a(p) =0 et y(p) =0

Nous pouvons exprimer I’enveloppe cherchée avec y comme une fonction de z en éliminant le
parametre p. Dans ce cas, on obtient:

1

| y(m)=1—%$—%

x o y(z)=0
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Exercice 6.

Une representation paramétrique de ellipse de demi-axes a,b € R™ est donnée par les équations :
x(t) = acos(t), y(t) = bsin(t).
(a) Les lére et 2eme dérivées z/(t), 2" (t),y'(t) et y''(t) valent:

2'(t) = asin(t), 2" (t) = acos(t), y'(t) = —beos(t), y" (t) = —bsin(t)
x'(t) = —asin(t), 2"(t) = —acos(t), y'(t) = beos(t), y" (t) = bsin(t)
x'(t) = —asin(t), 2(t) = —acos(t), y'(t) =beos(t), y"(t) =-bsin(t)
2'(t) = —asin(t), 2"(t) = acos(t), y'(t) = —beos(t), y" (t) = bsin(t)

o o o O

(b) Donc une équation paramétrique de sa développée (qui est une astroide écrasée) est donnée
par les équations:

o z(t) = cos3(t) et y(t) = b )31n3(t)
O z(t) = (e V) cosd(t) et y(t) = L5 sind(¢)

cos(t)(a? sin?(t)+b2 COSQ(t)
b(a? sin?(t)+b2 cos? (¢ . a(a? sin?(t)+b? cos? (¢
O z(t) =acos(t) - ( (a2+(b§;m(t) ®) et y(t) = bsin(t) - ( (aszz);cos(t) ®)

sin(t) (a2 sin? (t)+b2 cos? (t))

o x(t) = acos(t) + b

et y(t) = bsin(t) +

Exercice 7.

On considere la chainette f(x) = cosh(x) et un point A = (a, f(a)), o a € R, sur celle-ci.

(a) La courbure s de la chainette en A est donnée par:

— 1 -1
k= cosh(a) O k= cosh?(a)
(1+sinh?(a))*” O o cosh(@)
U K= losh(a) N sinn?(a))?
(b) Le rayon r du cercle osculateur en A est donné par:
0 r = cosh?(a) o o (sinh?(a)™
cosh(a)
O r= |cosh(a)|
(1+sinh?(a))*/? o r = cosh(a)

(c) Le centre C' du cercle osculateur en A a pour coordonnées:

Oxg=a- Sinh(“gg;ﬁf)h%a)) et yo = cosh(a) + —l_cil:}i()“)

O zo = a +sinh(a) cosh(a) et yp = 2cosh(a)

1-sinh?(a)

O zo = a —sinh(a) cosh(a) et yp = cosh(a) + cosh(a)

O zp = a —sinh(a) cosh(a) et yp = 2cosh(a)

(d) L’équation de la droite v perpendiculaire & la droite tangente en A est donnée par:
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0 y(z) = Smﬁ(a)a: - Smg(a) —cosh(a) 0 y(x) =sinh(a)x + asinh(a) + cosh(a)

o y(x) = —Sinﬁ(a):c + Sing(a) + cosh(a) 0 y(x) =sinh(a)x - asinh(a) - cosh(a)

(e) Le point I d’intersection de la droite perpendiculaire 7 calculée en (d) avec 'axe Oz a
cordonnées données par :

o I(sinh(a)cosh(a) +a,0) 0 I(a+ coth(a),0)
] I( sinh(a) cosh(a) + asinh(a), 0) 0 I(sinh(a) cosh(a) - a, 0)

(f) Est-ce que CA = AI?

O oul O non

Exercice 8.

On considere le branche supérieure de ’hyperbole 2 — 22 = 1. Nous pouvons considérer son

f(x)=V1+a2

équation implicite, donnée par:

(a) Le courbure  de la courbe en A(a, f(a)) est donnée par:

_ 1 -1
0r= (1+%(12)3/2 0K (1+2a2)3/2
_ 2\-3/2
DH:(1—2a2) 3/2 DH:%
(b) Le rayon de courbure en A est donné par:
0 r=(1+2a2)"" 0 r=2(2+a?)"’
o r=(1+3a2)" o r=(1-2a2)""

(c) Le centre C' du cercle osculateur en un point A = (a, f(a)) a pour coordonnées:

O 29 = 2a +2a> et yo = 2a*\/(1 + a?)
] x0=%+a+§ et yo =+/(1+a?) (6 +4z?)

O 20 = -2a3 et yo = 21/ (1 + a2)?

3 2
Oz0=5-7 etyoz\/1+a2(%+%)

(d) L’équation de la développée est donnée aussi par:
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Exercice 9. [Le méme mais en paramétrique]
Nous pouvons aussi considérer I’équation paramétrique de la branche supérieure de ’hyperbole
2_ .2 _ )
y“—x° =1, par:
x =sinh(t), y=cosh(t).

(a) Le courbure x en A(z(a),y(a)) est donnée par:
O k=1-2sinh?(a)

o0r=(1- QSinhQ(a))
-1
(1+2 sinhQ(a))?’/2

_ 1
" 1+2sinh?(a)

-3/2
O K=
O K

(b) Le rayon r du cercle osculateur en A est donné par:

S S
" 1-2sinh?(a)

O r=1+2sinh?(a)

or=(1- QSinhz(a))

ar

3/2

or=(1+ 2sinh2(a))3/2
(c) Le centre C' du cercle osculateur au point A a pour coordonnées:

O xg = -2sinh®(a), o = 2cosh®(a)
O xg = -2sinh®(a), o =—-2cosh’(a)
O xg = 2sinh(a) + 2sinh®(a), o = 2cosh(a) - 2 cosh®(a)

O xo = sinh(a) (1 Ry vron siihQ(a)) , Yo = cosh(a) (1 Gy Cosh%(a)_l)

Exercice 10. [V/F]

Répondre par Vrai ou Faux aux assertions suivantes:

(a) Soit v une courbe du plan et P un point de la courbe. Si le vecteur tangent & v en P est nul,
alors la courbure n’est pas définie en P.

(b) Soit y(t) une courbe du plan et P =~y (tp) un point de la courbe. Si la courbure est nulle en
P alors 4" (tp) est le vecteur nul.



