MATHEMATIQUES Section d’Architecture EPFL

Exercices — Série 11

Exercice 1. [Echauffement]

a) L’ équation cartésienne implicite de la surface latérale du cylindre circulaire d’axe vertical
y
passant par le point (g, yo,0), ol zg,yo € R, et de rayon r > 0 est donnée par:

’ (|22 = 23| + v - w3l)” =

0 (2 -ad)+ (W2 -y3)+2%=r 0
0 (z-x0)*+(y-w0) =7

2 2

a (I—$0)2+(y—yo)2+22:7“

(b) Sion veut décrire le cylindre plein (sa surface latérale et son intérieur) alors il faut utiliser

2

O linéquation (2% -z2) + (y2 -y2) + 2% <r? 0O l'inéquation (z - 20)? + (y—yo)* < r?

2 2

0 Déquation (z — z0)* + (y—yo)> + 22 =r 0 I'inéquation (‘x - x2| + |y -5 ‘)

Exercice 2. [Le tore]

(a) Une paramétrisation du cercle ¢ de centre (0,0,0), de rayon r et appartenant au plan Ozxz
est donnée par

O (yrsin(t),y, yrcos(t)) ou t € [0, 2] g (rsin(t),r,rcos(t)) ou t € [0,27]
O (rsin(t),t,rcos(t)) ou t € [0,27] O (rcos(t),0,rsin(t)) ou t € [0,27]

(b) Une paramétrisation du cercle y de centre (R,0,0), de rayon r et appartenant au plan Ozz
(ot R est une constante strictement plus grande que r, i.e. R > ) est donnée par (¢ € [0, 27])

o v(t) = ((R+r)sin(t),0, (R +r)cos(t)) a v(t) = (rsin(t), R,rcos(t))
O v(t) = (R+rcos(t),0,rsin(t)) g v(t) = (Rrsin(t), R, Rrcos(t))

(c¢) La surface de révolution engendrée par la rotation du cercle v (du point (b) ci-dessus) autour
de Oz est un tore (ou plus communément, une chambre d air). Une paramétrisation est
donnée par

(R+7'cos(t))cos(9) (R +7cos(t)) sin(6), rsm(t))

= ((R+7)sin(t) cos(8), (R+r)sin(t)sin(0), (R+7)cos(t))
O r(t,0) = (R+rsm(t) Rtan(6), R+rcos(t))

= (Rrsin(t) cos(9), R, Rrcos(t)sin(0))

oute[0,2r] et 6 €[0,27].
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Exercice 3. [Courbure et torsion d'une courbe de I’espace]

Soit a € R. On considere la courbe de ’espace v définie par
v(t) = (acos(t), V1+aZsin(t),cos(t)), te[0,2n].
(a) Calculer la longueur de la courbe 7.
(b) Calculer la courbure «(t) de 7.
(c) Calculer la torsion 7(t) de 7.
)

(d) Trouver I’équation cartésienne du plan contenant ~.

Exercice 4.

La fenétre de Viviani! est une courbe de l’espace dont une paramétrisation est
9 1 . N
~v(t) = | cos*(t) - 27 sin(t) cos(t), sin(t) outeR..

(a) Cette courbe représente une partie de la courbe définie implicitement par le systéeme d’équations

a?+yt=q a ?+yt=1q

(o= ) eyt e =1 R

22 —y2=1 2?2 +y?=1

{( 1)+42 2_q D{ 12,1y, e
3 Y+ 2o = :1:+2) +(y 2) +z29=1

(b) La courbe de Viviani peut étre décrite comme une intersection de deux surfaces:

2
O un hyperbole d’équation z b—2 =laveca=b=3 et un sphere de centre (—%,0,0) et de

a?
rayon 1.

[

O un cylindre d’axe Oz et de rayon 5 et un sphere de centre ( % 0, O) et de rayon 1.

2
et un sphere de centre (0 % 0) et de rayon 1.

1
2

D=

O un cylindre d’axe Oz et de rayon

O un cylindre d’axe Oz et de rayon % et un sphére de centre ( % 0) et de rayon 1.

'La courbe doit son nom & un probléme en architecture posé par Vincenzo Viviani (mathématicien italien,
1622-1703).
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Exercice 5.

(a)

Une équation paramétrique de la spheére de rayon 5 centrée en C(1,2,3), d’équation implicite
(z-1)2+ (y-2)%+ (2 -3)% = 25, est donnée par (avec € [0,2r] et t € [-7/2,7/2])

z(t, ) = cos(t) cos(a) x(t, ) = 5cos(t) cos(a)
O Jy(t,a) =2cos(t) sin(a) 0 Jy(t,a) = 5sin(t) sin(«)
z(t,a) = 3 cos(t) z(t,a) = 5cos(t)
x(t,a) =1+ cos(t) cos(a) x(t,a) =1+ 5cos(t) cos(a)
O Jy(t,a) =2 +sin(t) sin(«) y(t,) =2+ 5cos(t) sin(«)
z(t,a) = 3 +sin(t) z(t, ) = 3+ 5sin(t)
Un ellipsoide a équation implicite 2—2 + z—j + ‘Z—j =1, ou a, b et c sont des constantes positives. En

modifiant I’équation paramétrique de la sphere obtenue au point précédent, on peut obtenir
une équation paramétrique de Uellipsoide, qui est donnée par (a € [0,27] et ¢ € [-7/2,7/2]) :

x(t) = acos(t) cos(a) 2(t, @) = cos(t)acos(a)
0O Jy(t) = bsin(t) sin(a) o {y(t,a) = C.Os(t)bsin(a)
z(t) = esin(t) 2(ta) = smc(t)
x(t, ) = acos(t) cos(a) 2(t,a) = Cos(t):os(a)
O y(t,a) = bCOS(t) Sin(a) O y(t,a) _ s.in(t)sin(a)
z(t,a) = csin(t) Z(t,a) _ smc(t)

Les constantes a, b et ¢ dans ellipsoide du point (b) représentent:

O la longueur des trois demi-axes de l’ellipsoide, donnés ici le long de chaque axe de coor-
donnée.

O linverse de la longueur des trois demi-axes de 'ellipsoide, donnés ici le long de chaque axe
de coordonnée.

O la longueur des trois axes de l’ellipsoide, donnés ici le long de chaque axe de coordonnée.

O l'inverse de la longueur des trois axes de l’ellipsoide, donnés ici le long de chaque axe de
coordonnée.

Dans le cas particulier ou a = b dans la paramétrisation du point (b). Ceci est une équation
paramétrique

O d’un ellipsoide de révolution obtenu en faisant tourner ellipse v(t) = (acos(t), ¢sin(t),0)
autour de 'axe Oy.

O d’un ellipsoide de révolution obtenu en faisant tourner ellipse v(t) = (acos(t),0, csin(t))
autour de 'axe Oy.

0 d’un ellipsoide de révolution obtenu en faisant tourner lellipse v(t) = (acos(t),0, csin(t))
autour de l'axe Oz.

0 d’un ellipsoide de révolution obtenu en faisant tourner lellipse v(t) = (acos(t),0, csin(t))
autour de 'axe Ozx.
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Exercice 6. [Identification de surfaces]

Identifier & quelle surface chacun des paramétrages suivants correspond:

(a)

u+v
Y(u,v) = 3-v (u,v) € R?
5-2u+4v
(b) )
u
Y(u,v) =| wcosv ue[0,2] wvel0,2m].
usinwv
()
U COSV
Y(u,v)=| usinv uwe[-5,0] wvel0,27].
u
(d)
3cosa
Y(u, ) = u ueR «ael0,27].
sin v

Exercice 7. [Paramétrisation d’une surface]

Trouver une paramétrisation de la surface dont ’équation cartésienne est

89:2—43/2—2:0

Exercice 8. [Surfaces de révolution]

Trouver une paramétrisation des surfaces obtenues par rotation des courbes suivantes (situées
dans le plan Oxy) autour de ’axe Oy:

(a) y=vz, 2=0 x€[0,1]
b) y=a3-22+1, 2=0

(¢) Le cercle dans le plan Oxy de rayon 1 centré en C(2,0,0)

Exercice 9. [Plan tangent a une surface]

On considere la surface
u?+1
S(u,v)=| v3+1 (u,v) € R?
U+ v

et le point P(5,2,3) sur la surface.
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(a) Trouver les valeurs de u et v qui donne le point P.

(b) En considérant cette fois u comme une constante et en dérivant ¥ (u,v) par rapport a v
trouver le vecteur tangent X, et I’évaluer au point P.

(c) Calculer un vecteur normal & la surface en P en faisant le produit vectoriel des 2 vecteurs
tangents trouver précédemment.

(d) Déterminer I’équation du plan tangent a la surface ¥ au point P.

Exercice 10. [Plan tangent a une surface (bis)]

On considere la surface
UCOSV

Y(u,v) =| wusinwv (u,v) € R?

v

et le point P = E(l, %)

En répétant la procédure de I'exercice précédent, déterminer I’équation du plan tangent & ¥ en
P.

Exercice 11. [Plan tangent & une surface et dérivation implicite]

On considere la surface d’équation cartésienne
(2). 222 + 3zy + 4y° + 3y + 2% + 3yz = 22

et le point P(1,1,2).
(a) Vérifier que P est sur 3.

On va prendre z et y comme parametres et considérer que z = z(x,y) est une fonction de x et y
(on pourrait résoudre I’équation en z mais ce serait laborieux !).

(b) Dériver implicitement 1’équation de ¥ par rapport & x en considérant y comme une
constante et z = z(z) comme une fonction de z. Déterminer la dérivée de z par rapport a
x au point P(1,1,2) que l'on notera z,(P).

(c) Dériver implicitement ’équation de ¥ par rapport & y en considérant x comme une
constante et z = z(y) comme une fonction de y. Déterminer la dérivée de z par rapport a y
au point P(1,1,2) que 'on notera z,(P).

(d) En déduire les 2 vecteurs tangents a ¥ en P

S.(P) et x,(P).

(e) En déduire ’équation du plan tangent & ¥ au point P.

(f) Quelle est cette surface ?
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Exercice 12. [V /F]

Dire si les affirmations suiavntes sont vraies ou fausses.

(a) Soit v une courbe de R? et P un point de 7. Si, au point P les vecteurs v} et vp sont
colinéaires alors la torsion de v en P est nulle.

(b) Soit v une courbe de R? et P un point de 7. Si, au point P les vecteurs v}, v et ¥4 sont

coplanaires alors la torsion de v en P est nulle
(c) Une droite de R? a une courbure nulle

(d) Une droite de R? a une torsion nulle.



