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Exercice 1.
Soit G un groupe. Montrez que Vg € G, o(g) = [{g)].

Exercice* 2.
On écrit Z(G) pour le centre d’un groupe G.

1. Soit f: G - H un homomorphisme de groupes surjectif. Montrez que

(2(G)) € Z(H).

2. Donnez un exemple d’un homomorphisme surjectif f: G — H tel que

1(2(G)) ¢ Z(H).

3. Donnez un exemple d’'un homomorphisme f: G — H tel que
[(2(G)) & Z(H).

4. Soit f: G — H injectif et f(G) C Z(H). Montrez que G est abélien.

5. Soient G, H deux groupes. Montrez que Z(G x H) = Z(G) x Z(H).

Exercice 3.
Montrez que les sous-groupes de Z sont tous de la forme nZ, avec n € Z.

Exercice 4.
Trouver six sous-groupes de S4 non-isomorphes.

Exercice 5.
Soit n > 2 un entier.

1. Montrez que les sous-groupes de Z/nZ sont donnés par les sous-ensembles
dZ/nZ :={[rd) € Z/nZ | r € 7}

ou 0 < d <n divise n.



2. Si n = dm, montrez que dZ/nZ = Z/mZ.

3. Montrez que [k] € Z/nZ engendre (géneére) le groupe entier Z/nZ si et
seulement si pged(k,n) = 1.

4. Déduisez que pour tout n > 2,

n=> ¢(d).

din

Indication : remarquez que chaque élément de Z/nZ engendre un sous-
groupe ; et que le nombre d’éléments engendrant ce sous-groupe peut
étre calculé grdce a la fonction phi d’Euler.



