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Série 13 (Corrigé)

Exercice 1

On suppose que A est une matrice symétrique réelle de taille n x n.

a) Montrer qu'’il existe une base orthonormale {uy,...,u,} de R" et Ay,..., A\, € R (pas
forcément distincts) tels que

A= )\1111'[1%1 -+ >\2u2ug + ...+ )\nunug. (1)

Cette expression est appelée décomposition spectrale de A.
Solution : Méthode 1 : On applique le théoréeme spectral a la matrice symétrique
réelle A. Il existe une matrice orthogonale (Q et une matrice diagonale D telles que

A=QDQ".
A1 0
On note @ = (uy...uy,) les colonnes de Q, et on pose D = . Comme
0 An
Q) est une matrice orthogonale, {uy, ..., u,} est une base orthonormale. De plus,
)\1 0 U.{
A = QDQ" = (u...u,)
0 A \u?
)\111{
= (ul - un> : = /\1u1u1T + ...+ Anunug.
Aul
Méthode 2 : Soit {uy,...,u,} une base orthonormale de R™ donnée par le théoréme
spectral appliqué a A, c-d-d vérifiant Au, = \puy, pour tout k, ot Ay, ..., \, sont les
valeurs propres de A. Pour montrer que deux matrices sont égales, il suffit de montrer
que leurs produits avec tout vecteur v € R™ coincident. Comme {uy,...,u,} est une

n
base, tout vecteur v se décompose sous la forme v = > agui. On calcule
k=1

Av = Z akAuk = Z ozk)\kuk
k=1 k=1
et

n n n n n n
(Z )\lululT> vV = (Z /\lululT> Z apuy = Z g Z )\lululTuk = Z R\ Uy,
=1 =1 k=1 =1 k=1

k=1 =

ou l'on a utilisé ul v, = u, = 0 pourl # k et u-up = 1. On obtient ainsi [’égalité

L
des deux matrices A et <Z )\lululT>.
=1



b) Calculer la décomposition spectrale et vérifier 'égalité (1)) pour

010 5o—4 —2
iy A=|10 0|, i) A=| -4 5 2 |.
00 1 —2 2 2

Solution :

i) Les calculs ont déja été effectués a l'exercice précédent (4,b)). Il faut en effet
calculer les valeurs propres et une base orthonormale de vecteurs propres. On

obtient

)\1:—17 )\2:1, )\3:1,
—1/V2 1/v/2 0
ul(l/ﬂ), ug(l/ﬂ), u3(0>.
0 0 1

On vérifie explicitement [’égalité donnée par la décomposition spectrale :

T T T
Auu; + Agugu, + Azusug

—1/V2 1/v/2
— 1. ( 1/\/5) (-1/v2 1/v2 0)+1- (1/\/§> (1/v2 1/v2 0)
0 0

+1.(8) (00 1)

1
1/2 -1/2 0 1/2 1/2 0 00 0
= —|-1/2 1/2 0|+ ([1/2 1/2 0] +]0 0 0
0 0 0 0 0 0 001
010
=100 ]|=A4
00 1

ii) On procéde comme en i) et on obtient
)\1:1, )\2:1, )\3:10,
1/v2 1/(3v/2) —2/3
w=[1/vV2], w=|-1/BvV2)|, ws=| 2/3 |.
0 4/(3v/2) 1/3
On vérifie également explicitement que

Alulu{ + )\nguzT + )\3u3u3T = A.

Exercice 2

Soit A une matrice symétrique de taille n x n.
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a) Montrer que Av -u = v - Au pour tous u,v € R".
Solution : En effet, Av-u = (Av)Tu=vIATu=vIAu=v- Au.

b) Donner un contre-exemple a a) pour une matrice carrée quelconque, en trouvant une
matrice B de taille 2 x 2 telle que Bv - u # v - Bu en général.

Solution : Parexemple,Bz(S (1)) OHCLBV'U%V'BupOWu:(é) et

(1)

Exercice 3

Diagonaliser les matrices suivantes sous la forme Q7 AQ = D, avec () une matrice orthogo-
nale.

1
1
3

Solution : A est une matrice symétrique réelle, elle est donc diagonalisable en base
orthonormale d’aprés le théoréme spectral. On trouve

5 0 0 V3 16 —1/V2
D=[02 0|, Q=|1/vV/3 —2/V6 0
00 -2 1/vV3 1/V/6  1/V2

1 3
a) A= 31|,
11

010
by A=[1 0 0
00 1

Solution : De méme, A est une matrice symétrique réelle, elle est donc diagonalisable
en base orthonormale d’aprés le théoréeme spectral. On trouve

-1 00 —1/v/2 1/V/2 0
0 0], Q=] 1/v2 1/vV2 0
0 1 0 0 1

D= 1
0
Exercice 4

(a) Soient A et B deux matrices de taille n x n qui sont orthodiagonalisables. Montrer
que si AB = BA, alors AB est aussi orthodiagonalisable.

(b) Donner un exemple de deux matrices A et B de taille n x n qui sont orthodiagonali-
sables tel que AB n’est pas orthodiagonalisable.

Solution :

(a) On sait qu’une matrice a coefficients réels est orthodiagonalisable ssi elle est symé-
trique. Supposons que A et B sont orthodiagonalisables et commutent (AB = BA).
Alors (AB)T = BT AT = BA = AB. Ainsi, AB est symétrique, donc orthodiagonali-
sable.



(b) Puisqu’une matrice a coefficients réels est orthodiagonalisable ssi elle est symétrique,
il suffit de donner deux matrices symétriques A, B dont le produit n’est pas symétrique.
Les matrices sutvantes conviennent :

=)= (1)

Exercice 5

a) Montrer que si ) est une matrice orthogonale, alors Q7 est aussi une matrice ortho-
gonale.
Solution : Par définition, une matrice orthogonale Q de taille nxn vérifie QT Q = I,
et QQT = I,,. Comme Q = (QT)T, on a QT(QT)T = I, et (QT)TQT = I, ce qui

montre que QT est aussi orthogonale.

b) Montrer que si U,V sont des matrices n x n orthogonales, alors UV est aussi une
matrice orthogonale.
Solution : En utilisant VVT = UUT = I,, on o UV (UV)" = UVVTUT = UUT =
I,,. De méme, on peut vérifier que (UV)T UV =1,, donc UV est une matrice ortho-
gonale.

¢) Soit u un vecteur unitaire de R™ (|lul| = 1). Montrer que la matrice Q = I,, — 2uu’
est orthogonale.
Solution : On doit montrer QTQ = I,,.
M¢éthode 1 : En travaillant avec des indices, on a

n n

(QTQL]. = > quige; = Y (Or — 2upu;) (Or; — 2ukuy)
=1 k=1

= (Sij + Z(—ékﬂuku] — 2(5kjukul + 4uinui),
k=1
avec 6;; =1 sii = j, d;; = 0 sinon. En utilisant >}_, ui =1, on obtient QTQ = I,,.
Méthode 2 : On calcule matriciellement : QT = (I, —2uu®)? = I,, —2(u?)Tul = Q,
ensuite,

QTQ = (I,—2uu’)(I,—2uu’) = I, —2uu’ —2uu’ +4u(u’v)u’ = I,—4uu’ +4uu’ =

ot U'on a utilisé u'u = |[ul* = 1.
Remarque : de telles matrices orthogonales s’appellent réflexions de Householder.

d) Montrer que toute valeur propre réelle A d’une matrice orthogonale @) vérifie A = £1.
Solution : La matrice orthogonale conserve la norme de tout vecteur x : ||Qx||* =
(Qx)T(Qx) = xTQTQx = x"x = ||x||>. Ensuite, si x # 0 est un vecteur propre
associé a A\, on a ||x|]| = ||@x] = ||Xx|| = |Al||x]|]. Comme ||x|| # 0, on obtient
Al =1, ainsi A = £1.

e) Soit () une matrice orthogonale de taille n x n. Soit {uy, ..., u, } une base orthogonale
de R™. Montrer que {Quy, ..., Qu, } est aussi une base orthogonale de R™.
Solution : On calcule pour tous i,j :

T T AT T
Qu; - Quj = (Qui> Quj =u; Q Quj =u;, u; = u; - uy.
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Comme les u; sont orthogonaux entre euz, ceci montre que la famille {Quy, ..., Qu,}
est orthogonale et constituée de vecteurs non nuls (de normes ||Qu;|| = ||u;l| ).

Il reste a montrer que {Quy, ..., Qu,} est une base.

Méthode 1 : Comme Q est inversible (d’inverse QT ), Q transforme les bases en
bases, donc {Quy,...,Qu,} est une base.

Méthode 2 : Comme la famille {Quy, ..., Qu,} est orthogonale et constituée de vec-
teurs non nuls, elle est automatiquement linéairement indépendante. Comme elle com-
porte n vecteurs, c’est une base de R™.

Remarque : si {uy, ..., u, } est une base orthonormée, alors ||Qu;|| = 1, et {Quy, ..., Qu,, }
est aussi une base orthonormée.

Exercice 6

Est-ce que I'affirmation suivante est vraie ou fausse : Soit A une matrice de dimension m xn
dont les lignes sont linéairement indépendantes. Alors la matrice AA” n’est pas inversible.
Solution : Faux. Ils nous suffit de trouver un contre-exemple. Soit A une matrice de taille

3 x 2
1 2 3
A_<31 1)'

AAT:<14 11)

Alors

11 14

qui est inversible.

En général on peut montrer que cette expression est toujours fausse, c-a-d AAT est
toujours inversible si A a m lignes linéairement indépendantes.

Méthode 1 Soit A= UXV7T la décomposition a valeurs singulicres de A et

AT = (UsvhHT = (vHT'sTuT = vstu”

sa transposée, ou X est une matrice de taille m X n avec m valeurs singuliérs 1,09, ...,0,
non nuls car les m lignes de A sont linéairement indépendantes (m < n). Donc

AAT = uxvTyvstut = usx?urT,

ot nous avons utilisé le fait que V est une matrice orthogonale, c-a-d VVT = 1. On peut
remarquer que YT est une matrice diagonale de taille m x m. Les elements diagonaux
sont les carrés des valeurs singuliers de . Etant 03,03,...,02, tous non nuls, AAT est
inversible.

Méthode 2 Siles m lignes de A sont linéairement indépendantes alors rg(A) = m. Par
le cours, on sait que rg(A) = rg(AT). Or, par le théoréme du rang, on a que
dim(Ker(A")) = m—rg(AT) = 0. Cela implique que dim(Ker(AA™)) = 0 et, par le théoréme
du rang, on peut dire que rg(AAT) =m, qui équivaut a dire que AAT est inversible.

Exercice 7

Si A est une matrice symétrique inversible, alors A™! est aussi une matrice symétrique.
Solution : Vrai.



Partiellement en classe

Exercice 8

Parmis les affirmations suivantes, lequelles sont toujours vraies ?

1.

2.

Une matrice diagonalisable est symétrique.

Soit A une matrice n x n telle que AT = A et soient u,v € R” tels que Au = 3u et
Av =4v alors u-v = 0.

. Une matrice orthogonale est orthodiagonalisable.

Soit A une matrice. Alors, AAT est diagonalisable.

Si A est une matrice orthodiagonalisable inversible, alors A~! est aussi orthodiagona-
lisable.

Soit A une matrice symétrique et B une matrice inversible telle que B~'AB est
diagonale. Alors B est orthogonale.

Exercice 9

310

Soit A= |1 3 0]. Trouver une matrice orthogonale () et une matrice diagonale D telle
00 2

que A= QDQT.

Exercice 10

7T =24

Soit A = ( ) Si A = PDPT pour une matrice diagonale D, alors P peut s’écrire

—24 =7

comme

A Pe (4/5 3/5)

3/5 —4/5

B p_ (3/5 4/5 )

4/5 —3/5

o P (5/13 12/13)

12/13 —5/13

D P (12/13 5/13 )

5/13 —12/13

Exercice 11

Calculer la décomposition spectrale de la matrice A = (7 2)
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Exercice 12

Parmis les affirmations suivantes, lequelles sont toujours vraies ?

1. Soit A une matrice n x m. Alors AT A est inversible si et seulement si les colonnes de
A sont linéairement indépendantes.

2. Une matrice A est symétrique si et seulement si A? est symétrique.
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