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Série 8

Objectifs de cette série

A la fin de cette série vous devriez étre capable de

1. Calculer le déterminant d’une matrice.

2. Appliquer les propriétés du déterminant.

| Nouveau vocabulaire dans cette série

e déterminant d’une matrice

Exercice 1

Dire si I'affirmation suivante est vraie ou fausse : Une transformation matricielle définie par
une matrice A est toujours bijective lorsque son domaine (ensemble de départ) est égal a
LignA et son codomaine (ensemble d’arrivé) est égal a ColA.

Exercice 2

Calculer, en faisant le moins de calculs possible, les déterminants des matrices suivantes.

123 2 4 6
A=|04 1], B=|041],
131 1 31
04 1 16 4
c=12 3], D=|0 41
1 3 1 131

Indication : Calulez det A en utilisant le développement par rapport a la premiére colonne.

Retrouvez les autres matrices en faisant des opérations sur les lignes de A et utilisez les
propriété du déterminant.

Exercice 3
Soit a € R. Pour quelles valeurs de a la matrice A est-elle inversible ?

0O -1 -1 -1

0 0 a 2
11 2 —3q | €Meal®)
0 3 3 2a



Exercice 4

Pour quelles valeurs de ¢, cq, c3 la matrice suivante est-elle inversible ?

1 1 1
A= Ci1 Cy C3
a G c

Indication : Montrer que det A = (co — ¢1)(c3 — ¢1)(c3 — ¢2).

Exercice 5

Calculer le déterminant des matrices élémentaires suivantes. Indiquer a quelle opération
élémentaire chaque matrice correspond.

1 000 0100 a 0 0 0
0100 1000 0100
A= 0010  B= 0010 » 0= 0 010
00 al 0001 0 0 01

Exercice 6

Soient A et B des matrices de taille n x n. Montrer que si A ou B est non inversible, alors
AB est non inversible.

Exercice 7

a) Calculer le déterminant suivant :

6 05 0
0001
3210
4 3 21
b) Calculer les déterminants suivants :
a b a a b
b a b , a a+b
a+b a+b a+b a b

c¢) Calculer le déterminant de la matrice suivante. Comment le déterminant dépend t-il

de I'angle ¢ ? Pourquoi?
A [ cosy — sin
~ \sinp cosp |’

4 3 0 1 01 18 0
. 2 1 4 0 20 1 0

d) Soient A = 418 17 23 et B = 1o L oo Calculer det (AB).
49 1 72 10 3 4 1 18



Exercice 8

Indiquer pour chaque énoncé s’il est vrai ou faux et justifier brievement votre réponse.

a) Si B est obtenue en intervertissant deux lignes de A, alors det B = det A.

)

b) Si les colonnes de A sont linéairement dépendantes, alors det A = 0.

¢) Le déterminant de A est le produit des éléments diagonaux de A.
)

d) Soit A une matrice carrée telle que det(A'3) = 0. Alors A est inversible.



Exercices optionnels

Exercice 9

Soient A, B,C' € M,,x,(R) des matrices telles que B est inversible et :

det(A) = det(B3)
det(C) = det(B™1)
det(ABC) = 8

Que valent det(A), det(B) et det(C)?

Exercice 10

Indiquer pour chaque énoncé s’il est vrai ou faux et justifier brievement votre réponse.
(a) Si deux lignes d'une matrice de taille 7 x 7 sont les mémes, alors det A = 0.
(b) Si A est une matrice carrée dont le déterminant vaut 2, alors det(A3) = 6.

(c) Si A et B sont des matrices de taille n x n telles que det A = 2 et det B = 5, alors
det(A+ B) =T.

(d) Si A est une matrice carrée triangulaire inférieure, alors A est inversible.

Exercice 11

Indiquer pour chaque énoncé s’il est vrai ou faux et justifier brievement votre réponse.

a) Si une matrice A est triangulaire inférieure, alors son déterminant s’obtient comme le
produit des éléments de sa diagonale.

b) det AT = — det A pour toute matrice carrée A.

¢) Dans certains cas, il se peut que 'inverse d’une matrice A existe méme si det A = 0.

d) Soient A une matrice n x n et k € R*. Alors, det(kA) = k" det A.



Partiellement en classe
Exercice 12

Soit A € M,«n(R). Montrer que, pour tout A € R, det(AA) = A\"det(A).

Exercice 13

a) Calculer le déterminant des matrices suivantes.

—_
[\
(U§)
—
(@]
—

A=|o0o12]|, B=[010],
00 4 10 1
L1 5 7 1034
c=|220|, D=|654]|, E=
00 3 3 21 0452
1121

b) Méme question pour A”, BT CT DT ET.

Exercice 14

Soit A une matrice n x n. Montrer que si deux lignes de A sont identiques, alors det (A) = 0.
Que peut-on dire si deux colonnes sont identiques ?

Exercice 15

Soit A une matrice n x n. Montrer que si deux lignes de A sont identiques, alors det (A) = 0.
Que peut-on dire si deux colonnes sont identiques ?

Exercice 16

Soit A et B deux matrices inversibles de taille n x n. Alors le nombre
det(A™")det(A + B)det(B™1)

est égal a 2.

est égal & det(B™1) + det(A™1),

n’est pas défini car la matrice A + B n’est pas forcément inversible.

O o w©w »=

est égal a det(B~! + A71).

(Une seule réponse correcte.)



Exercice 17
Soit A et B deux matrices inversibles de taille n x n. Alors le nombre

det(AT) + det(BT)
det(A) det(B)

A est égal & det(AT — A) + det(BT — B)
B est égal a det(B™!) + det(A™1)

C est égal a det(B~' + A1)

11
det(B) det(A)

D est égal a

Exercice 18

Le déterminant de la matrice

-3 -3 -3 -2
S E R
a 2 3 3
est

A. -2

B. 2—-«

C. 2—«

D. 2
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