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Série 6 (Corrigé)

Objectifs de cette série‘

A la fin de cette série vous devriez étre capable de

1. calculer le noyau et image d’une application linéaire.
2. transformations injective et surjective

3. matrice associée a une transformation linéaire

4

. théoréme du rang

| Nouveau vocabulaire dans cette série|

 transformation linéaire e noyau et image d'une tranformation

« matrice de T par rapport a ... linéaire

Exercice 1

On appelle trace d’'une matrice carrée A, et 'on note tr(A), la somme des éléments diago-
naux de A. Soit M,,», I'espace vectoriel des matrices de tailles n x n.

(i) Montrer que 'application tr: M, «, — R, A+ tr(A) est une application linéaire.
(ii) Calculer la dimension de Ker(tr).
(ii) Montrer que tr(AB) = tr(BA) pour toutes les matrices A, B € M, «.

Solution : En général on peut écrire

n
=2 .
i=1

(i) L’application tr: My«, — R est linéaire si pour toutes A et B dans M,x,, et tous A
dans R on a

tr(A) +tr(B) =tr(A+ B) et tr(AA) = Atr(A).
En effet,
tI(A‘l‘B) Z A+B Z a”—l-bii) :ZCLZZ—FZbu:tI(A)‘f’tI‘(B),
i=1 i=1 i=1

=1

tr(A) tr(B)
i=1 i=1 i=1
tr(A)



(ii) Par le théoréme du rang on sait que
dim Im(tr) + dim Ker(tr) = dim M, «,.

Premiérement, M,,y,, est l’ensemble formé des matrices avec n x n = n? éléments,
donc dim M,,,, = n%. De plus, 'image de tr est I’ensemble des éléments de R de la
forme tr(A) avec A dans M,,xp,. Donc dimIm(tr) = 1. Finalement, on a que

dim Ker(tr) = n? — 1.

(1ii) En effet, en utilisant la définition de multiplication des matrices, on a

n

aijbyi =Y Y bjay; =Y (BA)j; = tr(BA).

n n
=1 j=1i=1 j=1

tr(AB) = zn:(AB)ii =3

=1 =17

Exercice 2

Soient V' et W deux espaces vectoriels, et T': V' — W une transformation linéaire. Montrer
que si U C V est un sous-espace vectoriel, alors I'ensemble image T'(U) est un sous-espace
vectoriel de W.

Solution : On doit prouver (i) si w € T(U) et a est un scalaire, alors aw € T(U) et (ii)
siwy € T(U) et wy € T(U) alors wy +we € T(U), et (i) T(U) contient Oy .

(i) En effet : w € T(U) < w = T(u) pour un certain u € U. Ainsi, en utilisant la
linéarité de T, aw = oT(u) = T(au) € T(U) (au € U car U est un s.e.v. de V, donc
fermé pour la multiplication par un scalaire). (i7) De méme, wy + wy = T(uy) + T(ug) =
T(uy +ug) € T(U) (U est fermé pour U'addition). (iit) On a Oy € U car U s.e.v. de V
et T(0y) = Ow par linéarité de T, donc Ow € T(U) (car il existe w = Oy € U tel que

Exercice 3

Soient A et B deux matrices de taille m x n telles que Ax = Bx pour tout vecteur x dans
R"™. Démontrer que A = B.

Solution : Soient A = (ay,...,a,) et B=(by,...,b,), ot a; etb; sont des vecteurs dans
R™ pour tous i =1,...,n. Alors, pour tout vecteur x dans R™, on peut écrire

Ax = rja; + 2083 +...1,a, et Bx =x1b; +23by+ ... 2,b,,

ol X1, ...,T, sont les composantes de x. Les j¢ composantes de Ax et Bx s’écrivent comme
de suite

(AX)j = T14ay; + Todg; + ... Tndpj et (BX)]' = fL‘lblj + I‘ngj + .. .l’nbnj,

ot a;; et b;; indiquent la j¢ composante de la i° colonne de A et B, respectivement. Donc,
si Ax = BXx, alors on a

(Ax); = (Bx);, pourtoutj=1,...,m.
C-a-d

T1dy; + Todg; —+ ... Tndp; = xlblj + l’gbgj + ... xnbnja pour tOUt] = 1, co., .
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On peut donc écrire
.771(3_1]' - blj) -+ I'Q(an — bgj) —+ ... l’n(an]’ — bnj) = O, pour tout] = 1, oo, .

Cette equation est vraie pour tout x seulement si a;; = b pour tout i = 1,...,n et
j=1,...,m, c-a-d seulement si A = B.

Exercice 4

Soit A une matrice de taille m x n et B une matrice de taille n x p telles que
Ker AN Col B = {0}.

Soit B = {by, -+ ,bi}, &k < n, une base de Col B. Montrer que {Aby,- -, Ab;} est une
base de Col(AB).

Solution : Méthode 1 : Soit T4 : R™ — R™ ["application linéaire associée a la matrice
A. On considere sa restriction Ty ., au sous-espace Col B C R™ :

T oy : COLB — R™.

Comme Ker AN Col B = {0}, cette application est injective. De plus, l'image de cette
application est T 4(Col B) = Col(AB). L’application T 4 réalise donc une bijection entre
Col B et Col(AB). Par conséquent, la matrice A transforme toute base de Col B en une
base de Col(AB).

Méthode 2 : Montrons d’abord que la famille {Aby,--- , Aby} est linéairement indépen-
dante. Soient ¢y, -+ ,c, € R tels que

ClAbl + CQAbQ + -4 CkAbk =0
alors, A(c1by + -+ cxbr) =0
ainsi, c1by + - - - + by € Ker A.

Or, le vecteur ciby + - - - + c;by, appartient @ Col B comme combinaison linéaire des b; €
Col B. Mais Ker AN Col B = {0}, ainsi c;by + -+ - + ¢xbr, = 0. B étant une base, B est
linéairement indépendante, d’oti ¢ = ¢y = ... = ¢ = 0. Par ailleurs, {Aby,--- , Ab;}
engendre Col(AB). En effet, Col(AB) est l'ensemble des vecteurs de la forme (AB)x =
A(Bz), ot x € RP. De méme, Col(B) est l’ensemble des Bx, x € RP. Comme Col(B) est
engendré par {by,--- ,bg}, on en déduit que Col(AB) est engendré par {Aby,--- , Aby}.
La famille {Aby,--- , Aby} est donc une base de Col(AB).

Exercice 5

Soit P, 'espace vectoriel des polynomes réels de degré inférieur ou egale a 4 et P35 l'espace
vectoriel des polynomes réels de degré inférieur ou egale a 3. Soit 1" : P, — P3 'application
linéaire qui associe a chaque polynome sa dérivé, c’est a dire T'(p) = p’ pour chaque p € Py.

(a) Calculer le noyau de T et trouver sa dimension.

(b) Etant donné la base B = {1+x, 2z, x+22, x+2°, 24+12*} de Py et labase C = {1, z, 2%, 2°}
de P53 , calculer la matrice [T]cp associé & T par rapport aux bases B et C.

3



(c) Calculer la dérivée de g(x) = 1 + 3z + 42® — 2* en utilisant la matrice [T]cg.

(d) Calculer une base et la dimension du noyau de la matrice [T]cg. Quel est le rapport
avec le noyay de T'7

Rappel : la dérivée de apz® est apkz* 1, k=1,2,....
Solution :

(a) Le noyau de la transformation T est I'ensemble des polynomes de p dans Py tels que
T(p) = 0. Seulement les constants ont dervée nulle, donc. Ker(T) = {p(z) = a,,ay €
R}, dont une base est constitué du polynome constant p(x) = 1. On conclut aussi que
dim Ker(7T) = 1. .

(b) On peut écrire

[Tles = [[T(b1)]e, [T(b2)le, [T (b3)]e, [T(ba)]e; [T'(bs)]c]
= [[te, [2le, [1+ 2alc, [1 + 32%, [1 + 42%)c |

O O O N
OO N =
S W O =
= O O =

1
0
0
0

(c) Pour q(z) = 1+ 3x + 4a® — 2*, il faut d’abord trouver ses coordonnées par rapport d
B : Les coefficients a; doivent satisfaire (14 x) + az(2x) + ag(x + 2?) + au(x + 23) +
as(z + 1) = q(x). 1l faut que les coefficients de chaque monome soient égauz, ce qui
revient a résoudre le systeme linéaire dont la matrice augmentéee est

100001 1
1 211 1|3 —1/2
001 0 0[O0 |.Lasolution est [q|g = 0
000104 4
00 0¢O01|-1 —1

Controle : 1(1+xz)—sz+0(z+2?)+4(z+2%) — (z+2?) = 1+ (1-14+4—1)z+4a’ -zt = ¢

Les coefficients de sa dérivée q' peuvent étre calculée comme suit

1
12111 3
00200 _5/2_0

00030 A 12 |
0000 4 —4

~1 \ ,

[T]es T (T(p)le

ca-d, ¢'(x) = 3+ 122% — 423. Cela est cohérent avec le calcul direct de la dérivée de q.



(d) En partant de la matrice [Tcg, qui est déja sous forme forme échelonnée, on remarque
qu’il y a 4 colonnes pivot, donc rg([T)cp) = 4. En utilisant le théoréme de rang :

dim Ker [T]¢s = (nombre de colonnes de [T)¢p) — rg([T]es) =5 —4 = 1.

De plus, xo est la seule variable libre du systéme et une base du Ker [T|cp est par

exemple :
—2

o O O =

Une base du noyau de [T)cs est donnée par le polynome p tel que [plec = (—2,1,0,0,0)7,
c’est a dire p(x) = =2(1 + x) + © = —2, ce qui est cohérent avec le résultat au point
(a), méme si la base n’est pas égale. La dimension du noyau de [T|cp est 1, comme la
dimension du noyau de T'.

Dans ce exercice, le controle est fait en regardant la correspondance entre les espaces
des polynomes et les espaces coordonnées, par exemple entre T' et [T)cs.



Exercices de révision

Exercice 6

Considérons le systeme linéaire

Ty + 31’2 - 5.733 = 4
r1 + 4xy — 8rz = 7
—3£L‘1 — 71‘2 + 91‘3 = —6.

i) Ecrire le systéme sous forme matricielle Ax = b.

Solution :
1 3 -5 1 4
1 4 -8 i) = 7
-3 =7 9 T3 —6

ii) Ecrire le systéeme comme une combinaison linéaire des colonnes de la matrice A.

Solution :
1 3 -5 4
T1 1 + 22 4 + T3 -8 = 7
-3 -7 9 —6

iii) Trouver la solution générale de ’équation Ax = b.

Solution : La matrice augmentée est

1 3 =5 4
1 4 -8 7|,
-3 =7 9 —6
et la forme échelonnée réduite est
1 0 4 -5
01 -3 3
00 0 O

La variable x5 est libre, on peut donc écrire :
s3=t,teR, sy =—5—4t, so =3+ 3t.

On en déduit l’ensemble des solutions :

-5 —4
3 |+t 3 |,teRr
0 1



Exercice 7

Calculer A(agvy + agvs), ou
a)

,a1:2,a2=3;
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Solution :

A(alvl -+ 042V2

= —170[2 =1.
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O
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—
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Solution :

N OO

)

(3)
(1))
s = (13)

Exercice 8

Les vecteurs suivants sont-ils linéairement indépendants ? Engendrent-ils R? (questions a)
et b)) ou R? (question c))?

1 1 0
a) vi=| 2 |, vo=] 0 |,vg=1[ 1
1 0 0

Solution : On cherche une combinaison linéaire des vecteurs telle que

1 1 0 0
T 2 + 29 0 + 3 1 = 0 s
1 0 0 0

ce qui conduil au systeme

Ty + X2 =0
2[E1 + r3 = 0
T =0

Ce systéme posséde une unique solution triviale x1 = xo = x3 = 0, donc les vecteurs
V1, Vo et v sont linéairement indépendants, et ils engendrent R3.

1 -1 1
b)Vlz 1 , Vo = —1 , V3 = 2
0 0 3

Solution : vi,vy et vz ne sont pas linéairement indépendants. En effet, vi = —vs.

Ainsi ces trois vecteurs n’engendrent pas R3.
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o (1) (1) (2)

Solution : vy, vy et vz ne sont pas linéairement indépendants, car ils sont de taille 2
strictement inférieure au nombre 3 de vecteurs. Cependant, ces vecteurs sont linéai-
rement indépendants deux d deuz, donc ils engendrent R2.

Remarque

On utilise :

=

Les colonnes de A engendrent R™.

Pour tout vecteur b € R™, l’équation Ax = b a une solution x € R™ (tout vecteur
b € R™ peut s’exprimer comme combinaison linéaire des colonnes de A).

La matrice augmentée n’a pas de ligne de la forme [ 0O --- 0 ¢ } avec ¢ non nul
(car le systéme est compatible); la forme échelonnée de A n'a pas de ligne nulle
[ 0 -+ 0 } (car Ax = b a une solution pour tout b € R™).

Chaque ligne a une position pivot.

Exercice 9

Décrire quelle est la forme échelonnée réduite dans les cas suivants :

a) A est une matrice 3 x 3 avec des colonnes linéairement indépendantes.

Solution : Comme les colonnes de A sont linéairement indépendantes, le systeme
homogéne Ax = 0 n’admet que la solution triviale. Ainsi la forme échelonnée réduite

O = O
_ o O

1
séerit | O
0

A est une matrice 4 x 2, A = [aj, as] et ap n’est pas un multiple de a;.

Solution : Si ay n’est pas un multiple de ay, alors il n’existe pas N € R tel que
as = May. Deux cas sont possibles.

St a; # 0, alors les deuz vecteurs ay,ay sont linéairement indépendants, et la forme

10
cchelonnée réduite est - 01
échelonnée réduite est - | o
00
Si ay est le vecteur nul, alors le vecteur ay est non nul (car non multiple de 0), et la
01
; T 00
forme échelonnée réduite est : 00
00



c) A est une matrice 4 x 3, A = [a;,as,a3]. Les vecteurs a; et as sont linéairement
indépendants, et ag n’est pas une combinaison linéaire de a; et as.

Solution : a; et ay sont linéairement indépendants, donc ils engendrent un espace de
dimension 2. Le vecteur ag n’est pas dans cet espace, car ce n’est pas une combinaison
linéaire de ay, ag. Par conséquent, les trois vecteurs ay,as, ag engendrent un espace
de dimension 3, ils sont linéairement indépendants.

1 00

D’ot la forme échelonnée réduite de A : 8
0

O O =
O = O

Exercice 10

Indiquer pour chaque énoncé s’il est vrai ou faux et justifier brievement votre réponse.

a) Les colonnes d'une matrice A sont linéairement indépendantes si 1’équation Ax = 0
admet la solution triviale.

b) Si A possede des colonnes linéairement dépendantes, alors ’équation Ax = 0 admet
une solution non triviale.

c¢) Les colonnes de toute matrice de taille 4 x 5 sont linéairement dépendantes.

d) Sile vecteur nul est I'un des vecteurs d'une famille (vy,va, ..., Vv,), alors ces vecteurs
sont linéairement indépendants.

Solution : Vrai : b) Ce systéme admet toujours 0 comme solution. S’il en existe une autre,
alors 'application linéaire associée a la matrice A n’est pas bijective puisque 0 admet deux
antécédents différents. Donc A n’est pas de rang mazimal et ses colonnes sont linéairement
dépendantes. c¢) Cing vecteurs dans R* sont toujours linéairement dépendants. Fauz : a)
Quelque soit A, la solution triviale est toujours une solution d un systéme du type Ax = 0.
d) Prenons v; = 0 pour tout 1 < j < p, on vérifie aisément que cette famille n’est pas
indépendante.

Exercice 11

Indiquer pour chaque énoncé s’il est vrai ou faux et justifier brievement votre réponse.

a) Deux vecteurs sont linéairement dépendants si et seulement s’ils se trouvent sur une
méme droite qui passe par 'origine.

b) Siun ensemble comporte moins de vecteurs que le nombre de composantes de ceux-ci,
alors il est linéairement indépendant.

¢) Une équation homogene est toujours compatible.

d) Si x est une solution non triviale de Ax = 0, alors aucune composante de x est nulle.

Solution : Vrai : a), ¢). Fauz : b), d).



Exercice 12

Indiquer pour chaque énoncé s’il est vrai ou faux et justifier brievement votre réponse.

a) Siune forme échelonnée d’une matrice augmentée possede [0 0 0 0 5] comme ligne, alors
le systeme est incompatible.

b) Il existe plusieurs formes échelonnées d’'une matrice augmentée.

¢) A chaque fois que I'on a une variable libre dans un systéme linéaire, le systéme possede
une infinité de solutions.

d) Une solution générale d'un systéme est une description explicite de toutes les solutions
du systeme.

Solution : Vrai : a), b), d). Fauz : c).
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Partiellement en classe

Exercice 13

Soit A une matrice m x n et T4: R™ — R™ l’application linéaire définie par = — Az.
Quelles affirmations sont toujours vraies ?

A. L’image de T4 est I'espace colonne de A.
B. L’image de T4 est 'espace de tous les b € R™ tels que Az = b est compatible.
C. Le noyeau de T}y est I'espace ligne de A.

D. Le noyeau de T4 est 'espace des solutions de I’équation Az = 0.

Solution : A. Vrai, B. Vrai, C. Faux, D. Vrai

Exercice 14

Soit A une matrice de taille m x n et soit 'application linéaire T4 : R” — R™ donnée par
T 4(x) = Ax. Remplacer le symbole 7=? par le bon opérateur logique =, <=,&, ou #

(a) T4 est injective 7=? A a une position pivot dans chaque colonne.
(b) T4 est surjective 7?=7 A a une position pivot dans chaque ligne.

Le montrer et préciser dans chaque cas quelle est la condition nécessaire entre m et n.
Solution : Il s’agit a chaque fois d’équivalences, ie., < (a)

T 4 injective < T a(x) =0 n'admet que la solution triviale
& Ax = 0 n‘admet que la solution triviale
& Ax =0 na pas de variable libre
< A a une position pivot dans chaque colonne.

(b) T4 surjective < Ta(x)=Db a une solution pour tout b € R™
< Ax = b a une solution pour tout b € R™
< Ax = b est compatible pour tout b € R™
< A a une position pivot dans chaque ligne.

Pour répondre a la deuxieme question, nous observons que pour la matrice A on a
nombre de positions pivot < min{m,n},

comme le nombre maximal de positions pivot est atteint si chaque élément diagonal a; de
la matrice A (de taille m x n) est une position pivot. Alors,

(a) on a déduit que T 4 est injective si et seulement si A a n positions pivot. Donc, il est
nécessaire que n < m.

(b) on a déduit que T 4 est surjective si et seulement si A a m positions pivot. Donc, il
est nécessaire que m < n.

On retrouve au passage que nécessairement n = m lorsque T 4 est bijective (cf. Ezercice

5).
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Exercice 15

Vrai ou faux?

A. Soit V un espace vectoriel de dimension 2022 et W un espace vectoriel de dimension
2021. Alors le noyau de toute transformation linéaire surjective T: V' — W est toujours
de dimension 1.

B. Soit T: RT — P4(R) une application linéaire injective. Alors T est surjective.

C. Soit V' un espace vectoriel de dimension n et B = (vy,...,v,) une base ordonnée de V.
Alors I'application des coordonnées [-]z: V' — R™ est une application linéaire bijective.

Solution : A. Vrai, B. Vrai, C. Vrai

Exercice 16

Soit T : R?® — R3 l'application linéaire donnée par

T 3%’1 + T3
To | = | 225 + 23
T3 T+ X9

Soient E la base canonique de R? et B une base de R?® donnée par

1\ /1\ /0
B={[1],l0],]o0
o/ \1/ \u

(a) Donner la matrice M qui représente T par rapport aux bases E (de départ) et B
(d’arrivée).

(b) Méme question pour les bases B (de départ) et E (d’arrivée).

(c) Méme question pour les bases B (de départ) et B (d’arrivée).

Solution : Deux versions : une sans utiliser la théorie sur le changement de base, et une
avec.

Sans utiliser la théorie sur le changement de base

(a) On note ey, ey, es3 les vecteurs de la base canonique E de R®. Par définition, la matrice
canonique de l'application T est

([Tle))ly [T(e2)lp [T(es)lp)-

On cherche
M = ([T(e))]s [T(e2)]p [T(es)]p)-
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On va donc chercher les vecteurs cordonnées de T(ey), T(eq) et T(e3) par rapport a
la base B. On note by, by, by les vecteurs de la base B. Commengons par T(e1). On

™
cherche l'unique vecteur v = | ro | tel que T(e1) = riby + roby + r3bg, i.e.
T3
1 10 3 0
100 |r=]0]|&er= 3 = [T(e1)]p. (1)
0 1 1 1 —2
De facon similaire, on obtient
2 1
[T(ex)lp=1| -2 |, [T(es)lp=1|0
3 0
Ainsi,
0 2 1
M = 3 =20
-2 3 0

(b) On procéde de maniére identique pour expliciter
3 41
M = ([T(b1)lp [T(b)lp [T(bs)lp)=| 2 1 1
210

Ici les 3 systemes a résoudre sont treés simples car ils font intervenir la matrice identité
(matrice dont les colonnes sont les vecteurs de la base canonique E ).

(¢) La matrice M recherchée est ici donnée par
M = ([T(b1)]z [T(bg)]z [T(bs)]s).
Les 3 systémes da résoudre font intervenir la méme matrice qu’en ([I)). On obtient
2 1 1
M=1 3 0
1 =20
En utilisant la théorie sur le changement de base

(a) On commence par prendre les vecteurs de la base de départ et a leur appliquer la trans-
formation T. On obtient

1 3 0 0 0 1
T|o|=[o]|, T[1]=]2]|, T|o]|=]1],
0 1 0 1 1 0



qui sont encore exprimés dans la base canonique E. Il faut maintenant calculer la ma-
trice de passage de la base E a la base B, notée Ppp (telle que [x]z = Ppp[x|z). On
sait, du cours, que cette matrice est linverse de la matrice de passage de la base B a
la base E, notée Pgg. Cette derniéere est donnée par

110
Pes=11 0 0},
01 1

i.e. ses colonnes sont les vecteurs de la base B, exprimés dans la base E. Pour calculer
son inverse, on peut utiliser la méthode vue en cours (avec l'identité da droite), ou
calculer directement son inverse en résolvant PEBPE?]% = I3, ot l'on pose

a b c
Pop=1|d e f
g h 1
On résout
110 a b c 1 00
10 0f|d e fl=1]101020
01 1/ \g h 1 0 0 1

Comme la matrice Pgg contient beaucoup de zéros, il sera plus simple de résoudre le
systeme d’équations obtenu que d’utiliser la méthode vue en cours. On obtient facilement
que ['inverse est

0 1 0
Pih=|1 =1 0|= P
1 1 1

On applique alors Ppp aux vecteurs obtenus précédemment (qui sont exprimés dans la
base E). La matrice M est

0 2 1
M = ([PpeT(e1)] [PpeT(e2)] [PpeT(es)))=|3 -2 0
-2 3 0
(b)
1 3 1 4 0 1
T(1]=1(2]|, T|O0|=1|1|, T|0|l=|1],
0 2 1 1 1 0
qui sont exprimés dans la base canonique E. La matrice M est
3 4 1
M=12 11
2 10

(¢c) On applique Ppp auzx vecteurs obtenus au point précédent et on obtient la matrice

2 1 1
M:([PBET<b1)] [PBET(bQ)] [PBET<b3)]): 1 32 8
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Exercice 17

Soient T : V' — W une application linéaire de V' = Py dans W = Py et B = (by, b, b3) =
(t* —t+ 1,2t +1,2t — 1) et C' = (1,t) bases de V et W.
Soit T' telle que
Tb)=2t—1, T(b)=2, T(bs)=2

Soit p(t) = t2, calculer T'(p) ainsi que [T'(p)]c.

Quelle est la marche a suivre?
Mettre dans l'ordre et éliminer les 2 intrus :

a. Mettre sous forme échelonnée la matrice augmentée (B|p).
b. Alors T'(p) = anT'(b1) + 2T '(b2) + a3T'(b2).

c. Calculer [p]p = (a1, a2, a3) (+— en colonne).

o,

. Compléter la base C' en une base de V.

e. Trouver les coordonnées de T'(p) par rapport a C'.

Solution :
i. caleuler [plp = (o, ag, a3) (<= en colonne)
it. alors T(p) = ayT(by) + aT'(be) + 3T (by)
it1. trouver les coordonné de T(p) par rapport a C

Rappel : ici,
a2
2 1 1 1
[ap + art + agt]lp = | 3a0 + a1 — 702
1 1 3
—300 + ya1 + 302

(To be continued)

Exercice 18

Soient C = (1,¢,1?) la base canonique de Py(R) et T': Po(R) — Po(R) l'application linéaire
définie par
T(a+bt+ct?) =a+b(t—1)+c(t —1)2

Alors, on a [T'(p)]e = M|p|c pour tout p € Py(R), ot
1

0 0 1 1 1
AAM=]|-110 CCM=(0 -1 -2
1 21 0 0 1

1 -1 1 1 -1 1

B M=10 1 =2 D. M = 1 2

0 0 1 0 0 1

Solution : Sans corrigé
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Exercice 19

Soit T: R® — R3 lapplication linéaire définie par

T 4ZL'3
T i) = 31’1 + 51‘2 — 21}3
xT3 xr1+ 29+ 433’3

1
Considérer la base ordonnée B = ( 1
0

1] 1
1, ,10] | de R3.
1 0

Alors la matrice M telle que [T'(v)|g = M[v]p est

4 6 6 6 2 1
A.M=1|[0 8 8 CM=]1]0 6 2
03 1 -2 -8 -3
6 0 —2 4 0 0
B. M= 6 —8 D. M=1]6 8 8
1 2 -3 6 2 1
Solution :

[T (v)|s signifie la transformation T appliquée a v écrite selon la base B. Pour trouver
la matrice associée a T, on commence par remplacer ['un des vecteurs de B dans T

1 4
T(U1) = 1 = 6
1 6

Le méme raisonnement s’applique pour la deuziéeme colonne

(i) - ()

Or ce vecteur doit aussi s’écrire selon la base B, soit
T(1)1>: 8 :2*b1+6*b2—8*b2
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Ainsi, la deuziéme colonne de M sera

La réponse est C.

Exercice 20

Soient T': R* — R? linéaire et les bases ordonnées B de R* et C de R? définies par

1 2 1 0 0

zo| | [ 221 — 31y o] |2] |1 o (1] T2
r T3 _[$3+$1+$4178_ 0o/’ 101(2]7 11 7C_<[2]7[1]>

Ty 0 0 0 2

Alors la matrice M telle que [T'(v)]e = M|v]p est

0 1 2/3 2/3 0 1 2/3 2/3
A M:<1 -2 —1/3 —1/3) < MZ(l -2 -1/3 —1/3)

(o2 73 2 (4 -4 =30
B'M_<2 -3 -8/3 —1) D'M_<2 12 3)

Solution :
[T (v)]e signifie la transformation T appliquée a v écrite selon la base C. En utilisant la
méme technique que [’exercice précédent, on commence par remplacer un des vecteurs de B

dans T

Or ce vecteur doit aussi s’écrire selon la base C, soit

T(v) = <l;l]> =0xb; +2xby

Ainsi, la premiére colonne de M sera

La réponse est donc B.
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Les exercices de type vrai ou faux proviennent du livre : D.C. Lay. Algébre linéaire : théorie,
ezxercices et applications. De Boeck, Bruxelles, 2005.
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