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Série 5 (Corrigé)

Objectifs de cette série‘

A la fin de cette série vous devriez étre capable de

1. vérifier ou construire des familles libres et/ou génératrices d'un espace
vectoriel ;

2. extraire une base d’une famille génératrice et compléter en un base un
famille libre d’un espace vectoriel ;

3. calculer le noyau et image d’une application linéaire.

| Nouveau vocabulaire dans cette série|

e base e noyau d’'une matrice
o dimension » image d'une matrice
. 7
Définitions :

Le noyau d’une matrice A de taille m x n, noté ker A, est le sous-espace vectoriel de
R"™ constitué des solution du systéme homogene Ax = 0.

Le rang d’une matrice est la dimensions de I’espace engendré par ses colonne : rg(A) =
dim Col(A)

Exercice 1

1 5 -3
Considérons les vecteurs a; = | —2 |,a,=| —13 |,et b= 8
3 -3 1

i) Est-il possible d’écrire b comme combinaison linéaire de a; et ay ?

Solution : Non. Considérons ’équation linéaire r1a; + x2a9 = b, d’inconnues x1, Ts.
Le systéme linéaire correspondant est

Ty + 5%2 = -3
—2x1 — 1329 8
3.1’1 — 3%2 =1

avec pour matrice augmentée

1 5 —3
-2 -13 8
3 =3 1



et pour forme échelonnée réduite

O O =
O = O
= o O

On peut voir que ce systeme ne possede pas de solution.

ii) Donner une interprétation géométrique du résultat.

Solution : Cela signifie que le vecteur b n’appartient pas au plan formé des vecteurs

r1ay + xoay, avec xy et xo réels.

Exercice 2

1 -3
Considérons les vecteurs a; = 0 |,a = 1 |,etb=
-2 8

Pour quelle(s) valeur(s) de «a le vecteur b est-il une combinaison linéaire de a; et as 7
Solution : Considérons le systéme linéaire x1a; + xoa9 = b. En coordonnées, on obtient

le systeme
T, —3r3 = «
Ty = -5
—2&31 —|—8Q32 = -3
avec la matrice augmentée
1 -3 «
0 1 -5
-2 8 -3

Apres des opérations élémentaires sur les lignes, on obtient :

1 0 -15+a
01 -5
0 0 742«

On voit que le systeme est compatible si et seulement si 7+ 2a =0, i.e. a = —

cas, la matrice ci-dessus est la forme échelonnée réduite.

7
5

Dans ce

(Remarque : Lorsque T+ 2a # 0, le systéme est incompatible, et la forme échelonnée réduite

est
1 0
01

0
ol. )
0 01

En résumé, le vecteur b est une combinaison linéaire de a; et ay si et seulement si . = —5.

Exercice 3

N~

Indiquer pour chaque énoncé s’il est vrai ou faux et justifier brievement votre réponse.

a) Les colonnes d'une matrice A sont linéairement indépendantes si 1’équation Ax = 0

admet la solution triviale.



b) Si A possede des colonnes linéairement dépendantes, alors 'équation Ax = 0 admet
une solution non triviale.

c) Les colonnes de toute matrice de taille 4 x 5 sont linéairement dépendantes.

d) Sile vecteur nul est I'un des vecteurs d'une famille (vq,vo,...,Vv,), alors ces vecteurs
sont linéairement indépendants.

Solution : Vrai : b) Ce systéme admet toujours 0 comme solution. S’il en existe une autre,
alors application linéaire associée a la matrice A n’est pas bijective puisque 0 admet deux
antécédents différents. Donc A n’est pas de rang mazimal et ses colonnes sont linéairement
dépendantes. c¢) Cing vecteurs dans R* sont toujours linéairement dépendants. Fauz : a)
Quelque soit A, la solution triviale est toujours une solution a un systéme du type Ax = 0.
d) Prenons v; = 0 pour tout 1 < j < p, on vérifie aisément que cette famille n’est pas
indépendante.

Exercice 4

Donner un exemple d’une famille des vecteurs de R3 qui
a) est linéairement indépendante, mais qui n’est pas une base.
b) engendre R?, mais qui n’est pas une base.

Solution : Soient {e,, ey, e3} les vecteurs de la base canonique de R3, c-da-d

1 0 0
e — 0 , €9 = 1 , €3 = 0
0 0 1

a) On peut prendre les deux premieres vecteur de la base canonique {ei,es}. Ils sont
linéairement indépendents, mais ils n'engendrent pas R® et ils ne forment donc pas
une base de R3.

b) On peut prendre les vecteurs suivants {e;, ey, €3, e; + ey }. Ils engendrent R?, mais ils
ne sont pas linéairement indépendents et ils ne forment donc pas une base de R3.

Exercice 5

(a) Quelle est la dimension du sous-espace vectoriel W de R? donné par W = Span{vy, vy, v3}

(T T

Solution : Deux. En effet, les vecteurs v, vy sont linéairement indépendants, donc la
dimension est au moins deux. Elle est inférieure ou égale a 2 car c’est un sous-espace

de R2.
(b) Trouver un sous-ensemble B de {vi, Vs, v3} tel que B soit une base de W.

Solution : B = {vy,v3} — c’est la base canonique de R*. (Note : {vy,vs} et {vi, vy}
sont aussi possibles).



(c¢) Agrandir 'ensemble {v; + vo} C W pour obtenir une base de W,

Solution : L'espace W est de dimension deuz, donc n’importe quel vecteur non coli-

Lo 2 )
néaire a vi+vy = < 9 > convient. Par exemple, on peut proposer la base {vi+vq, vy}

de W.

Exercice 6

Soit V=R et S = {(2,0,3,4),(0,1,1,-1),(3,1,0,2), (1,0, —4,—1)} C V. Trouver une
base de Vect(S) et compléter cette base en une base de V.

Solution : Notons v; = (2,0,3,4),vo = (0,1,1,—1),v3 = (3,1,0,2),v4 = (1,0, —4,—1).
On peut vérifier que v1+vy—vs+vy = 0 et que vy, v3, v4 Sont linéairement indépendants. Donc
{va,v3,v4} est une base de Vect(S). Enfin, on peut montrer que w = (1,0,0,0) ¢ Vect(S5),
donc {vy,v3,v4, w} est libre et de cardinal 4. C’est donc une base de V.



Pas fait en classe la semaine derniére

Si vous ne l'avez pas fais, résolvez ces exercices.

Exercice 7

Une base de Py(R) est donnée par
A {2, )
B. {1,t,¢3,...,t%}
C.{L, 1+t 1+¢t+3 .. 1+t+-+ 1t}

(plusieurs réponses correctes).
Solution : B et C.

Exercice 8

Soit
9 2 12
E = 9,101, 12 C R?
0 1 0
Alors
A. dim Vect(E) =3

(
B. dim Vect(E) =2
(

C. dim Vect

Solution : B.

Partiellement en classe

Exercice 9
L’assertion suivante est-elle correcte (justifier) ?

Tout ensemble de vecteurs {vy,...,v,} de R" est linéairement dépendant si p > n.
Solution :
L’assertion est correcte.

Théoréme : si un ensemble S = {vy,...,v,} contient plus de vecteurs que chaque vecteur
n’a de composantes, alors S est linéairement dépendant.

Justification : lorsque p = n, les vecteurs sont soit déja linéairement dépendants, soit
linéairement indépendants et ils engendrent alors R™. Ce dernier cas signifie que tout vecteur
(en particulier un nouveau vecteur que l'on ajoute a l’ensemble S) peut s’exprimer comme
combinaison linéaire des autres.



Exercice 10

1231
Soit A= 1 2 3 0 |. Trouver une base de Ker(A) et de Col(A).
1 2 31

Solution : On note A = (v1,Va, Vs, Vy), avec (V;) ;o4 colonnes de A. Les vecteurs vy et
v3 sont proportionnels a vi, donc ils sont superflus pour trouver une base de Col(A). Les
vecteurs vi, vy sont linéairement indépendants, ils constituent une base de Col(A).

1
L2
T3
Ly

L’espace Ker(A) est constitué des vecteurs x = tels que Ax =0. On a

Ax = T1V1 + ToVo + T3V3y + T4Vy = (.171 + 2[[‘2 + 31)33)V1 + T4Vy,

ainsi Ax = 0 ssixy = 0 et 11 = —2x9—3x3. Par conséquent, xo et x3 sont des variables libres
du systéme linéaire Ax = 0. On obtient une base de Ker(A) en choisissant successivement
ro=1,23=0, puis zo =0, z3=1:

—2 -3
1 0
0O '] 1
0 0
Deuxiéme version : On met la matrice A sous forme échéllonée :

12 3 1 1 230
{000 -1 |—=]10001
000 O 0000

xo et x3 sont des variables libres, [’ensemble des solution du probléme homogéne Ax = 0
est le noyau de A :

-2 -3
1 0
Ker(A) =<t o |7 1 .rteR
0 0
Une base de Ker(A) est donc
—2 -3
1 0
0 ’ 1
0 0

Une base de Col(A) est constitué par les colonnes pivots de A, i.e. les colonnes 1 et 4 :

1 1
1|,]o0
1 1



Exercice 11

exprimé dans la base canonique de R%. Trouver

(a) On considere le vecteur v = ( 5

2 1

Solution : Les coordonnées cherchées sont (c1,co) avec v = c1by + cobg -

2y (10 c1 - _
(3>—<2 1><62>,0ntr0uvecl—2,cz_ 1.

les coordonnées de v dans la base {by, by} de R? ot by = ( 1 ) et by = < 0 >

2
(b) Méme question pour v = | 3 | donné dans la base canonique de R? & exprimer dans
1
1 1 0
la base {by, by, b3} donnée par by =| 0 |,bo=|[ 1 |,b3={ 0
1 0 1
1 10 C1
Solution : Onrésout | 0 1 0 co | =vetonobtientcy =—1,c =3, c3=2.
1 01 C3

Exercice 12

Quelles sont les coordonnées de la matrice ( ) par rapport a la base ordonnée

0 0
B— 10 01 0 0 1 0 9
01/°’{\00/)’\1 0)’\0 —1
1 2
0 1
A. 0 C. 0
1 3
1 2
1 1
B. 0 D. 0
1 0

Exercice 13

Quelle est la dimension du sous-espace vectoriel de R* suivant ?

1 0 0 0
1 -1 2 0
W := Vect E 1 o P R
1 0 1 1

Al



Trouver aussi une base de W et la compléter.

Exercice 14

On considére Papplication T': Mayo(R) — R? définie par

T((i Z)) —(a+bc+d—a+1).

Alors,
A. T est linéaire,

B. T n’est pas linéaire.
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