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Série 6, Rendu en groupe (Corrigé)

Exercice 1

Soit P4 'espace vectoriel des polynomes réels de degré inférieur ou egale a 4 et P35 l'espace
vectoriel des polynomes réels de degré inférieur ou egale a 3. Soit 1" : P, — P53 'application
linéaire qui associe a chaque polynéme sa dérivé, c’est a dire T'(p) = p’ pour chaque p € P.

(a) Calculer le noyau de T et trouver sa dimension.

(b) Etant donné la base B = {1+x, 2z, x+22, 427, 2+12*} de Py et labase C = {1, z, 2%, 2°}
de P53 , calculer la matrice [T|¢g associé a T' par rapport aux bases B et C.

(c) Calculer la dérivée de q(x) = 1 + 3z + 42® — z* en utilisant la matrice [T]cs.

(d) Calculer une base et la dimension du noyau de la matrice [T]¢g. Quel est le rapport
avec le noyay de T'7?

Rappel : la dérivée de ayz® est apkz* ', k=1,2,....
Solution :

(a) Le noyau de la transformation T est l’ensemble des polyndomes de p dans Py tels que
T(p) = 0. Seulement les constants ont dervée nulle, donc. Ker(T) = {p(z) = a,,a¢ €

R}, dont une base est constitué du polynome constant p(x) = 1. On conclut aussi que
dim Ker(7T) = 1. .

(b) On peut écrire

[Tles = [[T(b1)]e, [T (b2)le, [T (a)le, [T'(ba)le, [T'(bs)]e]
|[Ue, [2le, [1 + 2ale, [1+ 327c, [1 + 42°]c|
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(c) Pour q(z) = 1+ 3x + 42® — 2*, il faut d’abord trouver ses coordonnées par rapport a
B : Les coefficients a; doivent satisfaire (14 z) + az(2x) + az(x + 2?) + ay(x + 23) +
as(z + 1) = q(x). Il faut que les coefficients de chaque monome soient égauz, ce qui
revient a résoudre le systeme linéaire dont la matrice augmentéee est
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Controle : 1(1+xz)—iz+0(z+2?)+4(z+2%) — (z+2?) = 1+ (1-14+4—1)z+4a’—z? = ¢

Les coefficients de sa dérivée ¢ peuvent étre calculée comme suit
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(Tles T (T(p)le

ca-d, ¢'(z) = 3+ 122% — 423. Cela est cohérent avec le calcul direct de la dérivée de q.

(d) En partant de la matrice [T|cg, qui est déja sous forme forme échelonnée, on remarque
qu’il y a 4 colonnes pivot, donc rg([T)cp) = 4. En utilisant le théoréme de rang :

dim Ker [T]¢s = (nombre de colonnes de [T¢p) — rg([T]es) =5 —4 = 1.

De plus, xo est la seule variable libre du systéme et une base du Ker [T|cp est par

exemple :
—2
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Une base du noyau de [T)cs est donnée par le polynome p tel que [plec = (—2,1,0,0,0)7T,
c’est a dire p(x) = =2(1 + x) + x = —2, ce qui est cohérent avec le résultat au point
(a), méme si la base n’est pas égale. La dimension du noyau de [T|cp est 1, comme la
dimension du noyau de T'.

Dans ce exercice, le controle est fait en regardant la correspondance entre les espaces
des polynomes et les espaces coordonnées, par exemple entre T' et [T)cs.



