Algebre linéaire Série 13
CGC, EL, MX 11 décembre 2025

En classe

1.  Utiliser la méthode de Gram-Schmidt pour obtenir une base orthogonale du sous-espace vectoriel
de R3 engendré par les vecteurs ¥, = (1,1,0), ¥, = (1,1,1), ¥; = (1,0,0).

2.  Donner une décomposition QR de la matrice

1 1
A=1|1 1

SO =

Indication: Utiliser I’exercice précédent.

3.  Considérer le systeme AX = b avec

1 -1 B 2
A=12 3 et b= -1
4 5 5

a) Construire le syst¢tme normal associé.

b) Trouver la solution £ au sens des moindres carrés de I’équation AX = b.

5 4 -9
4. Soit la matrice A= | —1 -3 11 | . L’algorithme de Gram-Schmidt appliqué aux colonnes
3 4 7
de A donne la base orthogonale
5] [-3] [-5 [ s] [—1] [-5]
[]<|-1],] of,| 8 ]S -1],]-2]|.| 5
|3 5 11 | 3] [ 1] | 10]
(357 [o 0 5] [—1] [-5]
(] of,[6].] o 1=t .| -2, 8
| 0 0 210 3] L 1] | 11
18
5. La projection orthogonale du vecteur | —4 | sur le sous-espace engendré par la premiere et la
-8

deuxieme colonne de la matrice A de la question précédente est le vecteur:

2 4 13 18
L] o )] L] 4 L]
1 0 3 —8
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La matrice A de I’exercice 4 posseéde une décomposition QR telle que

- AV =%

(r-

0

5
-6 [ JrR=| 0 6 -6

0

Soit U une matrice de taille nx p dont les colonnes sont orthonormées. Soit projy, la projection
orthogonale sur W = Col(U). Alors, pour tout vecteur X € R? et tout vecteur y € R”, on a

[ JuTui=x et UU'S=0 [ JuTuzx=% et UUTS=projy 5
\:lUTU)_c’:)_c’ et UUTy=y \:lUTU)_c’:projW)_c’ et UUTY=projy, ¥
Soient
1 -2 ) 12
A=|1 4 et b= | -13
1 -2 10

A

. . s A X N — 7
La solution au sens des moindres carrés £ = { L } du systeme AX = b est telle que
x
2

[]%=3 []%=-3 [ %=4 [ ]%=-4

Déterminer si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses et justifier votre réponse:

a) Soit A une matrice de taille mxn avec m > n et sans aucune ligne nulle. Alors I’ensemble de
toutes les lignes de A peut étre un ensemble orthogonal.

b) Si i et v sont deux vecteurs de R” tels que la distance entre i et v est égale a la distance entre i
et —v, alors i et V sont orthogonaux.

¢) Si U est une matrice de taille mxn dont les colonnes sont orthogonales, alors la projection
orthogonale de ¥ € R™ sur ColU est égale a UU5.
d) Si U, et U, sont deux matrices orthogonales de taille nxn, alors la matrice U, U, est aussi une

matrice orthogonale.

Déterminer si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses et justifier votre réponse:

a) Si ATA est une matrice inversible, alors A est une matrice inversible.
b) Si AX = b est un systéme inconsistant, alors ATAX = AT b est aussi inconsistant.

¢) Si le systeme homogene AX = 0 admet uniquement la solution triviale, alors le syst¢tme AX = b
possede une unique solution au sens des moindres carrés.

d) Si A est une matrice de taille mxn et ¥ € Nul(ATA), alors AX € Nul(AT).
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A domicile

11.  Soit U une matrice orthogonale de taille nxn.
a) Montrer que (UX)- (Uy) =Xy pour tout X,y € R".
b) Montrer que || UX|| = ||X|| pour tout X € R”.
12. Montrer que les matrices associées aux applications linéaires de I’exercice 10 de la série 4 sont des
matrices orthogonales.
13.  Utiliser la méthode de Gram-Schmidt pour obtenir une base orthogonale du sous-espace vectoriel
W = Vect{(2,1,-2),(2,1,1),(—1,-1,1) }.
14. Donner une décomposition QR de la matrice
2 2 -1
A= 1 I —1
-2 1 1
Indication: Utiliser I’exercice précédent.
15.  Donner une décomposition QR de la matrice
1 -2 -1
12 0 1
A= 2 -4 2
4 0 O
16.  Soit A une matrice de taille mxn.
a) Montrer que Nul(ATA) = Nul(A).
b) Utiliser la partie a) pour montrer que rang(ATA) = rang(A).
17.  Considérer le systeme AX = b avec
2 0 -1 0
| =2 2 2 |6
A= 1 0 et b= 0
0 1 -1 6
a) Construire le syst¢tme normal associé.
b) Trouver la solution £ au sens des moindres carrés de 1’équation AX = b.
¢) Trouver I’erreur correspondante.
Réponses:
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