6. Orthogonalité et méthode des moindres carrés

6.4 Troduit scalatre, lonoutnr ef orthogonalite.

Rappel. St A est ume matrice o bailly wixn,
¢ B est e matnice di taille wxp

alors AB est e matnce do tailly wix o

Sovent pmoainkemant 'lz)V&ﬂZ,W deuwx vectewrs cima,(cpr\c‘uu.

Vl
VZ\ est une materen de toille v |

Y,

_——
Comme. V=

alocs qune = uy - ) est e matries de ol Ixmn,
le pro duif motreiel 7T est une matrien de foille noxn
& le produit mataieel TV est unr matrien de doille 121
owkremud dit . nowbore el
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MH'»\}L{on. Sorend, W ek v odonx vecteurs de,fzh' Le nombre reel
- = — |
WevV= W V
est appeli predutt calsire (cuclidien.) de & 7.
O Lo ol aunssi <’UT,7>.

Uy Vi
Si. TA-":‘[X f’/t— -\T‘Li/xqa.(-orf M o

14Y

vV,

n,
Vi 0=*

V=0 = Loy u%]&

Remggw, Il est Yoss.'L(c do ottg:{h'.r d ot reg rmdM;H‘ scaloires
sur IL“ wmeows (.q_ rmo(ul;‘!' Sca,(ai(\e e,u»o(idie,w e;(' (Q Yu-( a\wl jerey
troile damse o cowrs.

Thsrene . Sotent TTWERY  4eR . On o
1. WV =Vl (Oomm'}‘a'l‘iv(“e/)

BT =TV ATV (icbubinde)
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,-‘

<{
1

Wy + WV + e b U Ve,

.—-‘

(e
s
P
<} <)
>3
1
)
)

Vil + Vo Wk o F VI

<)
|
sl <) €l

i
<
-,—

g

V=0TV =0T =0 (@)

?QW CVOIr Ll SDWmmL y\M,llL) |" ’Lau,:l‘ ﬁ\u, J'\a\'ﬂb\b {EPW. 50”— MI(:
%§=O et fout ‘) Aui('re,M a(,df'/ u:)=0 Fow‘ 1"bui"() ]

ConSequunce .

— — — —> | _ — = - > > —>
w-(o(‘v|+o(zvz+--- +o(PvP)~ o) WeV + a3 «p U Vo
:D{Em'o“, Soit welR". L NOTL (emclio(/.'emm) ow (,on31w,«r‘

dn vecdzmr i est (& nombee
IR=\V T | 20

Romarqua . Pour des C&u«Lf ﬂufm'gw,s, on uhilise pldst oo
_Y_UY‘W\M,LL l “ =QJ

?thel"e- d uf‘:R fk%eﬂi)q(nm
o = [alIEN
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'Dﬁ:v[,iv\ﬂ’fon. OK dik E‘MIM vectemur T:G”ln CS{‘ uﬂ+aim (ow um"le/)
si Iwll=AL.

(RU\A,LL\"O\'\AL. St W et wn vedewr won wal, alere o veclenr

R SNV
IwH Wl

est um vedttur wnitoire.

Dijintion - Soiend T, 7ERT. On dipin (o dishonce. entre @ o 7 par
Jist (% ,7) =1 w71

Geﬂmej'r‘iqmwm"‘: —- =
— w—V
V
% W

D[[:fm’]r{oh, Deux veclewrs ek ¥ sont or\ngowx (entre ew() Si

WV =0
M&gu- COMML ‘O-?V}= 0 Powr ]"ovd' VG/RYIL (v Vec)lew _5>~e1'3‘
orﬁ\n‘aom( 2 tout vectewr do R™.

)
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‘I'Morém, d.:., ?H’H\aﬁ'or‘c,- Sofem(~ TZ,'v’eIRv'. Dv\ e {%an(ﬂmd_:
T d 7 ik odlagman < 1T Mol N (e oW v i

Trewve .

1%+ 9@V + 171"

- —  — z -
dod: B-v=0 < I\ = IR+ 1717 =

Digivton. Sot S um sous- ensemble de R™.

Si ZeR" est orflogomal & tows lf vechous Ve J, alors
on b que x est OH‘L@XOW&L PAND

L'ensemble ole fous les vecleurs Of‘qu\.osohmx A S est
appeld complimnd orthogonal de §, wotd S*

(se Gt = orH»ogomL”) :

St={Re R Z-V=0 gow fouk VeS|
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Exemples .

n-2:5i S={[E1Y, alers guﬂ
L 2 —~ -

§h={[5)eR ax ety -0}

n=3: 3. Sf“gw, alors
SL={[§]EI\Z3'. avx+53+ c =O}

(_/ﬁ
ooP
L/

AN

Troposition. §i S est um, sous-ensumble de RY; 2lors ST est
wn sow-espace vedoriel do R™.

Yreuve .

Ono DeS* car 07 =0 pour fout V€S

Corend "f,'ge S‘L &

A voir : 534-?6 ST ek ATe St

Tar hmmﬂ?ue&e: E3

%V
'ug’ V=0 pour fouk 7ES
= eV

=0 fpowr fouk VﬁS

—

+ 3,?— O+0=0 = 1?+E>€SL

oy (aT)e T
Xryl
2)e v =5 7)=%0=0 = \xeS* H

(
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Kemargue .
Lo propssition. précddunte wous dit que mitng 51 S n et pas wan.
sous-espace vectoriel , son. cm»\f(-e/r\u nt Wﬂ\zﬁoho\,{r St en est lMN(
Proposition - Seit W um sous —espact vecforie] do R™ On &,
WaW"= {G]

Premve,

Comme W et W"‘ cont oo sour—esf)acu vechore(s e 72"’/
s contiownant lo vectomr zéro 0. Far cpnfe'ngf  BeWaw™
Soit TeWaw ™ Comme TeW o TeW: o e 2.z =0,

Ao =8 et le seul lément de WaWr={0] &

(Pr‘OPOSI:{'I.OW, Tovemt 71/?/:1"'7.\7; k. vedtenrs 1Mdcmf\qb£€ de RN,
S’r'n, 5=WT;,T/:_} e,t W=V€o{\‘8) a(ors on o :
W_L___ S.L

Audrement dit,
TeW: < T ash oer%OML 2 A S’théML de gf/m:u{wn* odo W
Tremve,
On va meobrer Whe ST o Sha W, diow, Udalite”
W2Shsi ;Z’ewl, alors 2. w=0 pour fout we W

dlof V=0 powr tout jefl,.. k]

adremond ik, Xe ST
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SJ‘C-W‘L: St ?ZE,S'L, olors 3(.*'?;"—'0 Pour fout 36 )Ll)n.}]e_\
Comme W=VeddW, Vot foud veclour WeW slkarit:
W= A+ oo bl
On e donc
;)_C,POW"'- _'Zo(o(ﬁ:—l— *“xk_v;,)
= o () F o+ & (. 9,)

“X0t..+e,0 =0

Proposition . Jeit W um souW —5pace vedorie] do R™, v &
We (W)™

Premve,
SOH— W'e'\l\/ wm VQ.OLQMF C‘ML[C.OV\%ML;
Comme W esh w{’l«,otjo'w&( a toul vedour de V\/'L, nowg

avons we (W'L)'L. [

Remacgua . Nous allons montrer plias o~ c\u'%\ a en {_gd' e’gau’cef :
w =W

Chapitre 6 - p8



Théoreme . Soit A e mabrey de foille v x . Alory s o
(Lgn(A))_L= Nl (X)) < R

/?rﬁwvf’.,
TeNlA) < AX=0

Gy o or Ry :)‘c‘ _ °
| : : A
a 1-~-a1 w Lo 0

o Xq 4— o K _ 0
(= |
0, I+ - T, 0

<= = QS{' ovf'l«p\')ovxal o chegue Lusvu, de A
D Te (L%VLCA))
3'o% 11aalitd’ (Lyn (A= Nul (A) .

Corsllaire . Soit A wne watnce de taille v x 1. Aborg om o
(Col (M) =Nl (A7) <

Tresve. Le Hntordnt prdediant appliqni 3. b msbrico AT mous downe
(Lgn(AT ))-L= Nul (A7)

Comme LSW(AT)=QOU.A-) hows avond (o veFultat m
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MéHode powc ddderminee W'

Sot We IR fous —efpace vechwrel di dimpmsion 0< e <1, .

L Trouver wne base {1, ,, W, § do W

2. Consbruire o matnee A detoille kox it dont (s lignes
sk (o5 vedewrs W, -, Wy
Por eonstrachion | |lan(A)=W
Comme 4 W, e W,V est bbre , o o mm\.j(/\)"=l<.

3. Resoudre o wysleme howogine AXC=0 pour trouver

Wh=Nul (A)

Le thiortme diw omg nouns downe  dim(W)=n—L_ .

EXemEle,

2 - 3
Soik cheot{ﬁ, ,—1;;} avec V;“*[:%], & Wﬁl"d.
:De/{-crnuv\er WJ—

Nous aAvoOnhs§ VvV o]ue powr fv~0uver wne Ba&e, J.L \I«/ on FCui"c,ovts‘]‘mdrC e

mafrice A donk las st 1,7,V Audiremand dils, [ W= Lan(A)

g

! 189 3
A:&Z3 S’k\&—IgZ] T;L \:013 IS]N['}D%,]N[IO]]:R
32 AL W32 1 tz };3’1 0 -2 26 o1l o000
2-—b -

1

l

Ainst, dueW=2 et {hl, k est ume base de W.

X N . lx 2=0 & §x=—z
svy{eme_ l\omt)evw_ esSocae ¢ { 3+%Qo

soludion gdnermle [;ﬂ%tﬂ] Javec telR = WJ'=Vecfu—1“

1
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(.2. Entenlles ortho QONEINK.
Dévinitton. Un ensemble 1T, @, .., 0% | d veckurs dn R™
est apy-dutf ensenble wﬂw?)okal si log vechemrs 'CQ)(T,Z,__.,QL
sont O‘Y“lLL\pBoham.x doux o domx :

Wye Wy =0 pour fouk gleld, e fels e 44
Examples,
L Lenseable {[3],[2]] st orthngonal cor 2342300020

{

2. LU'ensnble {[%1 ’ [—z]) E est o,.HM%w\&L o

A

L1+2(2)+31=0, 1042:043.0=0 o {0=2-0+1-0=0
3.5 £={%, . & est b bage canominL, do R"
dors fout sous—ensemble do € est O(‘Hmoaoku(«.

Theoreme, . St T.Z,,._-,E;L} est um %S%ID‘-L ortho Soka.[ Ao

vedeurt now nili ) alors [T, TG | est un ensemble
line aicemamt thW.

Comsbquamen ST, o T { est um ensemble ortho gonal
do. vedteurs now nuls
de Ved {@,..., 47 }.

—l

, Qlory )l—‘fn--.,u,mll &t une bate
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Tremve .

Sotb o\ Wy + o, Ty +oot L Ly =0

A voir: =0 &,=0,. ., 0,=0.

On o Told,Wr o, Tk v 2 T )= T 0 =0

don o G- T )+ 2T @)+ 4 (Wi )= 0

Comme 1), W T et wn ensendle orfhogonal | on @ Te@=0
poor hout jele, b, o qui mpliue

xl(a‘\.-a)\).:o
Comma —lf\ est My\,ml) ow e ’tﬁ-ﬂ?)O Qt o(r—'o.
Un caleud &nalogut 1ous donre ,=0,... =0 m

De’E iniHon. otk W soud —es pace vedotel de /Qn ol dimengion O<lesh.
On dit qua l'ensenkle {20,071 et wnn base ofhosonale de W

St if,,___,'a';j est une base de ‘A/ 6]w' est un emsml,(a Or'f'l\ojoo\a,(_.

Exemple.
Le. base C&MMTNL da [Kn' ed’ wne !oa,\\‘e ov“ﬁ\.psona.(.a, de (P\n.
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Le thiotme sutvand wous dit que lorsqu'on dispose ol'ume base.
orflogonale de W, & alel des wordonnies dlin vechour weW
doms catty, bose est Fres Simple -

Thisciwe. Sotb W, sou—espace veerel de R™ de dimengion Ocksn,

Soit 110, -, W.F unt bage odogonele de W Al touf €liment
weW shont do manicre UMGAL :

T o Wl Wz

__>- ° { . 2. ° h——)

W = —_ 5 M“ +- —».__’ U‘L +~..+ — 5 ‘Q
Wy, W ln W,

?f‘euwe_ .

Sot WeW. Comma {ﬁ)\,m, TI;} est une base de W on o

—_—

W= o, R W b b, T (elrwre wnique)

don. Wei=(o0, & + &, W koo v, W o

u’l
— = —_—r —_—> — 5=
= o(lu.\'(.k,\ L") LL,L'U.“ it 0<l‘_(b»<°kb‘
(]
=O —
. N —> —n =
A’lV\,S\,) -\_N,'U'"= D{lul-w\
W0,
ce elM nwouS donng : o<.1=.a» —

1t W,

Ov\, trouve 0(17._ _/o{h_ de M&nie\,t\e ou\aib%ug_ 2n CA,(QAI@VL{T

W * \.L& ) avec 3'& ILZ).-.}tL} [ |
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Exemple
Les ve cherors T'—'[‘ ] of TI; [_.41] S'oh,{' o‘rH\DSDWMX & nom, .

AlnSt G= {%\,uq_ est uae bote 07-1%301«@(1/ clq, 121.
5
Soli' W’2 {3] NOULS GVOWS ¢

We Wely 7oy Welke 7
W, W, w,
_ 51431 S48 =
12412 ¥ 2+ 1) Uz
“w.. -4 - _ 7 —
='z."*'\+2“z _¥Wt— Uz
— ¥
= (W, M
C&LUA e‘u*o\v‘v\.a,\‘\S;
— _[4«\5 ! 45} N[AO\'—'\‘
W= U, o Uy, <)y g 0-2l4 o tl-2

Dépnutton. ln ensemble {I”E;,-..,T\L& & veckonrs do R™
est e.ﬂwuf ensenble ovthonormel i
- {T:\,ile _-,’u,:_} e/St un {MS’WLLL Ol"’HNOD‘DML

- Lﬂ-& VCC/{'%PJ' 1, Uaz; -, bt S’cm" wimre,s

[ili=1, pour jelt,... b}

Exenples.
|, Lemsemble {[ ],[?ZH orthonormeal .
2. L'ensumble {[ L[:ﬂ } orthonermel .

3.3 €={€—,,..., eny est @ bage c:amowlc\ubtﬂt R
a(‘sbv*s \Louj‘ sou§—emSemble do & 68{' or*“mmorm.ai.
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Remargus..

Par cmsbruchion, si 4%, W { €5t un ensemble orthonormal,
obors les vecreurs W,,..., Uy, St non nuls et de e poit,
1%, T ) est toujour lineaicehant tndapendank .

Por mws{iw«} s A, ,QJ est um engemble oﬁknmrwat)
alors AW, w1 @t une base do Veck {i,...,ix, }.

Dépiniion. Soit W um, sout—espace vechorielde R™ oo dimengion 0desh,
On dit que l'ensemdle 120, ] et wne bese orfhonormale

(ow base ortionormee ) de W si {?,,___,Tfni et ume bate de W
qui & e ensemble orthomormal .

Exenple

Le. base comomiqua do IR et wne base orthonsrmale oo R

KW\.&Q\'\/&_,
N {W,,..-;V—VZ_} eit unt base orthogonale do W alors ) engemble

N

— — — W; :
{“n---/‘&k_}: ow L,L;‘=ﬁ7—“ pour J=l,--.,k) est ung bafe
orthonormale do W.
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Thisrtwe. Sotk Wi, soul —es pa ce vcb{'bm'f,( o ”2“ ole dimengon D<’€§h.
Soit {'L_(,’”.N] II;} e 1061,&(’, Ovrﬁwv\,ormalb o(e, W A{D(\' 'fDmf e/lfmf

We\/\/ S"e,’cn'l‘ de manicre MIAQ_

we W W+ TN+ @ m)U,

.3 Projechion orﬂ\ogo'v\c.k&

Sob TeR" un veclewr non nul {.ixe/.

On imernit dorire un vecheur arbitraire §€MR" comnt o Somme

d'un waltiple de R e d'un vechewr orﬁmaona( W
5"’ Ao +Z avee z.0=0 ¢ AeR

Géomcfh\'othw\,wi‘ :

W,
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Comme. "Z’=75—9\’uf
ous RVONS ﬁ-?='@°(5’—9\fﬁ)
o=@
01\9‘\\& '>\=_Lﬁ —
W *w
Aivm'7 o veckeur Selﬁ ot ¢leermre
— TZ'» —> —
= —<ut
J 3z =

'D-e‘;{wi{‘fon, Seit Eﬁm“ wa veckeur non nul
La, projection. arthogonale, de ’56 R" sur Welect{T@7,
nolee 'Pro\'\WTJ o ?ro\'\_;.g; Jest b veclewr

— * 2, ——b
T’“’OW}) Proji: 2

UL,

Conmme par construction (o vedmm \3 [)fod 2

est OV"HI\AOSO'\A.R-\ a W , WS GV On.S Tewt et noug Fouvons

'ZXPY'I;W\U’ Lﬂ— Ve,d~eu/r‘ 2 comme e yomme 5{ umvecl&/\r'

dams W ek d'wn veckeur dams WE:

-—Pmd 21—2

Tew eyt
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Soit TeR" um vedhaur non nul ef W=Vect{@}
OK, ‘wnd' vw:vd‘re,r “lu_ |1appliccdl‘l'0‘v\. Ti ﬂzn-—"" IRV\’ o(.t‘,fjm:e, P

T(7) = proi . 7 =

sl
<\

—
w

s.L
€l

est Unddire (voir exerdice 15 sdne 12). Elle est ap;»c{z:e,
la. projeckion ortheyonele, sur Welect{n].

Comme T(V)=0 <= 27 =0 <= vew:

nous avons Ker(T)=W"

Comme. T(7) et wn mulbiple de T pour foud 75 P
mous avons [m (T) = W

L'MS saietivite” do Ymo!m'{’ madn'eiel nows perwet d'derire

‘)\/ =Ub( —EC(UC-VF(ZC-V)E, carw vel,
h»;l(:.vuxvx reel
Minst
’ K-V — | LT
T(V) ?""D_>V=-—->’> Ub_‘:.__;,.»(l/b%)\/
Ww*w

,Pcw cm\sljuzw{‘ LL matn’ L WMG\M &srouec
l Q,Pf(/. Uj‘low (J\IV\QO\A!\Q, T“ VYOO-“: 65"{- :
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Seit mainkenant W C_.RW Um SOUS eSpace vedkorie| de dimemsion 'Q}Q

. . . . . — L
Ov\, mmmé eaire um ve,d-eMr a,rbl{‘mne, 36& Cowmmnme ey Sommae

d'un vedomr 3ew of dun vecdhewr T W

—»—A+—’
N

G@_omc,’mqu\,e/vxi‘

Vv

Thioeme do (o Fm\]’ec’tim or‘H«ojona(b

Sot W um Sous ~ eSpace vedhoriel de R" oo dimension k>0,

Tous vedewn AJGTK“ séent de manire prigng SOUS o porme
/g + 7 ow vew el ZeW

De plus, i {'ufl,--.,uvd st wne Lage orfhoyomale de W, aloce

nous avons umt Lormule expliante pour el enler Ag,:

N LR o, Gl T
/ﬂ=',j—|‘_4_tlk1+\%"uz+. 4 e 0 ()
Wt Wy Ue W W,

Le VCO*Leu,(" % c,sk‘ a.PP,o_[_e’ (o Prode,d‘\'ov» OV‘H/\pjoth, (J.Lge [PW
sur Woef en e wote 'Pm(\wx(f
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Reuve .
?a.r c,onS']'ﬁmj‘l'ov\_ ) (o veéeur % a_ryar'l‘{ovd' et W car il J’é/or-;"f'

Comme. combingison lintadre des veckenes {T},.-.ﬂ;}.

A voir: %”;ﬁ%-% c \N’L

I M done wmontrer —f‘-\ta=o ) pour ﬁ'e{,i)._.lla}

On oo
—_ —> —> N — . - n —
z.\k1=(6’_/\6).\k‘4=6.\&'4—%. \L'ﬁ
i [ LI SN A el ).
= — (=l SR SRS
6 " ( I.—a”l ‘_\-U"z'—a)'zuZ ML_'E‘)L- 'Q) (“1
___»,»__3-13, (-».- _/‘; c U (> s - _ »VCC ("’ -
AR ‘%‘G’z(muﬁ_,“‘) W, h)
=»./>_,->/>_O =0 =© =©
GG

%’o'\Za=O | pour 55{2)._.}1}
Il hous yeste & nwonfrer Qe |'¢eriture est W v
SU«PPOS':M.S' quu'e'v\ o wae aubre /cnmph'%k:
6”—— &4-2 ovve.c,,\a'?\FW ek ZeW'L

On o demc ,\?74-'2"—_644-'21

N — —>
d'en y-y,=Z,—%
< — o - —
ew e wt
N —> —
A'msl') e vectenr TZ=®—®4=Z,—Z GW(\W'L
N —> N
don umicite”. . h=n =0 Y=
©=0 < 2%_; &= 2%
Z,—-Z=0 Z= m
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Corollsire . §¢ W est un sous-espace vectorrel de R alors
WH=w
Trowe. Nous avans defa maontie We ( )+,
Il vecre 2 menbrer (W)= W.

So{(" dowe 7 el )J-c. R

Lc thioeme oo (o ?ro‘jec,ﬁwv ow‘lfwjmlz, nous donne
=g-l- , Gvec %E‘WQ}

Cemmz_ el 6( )L,MUJ oyond «2=0

dow. Q=7 =(g+ ) =g. +2.2 =0+

hnsi 2.2 =0 o ‘—'6,u.a\wl x'w\‘)(io\w, =ge\/\/ |
ngqws.

— Lumiate Ao G o(.L’cou«Pos»"Hmv =,8 + ywewlre. qlu. (s
Qmje,olww YYDSW no o(l_'lwwa(, que dw Sows—especo vechrie( w
el non yas A Lq&e (OrH\ﬂsomLe,) de W C/l'\bisf{,.

— S ﬁ\f\/) alo s pm\]w =

Coci houg donne un crilere prahighe powr cracteirer apparte nance

d'wv\, veckewr @t gm}-ejpa_cz_ vec,'{‘on'et.
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DepiniH ..

Sek W um Sous~ eSpace vecheel de B™ oo dimangion >0,
Soit 56”{ wn ve clour eluqlcor\_%w.

On déj,n‘mil' (oo dichamce enfre 5 et W, nohée. d«)s{‘(fzf, W), par:

dist (5, W)= 1y = ym‘,wﬁou -1=1

¢/>

?“’W()

Set W um Sous ~ eSpace vechoel de B" oo dimension le>0
On pod wondrer que 'applicakton T K7 — Y dpnie par
T = proj,, v
est Uindaire . Elle est appa(l»e, (o Frodwl“mm o&b\pe\:)cmte, sur W.

Comme. T(V)=0 <= "—“L L 4.+ L2 =0

W, “‘ Yo Wl
<= \/ UL,-=O FomY‘ q‘ou,’f ‘)e{{‘_,)‘v\&

<= VewL
nows avons Ker(T) =W
D'anke part, Im (M= W,
Comme (W) =k, e HifoRme dun SO donne Jim(WL)an-k
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?lm‘ cohs+ﬁ~d7 m,\,)

-—dD

- S veW, aloes Profy V= V. hinst U et un vectewr poopre
de ?m&,‘/ do valuar Propre asnude h=1.

~ Si VEWL,&(OPS Tm\iw7=6>. Ainsi V est un yveclewr propre
de ?“&v«/ do valuar Propre aspade L =0

Soit 15, L, | e bese de W (pas gorcimunt ovthogonale)

eb soit 17, Vi) ww base do W (g forcimnk ovthasonale.)

Lonsawble B=1T T Vi, v Y et une bage de R™

ef lo matrce de T=le}'w par pport & lo. base B esf diagonale

AR=]-\\‘4OO ]}kg,o{s
T L0 g }wﬂlz;;ofs

Thdpeeme. Si {Il,w,ﬁ"kﬁ erf wne base ofhonomale de W, alocy

proju o = (2 @) U A (G- T Wt 4 (T ) W

De plus, st b est le mataer di fadlle nxle swivente:

U=lw @, -, ]

alorg nows avons

Pojy I =(UUT)E | pour foud e R

Aw{'w&‘ O(A.J?) LO.. M,aﬁi“d(z, A=UMT f’.S" (,(L MH'CL WW
assouude o la Ywa'ech'bv\ orthe Sov\aiz, swr W
T= ?m\\w RW—JEW
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Treouve.  Le thtortme do (o projecion orfivegmeale, wous dif que
Jouk veckeur %e”&“’ seort o memiere LIS
T&"=6+’é’, SN ﬁ=pw6wﬁofe\4\/ e Zewh

De plus, comme U0, ent une base orfhwmonmae de W,
nous trouvons:

ﬁﬂ”’dwr&’*(ﬁ“mﬁ‘ +(5'-az)a*z+._.+(g.m)ﬁ.a
Comme =L 0 - T Vb Woleek [T, T meus awons

W= CollW).

Per owsegunt),

W= (ol = Nl (WT)

Comme Se\l\J=CoL(Uv),ew o
a"" u,f 'Powr wn CLY‘EV\, 5’56121?'
Comme: Z WS Nl (U7) o WE =0
i 1'..4>= AN A ——’)__: i ’T__,___ 7—\ =*
AIV\S U«& lk(0+z UU‘I'U.Z M(WL)+O
=)=
Comme g b olownes do U {LorW\M\.l’ wn emSemble orthonormal, )

o UTUL——-I,{ 2 qui nou§ donne
/b= T—
W

\
d o

Proju = = Uz = WUTy) =)y _
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Thivreme .
Soit || wnn wmatmce do taille mox

W=[& © --- -(Z:L} , avec UC’JC R™ pour %ufd'e{l,..-)hﬁ
Les 1. colonnes d'ume matr'ee U de taslle mxon. sonT orthonermaees
si e sedemnd si UTU=T

Lo woknee lMLT esf‘ il m«f”n’a OCL TLM'[Q mxwm, et est

stou,f’.é e (y.,P(‘bd'e,d‘-'ovx, Orﬁmﬁbm(a, swr lz so MJ‘-Q.KP«Q,

veckoriel W= Vecﬁ‘f.ﬁ’,,ﬁ} =R™

T"\Q/,OFEW\L .
Sot U ume mp:l‘h“q da {“le mx dont (ef CD(DP\MI sont orﬂ\ohorw’e.r,
Si ) a,LQPS :

Lou =1l

2. (U)-(Uy)=

3. M) (U)=0 si et senloment si -a=0.

Trewve . Voie Exercice N, seie 13 -
Consequmce .

L,appwu\ffek a'M/c&'/‘e T —— ﬂzWL ol.e:]:,in&e, por T( y=U

COnfer e [ey {,OV\Su,eu(‘S ef ]’Dr'fkpgomu{f/.
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M ofrices oﬂ"twﬁ OM(Q..S
D&:.E:f niton -

Seit A wng matnee cwvcé e +a,4'lle, nxn.

On dit que A est unme wodrice ov‘{'kngom(o, su A est invvergible et

A= AT

Comme AT A= Im, les olonnes do A sonf orfhonormie( ofF Slo-rw\z/v\l’

wnt, base O’Y'H\DM(‘W\A/(L de ZR,A De E)(MS, Lormme AATT- I

LAV

les colonmes de A (c-z-d. Les bones do A) sont anssi
mﬂonorm(f:( el form‘f wre aunfre bese orfkn*vw\m(z ol ZQMJ

MPEM O(L (o Wbe,l'“ULY‘C, appﬁ)x{ma:l‘;’w\.

Sett W n SW.S—&SFKCQ Vﬁd‘bn'{,l de )E“%k,{g’eﬂz‘% On a:

{ 75’— Pm\ngt I < “?—Wll
ponr toul T\IDGW, _\775 Prodw—gi.

—>

T

L

le vectewr Pmdwjti est D‘PP‘Q’(‘L/ mu{(uvrc &PF{‘OX{M‘{T‘OI'\/
(e\mdm‘h'a\\u.,) de A_af par b C’CL,M 0(4, W
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Preuve. .

Comme ? Pmdw%e\/\/
ef W— Pm\)w\j’éw powr ’(‘oui WGV\/

nows Pomvov\s ecHre

.—b

v =y~ P"’OW‘} Cprajyy o = )
eb o thisreme do Pnfkarbore, nows denne

“?—Wll = l? Pmdwtj, Il + ll Prodwtj/——;“
> [La Prodwtj/ll >0 si W#‘V"Jw‘}
le:m “’?—Wll > lta Prodwtj,“ four'(‘oui WGW,W%Pmdwtj/. ]

Nows venons do voir que ?ro\ngt ow se ol caloy %mdkmeﬂf:
i l'o dispose. dlume base orthagonale do /-

Question. Comment trouver wne fell Easc?

Réponie -

G4 Le procide’ d'ortlogonalisation de Grawm- Schmidk,
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Considdrons um premier extmple (brés simple) -

les veckemrs 'a’c’l=[n of i’;[‘z] ne pont pad N ‘
orthogonaux car il‘-i;‘ \+2=3+0. :
Soit W= Ve_ct{ ],acz (i W=R%) 55
On qose 7=%=[4) & W =Veck 7] I

V

WA A DY v R

Le vec,{mw v, = I, ] sl‘ o’Y{'l\.D%o‘r\&(. a.v V;.
o \/Z-v,-=—H—'( =0. a —

Tar wwﬁimjc {T/T,VZS°{[441)[_H& est une bage O/‘ngm(e, de W,

AN

e

Si low, pose == 5] o

N o T T [
¢ Ty, 7= (-3l =R )-8 0]
o ot . dod
coar U U==242=0. - '

Tar cowe’ziuu\k { , &“-{ , Il est une antre Lage
owﬁwﬁov\a,(.@ de W.

L' dans (quw‘l on chownit (s vecleurs est
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Procdde Jlorf'l«oxomlisd‘im\, Ao Bram—Schmidt |
L. On se donne une base {ﬁ)z,)ﬁ} b W.
Z, O‘V\, pose ‘\7{=£ f’f on V\,o‘tu Wf\/ec/{'{{/:} (= Vec’r{i:})

3, On ealenle proéwtv'c'; & - pméw\o'c:

4. On pose V== ), % (on un mulbiple do covecheur
de yorte que v, ait log compomml&r enfieret).
et on note W,=Vect {77 % (= Ved {%,,5})

tar costrudhion, 72 =0 of 17,72} et ume base

Of{“wsmkz do W, .

3.0 erlale pm(')w’: o X — o), X

6. 0w pose V= V“’dw L low wv»?r-w\Al'l“lp(.Q, de ¢ vecteur
de gorte qnl 7, ait des mmpomde{ enfieres).
e om wote W= \/eaﬂv?,‘;,vg (- Vet {2, % 2}
tr coustruchion, VeV, =0 o 7,. 7, =0 ot 17,7}
est une bare ov{“'\aﬁmtz do W

T On continue de (@ sorte JM"\ w o derwicre e]nfe
Ow, pose V|L=°‘1: ?md W,‘_?C'”— (0w wn MM1+’P(.L de co vectewr
de sorte quL VL aif des composantes enfieres).
L ensemble {T/T,,V;_} est wne bage OTHwSOM‘L Ao W,
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M N ) 0]
s I T z| |
. = - = 1
ok = ol =]t G )

1 1 z

Truwver et base orthogonsle. do W= Veck %, 2,57

4
- 1 —_ —_
Ow pose v{-_—q’c’fkg ef W =Vect{ | [= Vect{%,})
1
—_— —
O =—-l-\-Z+O'\'0+i _,__2_,_——)_i—>
On ealunle ?rodw‘%z—vl.w Vi rtrortt V\ T3V =7V,
-1 4 “3/z -3
O 2 U N W I T O
& o) =) LT Z ST R TR
1 1 2 A
3
—D —_ . >
On fose Vz=2:("xz,’?mdwtxz)= _Z] et W vec,t)LV, )VL}
‘
On verigie: T/:-\’/;=—3+3%—0—l+'l=0
«.3 \/ —> f"v—;-—)
On ealaule Pmdw%S v WA e
OF14+-04+142 O+r3+2-142 o _ — [~
Ty O LH) Yy 9+ 9+ 44+ 141 Vo= Vitg Ve

(6] 4 -3 -/ -1
1 q _L 3 _ _?;L(. =4 "g
b x proy % 'l ol 7% Z = & |TE| S
2 1 A 3/L|. 3
-1
0 < 2
wf—'b&e, V3=4( 3——Pmdwzvc3)= ?
3
Ow véigie: T,V = -A-3+0%+43=0 of ¥+ =3-3+4-|+3=0
IElE
'Pax (ﬂns{’%weﬂt {\2‘) ) Z) : 21' %E’,Sf UMLBAJC, oTH\pSOMLQ,dLW.
1 _
1 A 3
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Facdrorisation, QR

Théeemae . Sait A ume matnee do faille »oxn dont b colonnes
sord lindairemant indiptndanfes (clest-2- dice felle o rang(Al=n)
Aors lo madnce A TwAl’ teerire sowl o porme

A=Qk,
o O est wma mabee de Faille mix i dowt s colonnes forment
wne loase drthowormele do. Gol(A)

of W est wne MA{‘n'u_ aQ ?Loj/ (e, LR yL +n'amsu(m'rt Su.pf?c'wrt
mversible = Coﬁ,gficiemf.f dragonanr. strctement pos z'h‘?c 5.

Comme par hypothise rang(Al=1, les 1 wolonnes de A pormont
wnebate 12, R de Gl(A).

le procidd i’orﬂn‘?onalésah)m de, Grom-—Schwmidt nouy {.oum,if‘
une bose orthogendle 17, W) do Col(A)

V) — V-u - _\7_';4.
Yar u«,suiww’r/ les vecheurs Q,= I, Ug = W o ) Y~ v

Wmmk ume bose orthonormale do Col (F).

Ow gose |Q=[, @ - il

Conmt par tmstruchon QO =T, wows avous:
Q'A=QTER)=(" QR =K

don [R=Q A
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Exemple..

meer umid _{_a,d”bbfsod"l'on @R 0(6 A—_

NDuS AVvon s 'fmu,vef ‘i"“’*

4

{—-» — ﬁ}_ L]
VioVe V3 1= ?
1

est ne. base orH\,osomLL do COL(M

lli/";lli-= l+1+0+ ¥ = 4
IV, I= 9494441+ 1= 2
UV 5= 1 30t & 43 = 24

CS{' wne l)a-dc oT‘H\pmma.le

= {ﬁn%ﬁzlﬁ{

do Col(A).
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Remargue .

Tout comme (o J{ad‘oﬁsxl't'ow LU, (o fAcJLom'Jad‘/bn AR, est tres
ubile dans o refolidion numeriue de systomes AZ=T,

o A est une matnee do tlle mxn avec mmn grands .

La {-ac}‘on'm,{‘fow (QQ est aunsst w{‘iUJ»eE pour v ca.(om( deg

valemny ]')ro‘)nes de (@ molnce carree A .

6.5 Lo mihode des marmdres cames.
Motivation .

ﬁ A

Considirons trots points du, plan: 3T e

(,0),@2,1),(3,3) , 1
011 coMS‘]‘th w'ils a,(i M&'{

g ) 4 {

Question - ‘
Quelle st Jequation de b droite du plan V2 s &
(z plus "PV‘OCJ\L“ Ao cas yoiyd‘s 7
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ok Y=zt t [onofion chevehie ) o =, sowt & defermanec,
On aswmorant que s trois Poi»dr donng§ soiewt sur oo drotbe
(t,,y,]=(1,0): (0=, +1

(bpy)=2,0:  {t=x+2

(t3,33)=(3,3)= L d=x +3 . i
Egquation mak~eielly asssade: A7 =L o A:[4 Z}d‘ U=K4J

4y 3 3
wwi‘m'a, MDMQ,NLC,E :

ok [1 1 o} o}
|~ o1 |1 ]| ~ A
3 t:"z‘l-;ﬂ 0 2 |3])Lka,

L qui LomEirhe Gue s a;oiyd“: re sont pos aligneT.

A
O

1 |
1 2
1 3

Considirens meinferant o cas génciul:

Soit A uwne watnee detwille mxn od Te R™.

NDIAS &von§ Vi gque LLSG\FLEW\Q, AEZ=": \oom?o(e des solutions
si of semovent s & Col(A).

Si m>n, alors il est port probable qua ctla. namve pas.
En prabique , on S'inléresse & des sifuabions od s

(m beancoup plus gramd que ).

En JJar‘{’l'CM{A.'cf‘) si alors AX =L e potsede
pas de solukon !
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On prend | o= proj L

Géomcfh\'qw/w\,e/vxi‘ :

ek

/ am/
Col (A)

Comme P msl‘mch’owﬂ;e(:ok(ﬁe), 3 JJS{‘Q\W, A">Z =t> est
Oovusfsrow{' E,(‘ {[ ou'd-e. o motng i, ’D?,émn '{‘d (iu.e,

AZ L

D\?/E)'m‘.‘l‘fnn.
Soitt A ume matnee dotuille wmxn o BeR™
On dit ‘i‘“ %e@n es(‘ wne sOﬁmﬁ'e«m om feng o&( MToindres c,av‘rc/s

de Iéquabion, AX=L i

[T = AZUSTT-ATN gour bod 7R

Lo distamce |5 — A%l est appelle evceur do /&mefm#\'on.
Remargue .

Si Telollh) alors el nest nen d'autre qune Jsoluhron.
de 1'equation AX= iy

Si LA dors 2eR™ n'est pas une soludion, de AT=1L.
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Queshion . Comment diferming T’J\(J?

Par construckion, © — b e (Gl =Nul (A7),

e anséqued N(T-0)=T <« AC=AC
Comme 2R et el Gue A2 =0 nows avous dove:

BA)2 = AT

’D{/p'nd“f .
Soit A wne wmatnee de tfwille mxn of G R™
le s‘jd%me WAL = AT est apfzd[ Syd?‘e\wm normal,

->

a3s0LL. an ssﬁéw_ Ax=0

KR@M,Q,&\AL.
StaelR " est ume sobidtow au sens der moindres camres do A= 5,

dors £ et une solukiow, de Sasjrémc normal (NAJSZ =N b assoce’,

Thipreme .

L'ensenble des solubions au, sens dos momdre( carres do 'equatvon,
AC=1" et Gal & l'ensemble (on-vide) dos solutions dec

sxds+€w~e_ normal (ATA)SC=AT L associe’,
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?(‘CMV-Q .

T veste 3 mantrer que §i 22" st wne solidion do (ATAZ=AT

alos % est une solutrow an sems oles moindres cames de AT =

)

—

Siomn o ATAZ =AT ) alorg Ar(A‘.)/c‘,— )=O o
Tar Cmsdipand, L — A% e Nl (AT) = (Col )=
Comme -(C-A%)+ Az

€Col(A)
Vvnicile do b, &'mposz%’m or(/kpjouw(e, pous ot que
~ _ ~
AL = P ©
aufrermunt it % et wne soldow aw sems dles roindres camres

o AC= L. o
Exwpb_.

A
Soent A:[;' %} Qi‘

Trowver unal Solufiom aw jent ded moindes camel d gy;fc‘w, Ax=

14
42}:[3 G’]
Jla 3 6 14

& ATT=1 4 4] [

S

v o ATA=

(\)_S
A

K
L1

mat~eo Mam}ée_ QLS DU, snﬂéw, wormad £

\3& 4] ~_ |3 6 ﬂ,\J [3 o —S]Nla 0_5/3]
el )y, 2l 213 Je~3,lo 213 o 4 (3%
ldton - e\ <] =%
e [ 1-[ %)
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R@Mﬂ%.
Lo matniee A of @ veden— L dao

['ex M(L sonk R550Cies Quw Pmb(a\,m de
cechardhe. de Lo doite o ()lus QPY‘OOL\D:,
des f).o{v\-tf (1,0),(z,1),(3,3). Ainsi)

R A T
est lo. drotfe G plus prochd’ des
Poiy\‘\‘: (1,0), 2,0}, (’5,3% app.o,l.t/:c,

droite. de re%vexsim Lneaire su

deote. dos nwindes camres .

De mowere eéndrale, L droite de rc,/gve,sricm Ui ntoure,
powr s poinks

($,,4.), (ayu,), o, (B ) e R
ped Stre trounee 3 laide do (o Solubvin, au sons olos momdreg

—_ o

carres du systeine AX=1L i

It y
A{‘. %XeMNZ(m o E’{QL}&PQ

LI In
Si %‘-)};ﬂ est (& Sbwv.ﬁf\w aw seng olos hAor'Aol/tj cm‘r‘eff )
alors l'efciuﬁd‘fom do G doite do rcicsycssz'om lindoire est:

A N
?/)=It\-\—:r,zt
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Exemple .

—N

Su‘\k A=

A —_

-

y o <
1

1 2

O constake o\\:dL (o SJJQW, Ax = n'a pas do &a(h‘(‘fok.

Trouver unL So(AAJl?,Zyw aw yeny ded rmoindref carres du 5(7¢fc‘m Ax=

Conshuomco .

Le. droite
A&=é\9+";f°=5+% "
est Lo droite. di régression, linsaire

pour s goints
(-2,4) (-44),10,5),(1,5),(2,%)
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Thaorome . Soit A ume mat~ce di taille mox
Les aHi cmabions  suivantes fonk e’olu.i\/mlux{‘es :

1. AX=L admel une unique solution aw fens des moindres carres
pour tout

L. Les tolonnes di A sont linehirement ;‘n&?@«d&n{ts

3. TMS(A)-’

4. rang(ATA) =

5. la metree ATA est inversible

L -
Dams e cas, la solution auw tens des moindres carred secr

2 =(ATAY'AT

?@Ww-(‘olu .

Towr w»(infr*er l'é'wiva(mcc enfre 3 et 4 on f‘mf ubilise

St A est ume matrice dy taille mox ) alors rang (ATA)-—-rmﬁ(A)
(voir exercice b, séne 13).

Thoréma -

Sok A wne matnce dotaille mx dont les colonnes sonb

[ neaire mank indépendantes .

Soitt A=QR une fadorisabton QR da A Le solution

o yens dof noindres camrer de Ax=1 est ma\u o s eert.

L-RQT
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Premve .
Comme (o5 tolownss do A sont Uindowre mond inddpendantes,
(o soldiow aw sens dos mwindres carres est Uil :

T =(ATAY'AT
Var L,{jpoﬂik, A PU’J— t'eevrire souwf (o Jorme A =QR,
o6, O o5t wme wabriee de faille mxn Tl que Q'Q=1,
et R estume mabnica de faille nxn tiamgulaire supenenre mversible.
Ona A=RTAT of ATA-RTQT)@QR)=R'@@R=K'R
don (ATAT'AT = (R RTE =R (R RE-R7'Q"
o [Z=R7QT m

Ca(&/\,( aiferhmt(; D(L [ﬂv Pm‘j\efc‘t;o"\ OV‘-{-I/\-O@OV\—Q,(L-

Nous @vons atoijwi @f_?deoL(A)
Comme. el est lel e Ai< L ) ponr Truver o
proded—l'avv Or'(‘L\,OBOV\&,LL do_ sur COC(A) il J‘M/j-!'(_'
di. Trouver ume 3°(‘-']\0’\~',>\<«c14~ SUJ{‘éM hormal. CA\TA)é'Z___.AT
ef (o mantipliec  par A .

Pl o =X
P\M)XQ{’ l‘vdl Ao omsfnnr‘e une base OV“Hvojou&(e, Py ({&Ja(b elvu
?Pocz:ob,/ ot'o%gom(ﬂm:f'fm\, de. Graw— Schomdlb .

(\/oir‘ QxXerccy, X) sene 44).
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pr»?lz(me,wf: (lors pmarwwtwdb)

Thbreme.

Sodk W um Sous ~ eSphce vechoel de V" do dimemsion k=0,

Soit XW“.-.,WJ wne boase ﬂuz,lu)kollﬁb o W (pm fvr‘oew

o*%o%oml(,). Seit A o maree de faille nxle suivante.
A (7 -]

aors lo metrce Maqwmml" assocude o UQ-PP(A'C&:'"I'OP\_

L«,m_/a,me, T= yro\\\l\/ — est
Ar=AATAY'AT

Prewve.

Comms 1W,,— W1 et tne base do W e A=[w, W, W, ),
rous avons W= Coll).

Per onsequant, Wo=(ClA) = Nl (A7)

Le tortme du o dieomgoritron, spechrale nous dif que foud

vecheur §'oerik d.o., MG TE, l,wntiv—L

=4+, o feW o Te Wt
CQW\MLSQ\I\]=CQL(A))0W o %-=Af , GVeC &’eﬁk
COWLW-L %be\f\)'L——‘Nl&l(AT) )  a Atéb——- 6
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Alnsi A" =AT(A5+ )=ATA3+AT =ATA= +0
don AT -ATAT
Comme NA et ume metrce carcee oQ#w'/(L /<></<
<o YW\S(ATA)——-YY}WS(,A) (voir exercice 6, e 13)
lo. matace ATA st inversible Wm\j(ATA)=lQ,
Mous avoms donc = =ATA) AT | dlonk

proju = = A

= ACATAY'AT
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