Sous-espace vectoriel engendré par un ensemble de vecteurs

Soit V' un espace vectoriel. Soient U, et U, deux vecteurs de V. Lensemble
W={0eV:0=0a0,+a,0,, avec a,, a, € R}
formé de toutes les combinaisons linéaires de U, et U, est un sous-espace vectoriel de V.
En effet, nous commencons par remarquer que 0 €V est dans W car 0= 0v, + 07,
Soient v = a,U; + @, U, et w = [,U, + [,U, deux éléments de W. Nous avons :
v+w = (alvl + azvg) + (,5101 + ,6202) = (al + ,Bl)vl + (a2 + ,62)02 eW
AT = Ma Oy + ayUy) = (Aa, )0y + (Lo, )T, e W
Définition. Soit V un espace vectoriel. Soient v,7,,...,U, € V.

L'ensemble formé de toutes les combinaisons linéaires de v,,U,,...,U, est un sous-espace

vectoriel de V' appelé sous-espace vectoriel engendré par v,,v,,...,U, , noté Vect{f)l, e Bn}.

Définition. Soit W un sous-espace vectoriel de V et soient w,,w0,,...,w »EW.

Lensemble {i0,,...,w,} est appelé un sysieme de générateurs de W si tout vecteur de W

peut s’écrire comme une combinaison linéaire des vecteurs w,,w,,...,w,, autrement dit, si

W =Vect{y,...,10,}.

p7

Remarque. Si @ est une combinaison linéaire de @ et 7, alors Vect{u,v,w} = Vect{u,v



Exemples

1. Soit V =R3. Considérons les vecteurs

1 0 0
0 0 1
Les éléments de Vect{z?l, 172} sont de la forme
1 0 ] [ a, ]
@ U+ ayUg=a |0 +ay| 1| =|a,|, avec o, , € R.
0 0 0

Ainsi,
Vect{v,U,} = {(x,y,2) € R3: z= 0}.

D’autre part, comme

1 0 0 @y
U+ agUgt+azg=a |0 [+ay[ 1| +as|0]=]ay], avec o, a,, 0, € R,
0 0 1 g

nous avons

Par conséquent, 'ensemble {171,172,63} est un systéme de générateurs de R3.



2. Soit V =, . Considérons les polynomes
p1(x)=1, Dpo(x) =x, p3(x):x2, avec x € R.
Les éléments de Vect{p,,p,} sont de la forme
a1 p1(x)+ aspolx) = ay + ayx, avec a,, € R,
Ainsi,
Vect{p,po} =B .
Par conséquent, I'ensemble {p,p,} est un systéme de générateurs de P,.

D’autre part, comme
2
@ p1(x)+ aopo(x) + asps(x) = @ + Agx + agx”, avec o, x,, 0, € R,
nous avons

Vect{p1,pg,ps} =Dy.
Par conséquent, 'ensemble {p,p,,p5} est un systéme de générateurs de P,.



4.2. Bases et dimension

Définition. Soit V un espace vectoriel. Soient b 1,52,...,5n des vecteurs de V.

L'ensemble de vecteurs B = {l; 1> l;z, cevs b n} est une base de V si et seulement si

1. Pensemble B = {I; 1 I;Q, e l;n} est linéairement indépendant,

2. l'ensemble B = {I; y 52, . En} est un systéme de générateurs de V :

V =Vect B =VeCt{51,52,---’Bn}‘

Exemples
1. Soit V =R3. 1 0 0
Les vecteurs ¢, = [0 |, é,=| 1| et €5=[ 0 | sont linéairement indépendants.
0 0 1
De plus, comme
a, 1 0 0
a, | =a;| 0| +ay|1|+az| 0| =a,€;+ay€é,+ageé;, pour tout a,,a,,a;€R,
aq 0 0 1

les vecteurs €, €, et €; engendrent V = R3.

Par conséquent, ils forment une base de R?, appelée base canonigue, notée & :
E=1éy,¢e,,¢e5} ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}.



2. Soit V =R". Les vecteurs

1 (0 0

0 1 0
ol . o o
€1 = » €9 = y ooy € =

0 0 0

0 0 1

sont linéairement indépendants et engendrent V = R™. Par conséquent, ils forment une

base de R, appelée base canonique, notée £ :
E=1{€,89,...,€,}
3. Soit A = [ a, d, -+ a, ] une matrice carrée de taille nxn.
En vertu du théoréme de caractérisation des matrices inversibles, nous avons :

{d,, d,,...,d,} est une base de R* <= A estinversible.



4. Soit V =, I'espace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal a 2.

Nous avons vu que les polynomes

p{x)=1, pyx)=x et pgyx)= x2, avec x € R,
sont linéairement indépendants. De plus, comme tout élément de I, s’écrit
p(x)=a+bx+cx? = apq(x)+bpy(x)+cps(x), avec a,b,ce R,

les polynémes p,, p, et p; forment une base de I, , appelée base canonique.

Remarque : Nous allons noter cette base & = {1,x,x*} plutdt que £ ={p,p,,p3}-
5. Soit V =P l’espace vectoriel des polynémes de degré inférieur ou égal a n.

Comme les polynémes

pP1(x)=1, py(x) =x, pglx) = x2 yeees Do) = x 1 , Py1(X) = x™, avec x€R,
sont linéairement indépendants et tout polynéme s’écrit

n—1

p(x):a0+a1x+a2x2+...+an_1x +a,x", avec a,,a{,Qg,...,a, €R,

I'ensemble £ = {1,x,x2, ...,x"} est une base de IP,, appelée base canonique.



6. Soit V = M, ,(R) 'espace vectoriel des matrices de taille 2x2. Comme les matrices

1 0 0 1 0 0 0 0
0 0} 0 0} 1 0/ 0 1
sont linéairement indépendantes et toute matrice de taille 2x2 peut s’écrire sous la
forme
a b =a 10 01 +c 00 +d 00 , avec a,b,c,d eR,
c d 0 0 0 0 1 0 01
I’ensemble
oo 1 0 0 1 0 0 0 0
“lloofl’|loo|’[1 0|01

est une base de V = M,, ,(R), appelée base canonique.



Théoreme (de la base extraite). Soit V un espace vectoriel.
Soit S ={¥,,0,,...,U,} un ensemble de vecteurs de V et soit W = Vect{v;,,,...,U,} le sous-
espace vectoriel de V engendré par S.
a) Sil’'un des vecteurs de S est une combinaison linéaire des autres vecteurs de S alors ces
derniers engendrent encore W.
b) Si W # {0}, alors il existe un sous-ensemble de S qui est une base de W. Autrement dit,
il est possible d’extraire de 'ensemble S une base de W.
Preuve.
a) Supposons que U, s’écrit comme combinaison linéaire de v,,0,,...,U, ; (si ce n’est pas
le cas, il suffit de rénuméroter les vecteurs) :
U, = 01 +agUg+...+ Q) 10, 4
Soit maintenant w un vecteur quelconque de W. Comme S engendre W nous avons :
W= B0, +Polg+...+ P _1U,_1+B,U,
= 101+ Bolg+ ...+ By 10, 1+ B, (2101 + aglg+...+a, 10, {)
= (B +Bra1) U1+ (Be + Brag) Vg +...+ (Bp_y + Bras_1) Uy
ce qui montre que {U;,0,,...,U, ,} engendre encore W.
b) Si § est linéairement indépendant, alors S est une base. Sinon 'un des vecteurs de S
est une combinaison linéaire des autres et par a), on peut ’enlever. On continue de la

sorte jusqu’a ce que ’ensemble de vecteurs restant soit linéairement indépendant. |



Théoreme 1. Soit V un espace vectoriel et soit B = {l; Lreees b .} une base de V.

Si m > n, alors tout ensemble de vecteurs de V formé de m vecteurs est forcément

linéairement dépendant.

Preuve. Soit {17)1, cees LT)m}, avec m > n, un ensemble de vecteurs de V. Il faut montrer que
possede une solution non triviale (a,a,,...,a,,) #(0,0,...,0).

Comme B = {I; 1,52,...,5n} est une base de V, tout vecteur de V peut s’écrire comme une

combinaison linéaire de b,,b,,...,b, . En particulier

\ wm:a

En remplacant dans (%) nous trouvons :

— — —

I
ol

ou de maniere équivalente

)b, +...+ (@@, +agay, +...+a,a,,)b, =0.

(@1a; +aga9; +...+aa,.q



— —

Comme B = {I;l,l;z,...,l;n} est une base de V, les vecteurs bl,bQ,...,I; sont linéairement

n

indépendants et par conséquent, tous les coefficients de cette équation sont nuls :

(ajaq; +aga9; +...+aa,, )by +...+ (ayaq, + ayay, +...+a,a,,,)b, =0.

=0 =0
Nous trouvons ainsi un systeme de n équations homogénes a m inconnues (a,a, ...,a

m)
a0, +tay09+...+a, ja, =0
a, =0

Comme par hypothese m > n, le systeme possede des solutions non triviales, ce qui entraine

la dépendance linéaire des vecteurs w,,w,,...,Ww ]

-
Corollaire. Soit V un espace vectoriel.

Toutes les bases de V contiennent le méme nombre de vecteurs.
Preuve. Soient {51,52,...,5n} et {0,,W,,...,W,,} deux bases de V.

Comme {bl, ...,b n} est une base et par définition les vecteurs w,...,w,, sont linéairement

m

indépendants, le Théoréme 1 nous donne m < n.
En échangeant les roles de {51,52,...,5n} et {0, W,,...,W,,} nous obtenons n < m.

Par conséquent, m =n. |



Définition. Soit V un espace vectoriel.

La dimension de V est le nombre de vecteurs d'une base de V. Elle est notée dim(V).

Remarque. Comme {0} est un ensemble linéairement dépendant, 'espace vectoriel {0}

ne peut pas avoir de base et nous posons
dim ({0}) =
Exemples

1. dim(R3) =3 car £={¢,,&,,¢,} ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} est une base de R®.

2 dlm(R”) =n car £ =1{¢€,,&,,...,&,} est une base de R".

3. dim(P,) =3 car € = {1,x,x?} est une base de P,.

4. m( P,)=n+1 car £={1,x,x%,...,x"} est une base de P, .
5. dim(Mjy4o(R)) =4 car

10
0 0

0 1
0 0

0 0
1 0

0 0
0 1

a

est une base de M 2,2(R)°
6. dim(Mm,n(R)) =

|



Théoreme 2. Soit V un espace vectoriel de dimension n > 0.

a) Tout ensemble de n vecteurs linéairement indépendants engendre V.

b) Tout systéeme de générateurs de V formé de n vecteurs est linéairement indépendant.

Conséquence. Sila dimension n >0 de I'espace vectoriel V' est connue, pour obtenir une
base de V il suffit de trouver :

 soit n vecteurs linéairement indépendants de V,

» soit un systeme de générateurs de V formé de n vecteurs.

Application:
Montrer que B = {(1,2,3), (-2,1,0), (1,0,0)} est une base de R3.
Comme dim(R3) = 3, il suffit de montrer que les trois vecteurs (1,2,3), (-2,1,0) et (1,0,0)

sont linéairement indépendants :

1 —2 1 0 a; —2a9 + a3 =0 a, =0
a;|2]|+ay| 1]+a3|/0]=1]0 — 2, + ay =0 <= a, =0
3 0 0 0 3a =0 as =0

Ainsi, les vecteurs donnés forment bien une base de R3.



Proposition. Soit V un espace vectoriel de dimension n > 0.
a) Si m <n, alors un ensemble formé de m vecteurs de V n’engendre pas V.

b) Si m < n, alors un ensemble formé de m vecteurs linéairement indépendants de V peut
étre complété pour former une base de V.

Proposition. Soit V un espace vectoriel de dimension n > 0.
Soit W un sous-espace vectoriel de V. Nous avons :

a) dimW <dimV.
b) Si dimW =dimV alors W=V.

Preuve.

Soit {&0,W,,...,W,,} une base de W.

a) Comme par définition les vecteurs w,,...,w,, sont linéairement indépendants, alors le
Théoréme 1 implique m < dimV .

b) Si m = dimV, alors par le Théoreme 2a) les m vecteurs w,,...,w,, engendrent V et
forment une base de V. Ainsi W=V |



Vecteur de coordonnées par rapport a une base

Théoreme 3. Soit V un espace vectoriel de dimension n > 0.

Soit B=1{b,,...,b,} une base de V. Alors tout vecteur ¥ de V §écrit de manié¢re unique
comme combinaison linéaire de b,,...,b, :
v=a,by+tasby+...+a,b,, avec a,...,a, € R,

Preuve. Soient v =a b, +...+a,b, et v=0,b,+...+,b, deux écritures de v. Nous avons

-

0=(a;— by +(ay—Py)by+...+(a, —B,)b, .

Comme les vecteurs b,,...,b, sont linéairement indépendants, nous trouvons
a;-p;=0, pour j=1,2,....n < a;=p;, pour j=1,2,...,n. o
Définition. Les nombres «o,...,a, € R sont appelés coordonnées de v dans la base I5.

Remarque. Il suit du Théoreme 3 que pour tout choix d’'une base B de V, nous pouvons

associer le vecteur v € V au vecteur (a,a,,...,a,) € R", appelé vecteur des coordonnées de v
dans la base 5, noté [U]B . a,
U=a.by+abo+...+a,b, €V = Glz=] “|€eR
a, |

Attention: L'ordre des vecteurs de la base est important.



Exemples

1. Trouver les coordonnées de ¥ =(2,4) € R? par rapport a :

a) la base canonique & ={(1,0),(0,1)} :

U= 2 =2 1 +4 0 = U] = 2 e R?
4 0 1 4
b) la base B={(1,1),(1,-1)} :
Nous cherchons «, € R tels que
5 2 _. 1 +p 1 _ a+p
4 1 -1 a-—
Nous devons résoudre le systéeme
a+pf=2 a= 3
—
a—-pf=4 p=-1
Nous avons donc
L] 2 1 1 . 3 9
= =3 +(-1 = eR
0=, ) ( )[ 9 ] — U] 5 i




2. Soit V=P, et £= {1,x,x%} la base canonique de V = I, . Nous avons :

2
px)=2-3x+7x*ecP, <=  [p|g=|-3|€eR®
7
En prenant la base B = {x2,x,1} nous trouvons :
7
px)=2-3x+7x*eP, <=  |[p|]g=|-3|eR®
2

3. Soit V =M, ;(R) et £ la base canonique de V = M,, ;(R). Nous avons :

4
45 6 )
=17 g o € My 3(R) — Al = eR
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