Les propositions suivantes sont une conséquence directe de la définition d’espace vectoriel :

Proposition. Soit V un espace vectoriel. Soient @, v, WeV.

a) Si u+w=v+w alors u =U (simplification a droite).

b) Si w+u=w+70 alors u =0 (simplification a gauche).
Preuve.
a) Nous avons U+w =0+w
(U+ W)+ (—w) =@ +w)+(—w)
U+ (W+(-w) =0+ @+ (—w) par (3)
i+0=0+0 par (5)
u=7u par (4)

b) Comme 'axiome (2) nous donne
wt+u=u+w et W+Ui=v+w,

nous avons le résultat en utilisant la partie a). |



Proposition. Soit V un espace vectoriel. Si v €V et a € R, alors
a) 00=0

b) a0=0
c) (-1)v=-v
Preuve.
a) Nous avons 0v+00 =(0+0)v par (8)
0U +00 = 0v
(00 +00)+(—0v) =00+ (—00v)
03 + (0T +(—00)) = 05 +(—00) par (3)
06+0=0 par (5)
05=0 par (4)
b) Nous avons a0+ a0 = a(0+0) par (7)
a0+ a0 = a0 par (4)

(aa + aa) + (—a()) = a0+ (—aa)

a0+ (a0 +(—a0)) = a0+ (—a0) par (3)
a0+0=0 par (5)
a0 =0 par (4)



¢) Nous devons montrer que & +(—1)3 =0 pour tout GV :

v+ (-1 =1v+(-1)v par (10)
U+(-1)7 = (1+(-1))T par (8)

v+ (-1)v =0v

T+(-1)5 =0 par la partie a)

Remarque. Dans I'espace vectoriel de 'exemple 9,
» la propriété 05 =0 g’écrit x° =1
» la propriété a0 =0 g’écrit 1% =1

1
» la propriété (—1)5 = -0 sécrit x ' ==
x



Combinations linéaires

Définition. Soit V un espace vectoriel. Un vecteur v de V est une combinaison linéaire

des vecteurs U, U,,..., U, de V §’il peut s’écrire sous la forme
U=0,0y+a0g+ - +a,U,, avec a(, a,,..., @, € R.
Les nombres o, a,,..., a, sont appelés poids (ou coefficients) de la combinaison linéaire.
Exemples
1 0
1. Soit V =R? et soient v,=10]|,0,=|2(.Comme
0 1
1 0 3 0 3
30;+20,=3|0(+2|2|=]0|+|4|[=]4]=0,
0 1 0 2 2

le vecteur U est combinaison linéaire de v, et U, avec poids respectifs a, =3 et a,, = 2.
2. Soit V =T, et soient p,(x) = 2x2 +3, Do(x) = x? —x. Comme
4p1(x) +(~8)py(x) = 4(2x% +3) + (—8)(x? —x) = 8x + 12,

le polynome p(x) = 8x + 12 est combinaison linéaire de p, et p, avec poids respectifs

a1:4 et a2:—8.



Indépendance linéaire

Définition. Soit V un espace vectoriel. Soient v,0,,...,0, des vecteurs de V.

Les vecteurs U,,0,,...,0, sont linéairement indépendants (ou libres) si la seule solution de
I’équation

X107 +XoUg + -+ +2x,0, =0
est la solution nulle (ou triviale) :

x1=0,%x9=0,..., x,=0.

Si par contre, il existe des poids «,a,,...,a, € R non tous nuls tels que

—

on dit que les vecteurs sont linéairement dépendants (ou liés) et dans ce cas, (x) est appelée

une relation de dépendance linéaire.

Remarque. Tout ensemble de vecteurs qui contient le vecteur 0 est toujours linéairement

dépendant car
10+ 00, +00,+---+03,=0 et (1,0,0,...,0)#(0,0,0,...,0).



Exemples

1. Soit V =R3. Les vecteurs

|}

sont linéairement indépendants. En effet,

(\}
o O

-

i

1 2 0
a151+a2172+a353:6 — a;|0|+ag|1l|+a3|0|=]|0
0 0

0
o, +2a, 0
— a, =10
Ay 0
a; + 2a, =0
= A X9 =0
\ as =0
[ a, 0
— a, | = 0
| O3 0




. Par contre, les vecteurs

w1:

S O

sont linéairement dépendants. En effet,

AW+ AWy + A4 = 0

2 0
0 0
1 2 0 0
a;|0|[+ay| 1| +ag|1|[=|0
0 0 0 0
a; +2a, 0
a,+as [=10
0 0
r a; + 2a, =0 a; = —2a,
i @y + ag =0 - Ay = —0Qy
Pal —2
a, | =t 1 avec t € R
| @, -1

Nous avons la relation de dépendance linéaire :



3. Soit V =T, . Les polynémes
p1(x)=1, Dpo(x) =x, p3(x):x2, avec x € R,
sont linéairement indépendants. En effet,

_ 2 _
A py+aypytagps=0 <—  a;l+agx+azx”=0 pour tout x € R

a, =0
— a, =0
a; =0
Par contre, les polynomes
ql(x):x2—2x, qz(x):x2+3, q5(x) =2x+3, avec x € R,

sont linéairement dépendants car

1g{(x)+(=1)gq(x)+1qg5(x)=0.



4. Soit V = F(R,R). Les fonctions
fi(x)=cos(x) et  fylx)=sin(x)
sont linéairement indépendantes. En effet, si

a4 cos(x) + ay sin(x) = 0 pour tout x e R,

b/

nous avons en particulier, en prenant x =0 et x = R

a, cos(0) + a,sin(0) =0 a, =0,

@ cos(g) +a, sin(z) =0

2
Par contre, les fonctions

g,x)=cos’(x), gy(x)=sin®(x) et  g4(x)=cos(2x)
sont linéairement dépendantes car nous savons que

cos(2x) = cos?(x) —sin?(x) < 1g1(x)+(=1)gyx)+(-1)gs(x) =0, pour tout x € R.



5. Soit V =F(R,R). Les fonctions
fix)=cos(x),  fo(x)=cos(8x) et  fa(x)=cos’(x)

sont linéairement dépendantes. En effet, nous savons que
cos(3x) = 4cos’(x) —3cos(x) < 3 f1)+1f5(x)+(=4)f5(x) =0, pour tout x € R.
Alternativement, nous pouvons résoudre

@, cos(x) + ay cos(3x) + ag cos®(x) = 0 pour tout x € R.

T /A < N
En prenant x =0, x = - et x = - nous obtenons le systéme homogéene

6 3
r a,cos(0) + agcos(0) + asg cos3(0) = 0 ( a; + ag+ a3=0
4 alcos(%) + a, cos(g) + a3cos3(g) =0 — y 4a +3a3 =0
alcos(%) + aycos(m) + a3cos3(g) =0 | 4a; —8as, + a3=0

Comme la solution de ce systéme est

a, | =t|-11, avec teR,
ag 4

nous retrouvons la relation de dépendance linéaire
3f1(x)+ 1fo(x)+(—=4)f5(x) =0, pour tout x € R.



Théoreme. (Caractérisation des ensembles linéairement dépendants)

Soit V' un espace vectoriel. Soient v;,0,,...,0, des vecteurs de V (avec k& > 2).

Lensemble S = {0 12 Ugseees U k} est linéairement dépendant si et seulement si, au moins un
des vecteurs de S peut s’écrire comme combinaison linéaire des autres.

Preuve. Analogue au cas V =R" traité au chapitre 1. |

Corollaire. Si 'ensemble de vecteurs {U,,0,,...,U,} est linéairement dépendant alors
lensemble {7,,0,,...,0,,0} est linéairement dépendant pour n’importe quel choix de VeV .

Preuve. Si {61,62,...,6n} est linéairement dépendant, alors au moins un des vecteurs est
combinaison linéaire des autres. Supposons que U, = [,U,+[,U5+...+[, U, . Nous avons donc
Uy = Pylg+ PsUg+...+[,0,+00.

Par conséquent, 'ensemble {7 12Ugsnes Uy, U } est linéairement dépendant. |

Corollaire. Si S = {61,...,6n} est un ensemble de vecteurs linéairement indépendants
alors tout sous-ensemble 7 de S est formé de vecteurs linéairement indépendants.
Preuve. Supposons quun sous-ensemble 7 de S est formé de vecteurs linéairement

dépendants. Le corollaire précédent entraine que 'ensemble S est aussi formé de vecteurs

linéairement dépendants, ce qui est en contradiction avec I’hypothese. |



Sous-espaces vectoriels

Définition. Soit V un espace vectoriel et soit W <V un sous-ensemble non-vide de V.

On dit que W est un sous-espace vectoriel de V si W est lui-méme un espace vectoriel avec

les mémes opérations d’addition et multiplication par un scalaire.

Proposition. Soit V un espace vectoriel et soit W <V un sous-ensemble de V.

Alors W est un sous-espace vectoriel de V si et seulement si les conditions suivantes sont

satisfaites :
0. Le vecteur zéro 0 de V est contenu dans W.
1. Siw,, wy,eW alors w, +w,eW
2. SiweW et LR alors Ao e W
En d’autres termes, W c V est un sous-espace vectoriel de V si toute combinaison linéaire
d’éléments de W est un élément de W.
Preuve. Les conditions 0, 1 et 2 correspondent aux axiomes 4, 1 et 6 respectivement.
En prenant 1 = -1, la condition 2 nous donne 'axiome 5 :
siweW alors —-w=(-1)weW.

Les autres axiomes restent valables sur W car ils le sont dans V. |



Remarques.

*» Si V est un espace vectoriel, alors V est le plus grand sous-espace vectoriel de V et
I'ensemble {6} cV est le plus petit sous-espace vectoriel de V. En effet, nous avons
0 € {0}, 0+0=0 et 10=0  pourtout 1¢cR.
» Pour montrer qu'un ensemble non-vide est un espace vectoriel, il suffit de montrer qu’il
est un sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel connu, ce qui est plus simple a faire.

Exemples

1. L'ensemble W = {(x, YeR?: x+y= O} est un sous-espace vectoriel de R?.

En effet, le vecteur (0,0) est dans W et comme les éléments de W sont de la forme (x, —x),

avec x € R, nous avons :

X X X, +Xx
1] 4 2 | = 1772 | ew, y
B W
X Ax x
A = eW.
—X —Ax

W < R? est la droite de pente —1 qui passe par l'origine.



Y

. Lensemble U = {(x,y) e R?: x +y =2} n'est pas un sous-espace vectoriel \
de R?. En effet, il suffit de constater que (0,0) ¢ U. U \
U c R? est la droite de pente —1 qui passe par (0,2). 2\ g

. Lensemble V = {(x,y)€R?: y =x?} n'est pas un sous-espace vectoriel de R? méme

si (0,0) € V. En effet, les éléments de V sont de la forme (x,x?), avec x € R, d’out

x x| [ x, +x Xy +x
; + ; = ; ; 2 12 0 en général Y
X7 | x5 | | X7+ x5 (x1 +x2)
/1 X )Lx /1.')5 L 1
= en généra vV
2
B2 _ Nx? (/lx)2 |
1 x

. Lensemble C(R,R) des fonctions continues est un sous-espace vectoriel de F'(R,R) car
la somme de deux fonctions continues est continue et le produit d'une fonction continue

par un scalaire reste continue.
. L'ensemble P, est un sous-espace vectoriel de F'(R,R) pour tout n =0,1,2,...

. Liensemble PP, est un sous-espace vectoriel de I, pour tout £=0,1,2,...,n



Sous-espace vectoriel des solutions d’un systeme d’équations linéaires homogenes

Soit A = [a ;, | une matrice de taille mxn.

L'ensemble des solutions du systeme d’équations linéaires homogeénes

A%y + Ai9Xg + @ygX3 + -+ ay,%x, =0 (1)
< 91Xy + AgoXg + AggX3 + -+ ag,x, =0 (2)
| @,,1%] T A0Xe T 3x3+ o+ 0y, X, =0 (m)

forme un sous-espace vectoriel de R", noté Nul(A) :
Nul(A)={¥eR": Ak’zﬁ}cRn.
En effet, nous commencons par remarquer que (0,0,...,0) € Nul(A).
Soient X, y € Nul(A) et 1 € R. Nous avons :
AF+7)=A%+Ay=0+0=0 %+7y € Nul(A)
A(AX) = AMA%=10=0 A% € Nul(A)

Attention: Si b # 0, alors les solutions du systéme inhomogene
A% =0

ne forment pas de sous-espace vectoriel de R" car ¥ = 0 n’est pas solution du systeme.



