2. Calcul matriciel

2.1. Opérations matricielles
Définition. Une mairice de taille mxn est un tableau rectangulaire de mn nombres réels
disposés sur m lignes et n colonnes. Les éléments de la matrice sont appelés coefficients
(ou ¢léments) de la matrice.
Nous utilisons des lettres majuscules pour noter les matrices :
A, B,...

et des lettres minuscules pour les coefficients :

g est le coefficient de 1a matrice A situé a la j-éme ligne et la £-éme colonne.
Une matrice de taille mxn a la forme générale suivante :

A1 Qg9 Qg3 A1n
a a a a )
A=| 2 T2 72 2n m lignes
Clml am2 am3 Amn
n colonnes

Notation: L'ensemble des matrices de taille mxn a coefficients dans R est noté M,, ,(R).

De plus, nous utilisons parfois la notation

A= [ajk]
plutét que
a;; Q19 Qg3 A1n
A= | %21 %22 %3 %2n
aml amZ am3 Amn
Nous utilisons aussi la notation
A=\|d, d, a,
ou
a1 ) A1n
a a a
- 21 — 22 - 2n
al = . ’ a2 = . ’ ’ an = . ’
aml am2 Amn

sont les n colonnes de la matrice A.
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Cas particuliers

* Matrice nulle, notée O € M, ,(R), telle que tous ses coefficients sont nuls :
000 -0

O=|[: + ¢ -
000 -0

o Matrice carrée, si la matrice a le méme nombre de lignes et de colonnes : m =n.

o Matrice diagonale : matrice carrée telle que Q= Osij#k:

[0, 0 0 - 0
0 a, 0 - 0
0 0 ay -+ O

| 0 0 0 - oa,,]

e Matrice identité ou matrice unité, notée I, € M, ,(R) : matrice diagonale telle que a ;=1
pour tout j=1,2,...,n :

100 0
010 --0
I,=10 0 1 -+ 0
0 00 1

o Matrice triangulaire supérieure : matrice carrée telle que tous les coefficients au-dessous

de la diagonale principale sont nuls :

@11 Q9 Q13 0 G4,

0 ayy agy - ay,

A= 0 0 Agq ** Qg,
0 0 0 - a,

o Matrice triangulaire inférieure : matrice carrée telle que tous les coefficients au-dessus de

la diagonale principale sont nuls :

a, 0 0 0

Qy; Ggg O 0

A=|ag ag agg - 0
| Ap1 Cpe Qug @nn ]
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Opérations
Somme de matrices :

Soient A = [ajk | et B= [bjk | deux matrices de taille mxn. La somme des matrices A et B,

notée A + B, est 1a matrice de taille mxn donnée par :

all Y al
A+B=| 1 o |+ 1=

a

ayj+byy o oag,+by,

bmn am1+bm1 amn+bmn

Attention: La somme de matrices n’est pas définie si les matrices n’ont pas la méme taille.

Exemple
1 2 5 -2 1+5 2-2 6 0
3 4|+ 4 0|=|3+4 4+0|=]|7 4
5 6 -3 2 5-3 6+2 2 8

Produit d’une matrice par un scalaire ! :

Soit A = [ajk] une matrice de taille mxn et soit 1 € R. Le produit de la matrice A par le

scalaire 1 € R est la matrice de taille m xn, notée 1A, donnée par

@1p ot Ay, Aayy o Aay,
o e = : ’ :
a, Con Aa,, 0 Aagy,
Exemple
1 2 51 52 5 10
513 4|=1]53 54[=]15 20
5 6 55 56 25 30

1. Pour les physiciens, un scalaire est une quantité physique qui ne comporte qu'une grandeur. Pour les
mathématiciens, un scalaire est un nombre.
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Théoreme. Soient A, B et C des matrices de méme taille et 1,z € R des scalaires.

a) A+B=B+A (commutativité de ’addition)
b) A+B+C)=(A+B)+C (associativité de ’addition)
c) A+O=A (élément neutre pour I'addition)

d MA+B)=1A+)B
e) (A+mwA=1A+puA
) MpAd)=(UwA

Multiplication matricielle :

Soit A une matrice de taille mxn et soit T', : K" — R™ Tapplication linéaire associée.

Soit B une matrice de taille nxp et soit Tz: *” — [R" T'application linéaire associée.
RP
multiplication par B multiplication par A

~—r, > B ~—r, > A(BR)

Par construction, I'image d’'un vecteur x € R? par la composition 7'y o T'p: [2” — R™ est
(TpoTp)X)=T, (Tp) = T, (Bx) = A(B%).

La matrice de taille mxp canoniquement associée a la composition T, o Tp: 7 — R™

o Ry

\ TAoTB/r

multiplication par AB

est apelée matrice produit de A et B, notée AB. Nous avons donc
(AB)X = A(BX), pour tout X € R?.
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Comme

nous avons

Par conséquent,

Autrement dit,

Exemple

2
Considérons A = [ 1

Nous avons

d’ou

(AB)X = A(BX)
= x1(Aby) +x5(Aby) +... +2x,(Ab )
= [AI;I AI;2 AI;p ]55, pour tout X € R?,
AB=|Ab, Ab, - Ab,|.
A|b, b, - b,|=|Ab, AB, - Ab,|
3 —4 L
et B=[5, b,|=]2 5
> 3 6
2 3 -a]|!] 2 3 —4| [-4
AEI: 2=1 +2 +3 =
1o 5], 1 0 5| |16
2 3 —4 4 2 3 [ —4 1
AEQ: 51 =4 +5 +6 =
10 5], 1 0 5| | 34
L —4 -1
AB=|Ab, Ab,|=| o
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Regle «ligne-colonne » du produit matriciel :

Soient
A:[aijEMm,n(R)’ avec1<j<m et 1<k <n,
B:[bkg]eMn’p(]R), avec 1<k<n et 1<l <p.
Le produit des matrices A et B, noté AB, est la matrice de taille mxp dont les
coefficients sont donnés par :

n
Cir :ajlbw+aj2b2[+aj3b3[+...+ajnbn[ zkzlajkbM

Ainsi, le coefficient Cip est égal au produit scalaire de la j-éme ligne de A avec la /-éme
colonne de B :

(b b, b, - b
11 %12 %13 1p
a1 Qg Qg3 L || p b b o b €11 €12 Ci3 C1p
a a a a 21 22 el 2p c c c -eoc
21 22 23 2n b b b o b _ 21 22 23 2p
. 31 Y32 933 sp | = | . . - .
a a a ea ' ' ' S c c c e
ml m2 m3 mn . ml m2 m3 mp
| bnl bn2 bn3 bnp ]

Attention: le produit de A et B n’est pas défini si le nombre de colonnes de A n’est pas

égal au nombre de lignes de B.

Exemple
1 4
Si A= i ?) _g eteB=|2 5|, alors
3 6
1 4]
AB - 2 3 -4 o 5| 2:1+32+(-4)3 2:4+35+(-4)6 | [ -4 -1
11 0 5 . | 1-1+02+53 1-4+05+56 | | 16 34
1 4 o 3 _4 [ 1.2+41 18440 1(-4)+4'5 6 3 16
BA=|2 5 Lo 517 2:2+51 2:83+450 2:(-4)+55|=| 9 6 17
2461 3:3+6-:0 3-(-4)+6-5 12 9 18
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Remarque. Il est toujours possible de multiplier des matrices carrées de méme taille.

Attention: Méme si les produits AB et BA sont définis, en général nous avons

AB #BA.
Par exemple, si
Ao 01 ot B 01 7
01 00
alors nous avons
AB = 00 et BA = 01 #AB
00 00

De plus, nous remarquons qu’il est possible d’avoir un produit de deux matrices non nulles

qui est égal a la matrice nulle :

AB=0 avec A#0 et B#0.

Puissance d’'une matrice :

Les puissances entiéres non négatives d'une matrice carrée A sont définies comme suit :

A’=1, A'=A, A?=AA, AF=AA---A
N———
k fois

Théoreme. Soit A une matrice de taille mxn, et B et C deux matrices telles que les

sommes et les produits ci-dessous aient un sens.

a) AMBC)=(AB)C (associativité du produit)

b) AMB+C)=AB+AC (distributivité a gauche)

c) (B+C)A=BA+CA (distributivité a droite)

d) AMAB)=(1A)B=A(AB) pour tout 1 € R

e) I,A=A=AI, (élément neutre pout la multiplication)
Preuve.

a) Soient B une matrice de taille nxp et C une matrice de taille p xq. Par définition,

BC=B|¢, & - ¢,|=|B¢ BE, - Bt,|
d’ou
A(BC)=A|Bé, Be, - BE,|=|A®E) ABE) - ABE)]
= |@4Bg, @Bz, - 4BE,|=4B|g & - g, |
= (ABC
b) —e) A faire (voir exercice 9 de la série 5). [ |
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Transposée d’'une matrice

Définition. Soit A une matrice de taille mxn. On définit la matrice transposée de A,

notée AT comme la matrice de taille nxm dont les colonnes sont les lignes de A.

Exemple
12 1 3 5
SiA=|3 4| alors AT =
2 4 6
5 6

Théoreme. Soient A et B deux matrices telles que les sommes et les produits ci-dessous

aient un sens.

a) ATHYT=A

b) (A+B)T =AT+BT

c) (AT =)AT pour tout 1 € R
d) (AB)T =BTAT

Preuve.

a) —c) Conséquence directe de la définition.

d) A faire (voir exercice 9 de la série 5). [ |

Définition. Soit A une matrice carrée de taille nxn.
On dit que A est symétrique si AT =A.
On dit que A est antisymétrique si AT = -A.

Exemple

4 0

A= est symétrique et A = est antisymétrique.

2
2 3
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2.2. Matrices inversibles

Définition. Une matrice carrée A = [ajk] € M, ,(R) est inversible §'il existe une matrice
carrée B=[b ;| € M, ,(R) telle que

AB=I, et BA=I,
ol 100 0
010 0
I,=[0 01 0
0 0 0 1

est la matrice identité de M, ,(R).

Remarque. Si A est une matrice inversible, alors la matrice B de la définition est unique.
En effet, si B et C sont deux matrices telles que AB =1, =BA et AC=1, =CA alors
CAB)=CI,=C
( ) n - B=C
(CAB=1,B=B

Définition. Lunique matrice de taille nxn, notée A ', telle que
AA T =TI, et A'A=I,

est appelée matrice inverse de A.

Proposition. Si AeM, ,(R) est inversible alors Ale M, ,(R) est aussi inversible et
(A1) =4,
Preuve. Par définition, AA™1 =1, et A”1A =1, et de ce fait, A estl'inverse de A™1. |
Proposition. Si A,Be M, ,(R) sont deux matrices inversibles, alors
ABeM, ,(R) estinversible et (AB)'=B'A7l

Preuve. Nous avons
AB(B'AT)=ABB HAT1=AI L AT =AATI =],

(B A HWAB=BYA'A)B=B'I,B=B'B=1I, u
Proposition. Si A€M, ,(R) est une matrice inversible et 1 € R est tel que 1 #0, alors

1
AA €M, ,(R) estinversible et (14)'= ZA-l.

Preuve. Nous avons

AA(%A‘l) = A%(AA‘l):In
(%A‘l)/lA :A%(A_IA)ZI,L n

Question. Comment déterminer si A est inversible?
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Exemple

1
Déterminer si A = 1 -3 est inversible. Si oui, calculer A71.
Nous cherchons une matrice A~1 = | “ telle que AA™ =1, et ATTA=1,.
c

Nous avons
a+4c b+4d
—-a—-3c -b-3d

1 4||a b 10
-1 -3¢ dlz[o 1]
Nous devons résoudre deux systémes :
{ a+4c=1 o { b+4d =0

AAT =], =

“fo 1

—a—-3c=0 -b-3d =1

La réduction des matrices augmentées associées aux deux systémes nous donne :

1 41 1 4|1 1 0| -3 a=-3
-1 =8| 0 |Ly—L,+L,| 0 1|1 |L,~L,-4L,| 0 1| 1 c= 1
1 410 1 4|0 1 0| -4 b=-4
~1 =3[ 1|Ly~L,+L,|0 1|1 |L~L,-4L,|0 1| 1 d= 1
Par conséquent, la matrice A est inversible et nous avons
1 -3 -4
1 1
Vérification :
AA—l_[ 4|[-8 -4]_[-8+4 —4+4| [1 0
-1 -3 1 1 3-3 4-3 0 1
A-1A = -3 -4 1 4 _ -3+4 -12+12 _ 1 0
1 1 -1 -3 1-1 4-3 0 1
Idée: Résoudre les deux systémes en méme temps :
1 4|1 0 1 4|1 0 1 0| -3 4
-1 =3[0 1|L,~L,+L,| 0 1|1 1|L,—~L,-4L,|0 1 1 1

Constat: La réduction de Gauss-Jordan de la matrice [A ‘ I 2] nous donne dans ce cas la
matrice [I,|A™!].
Nous verrons plus tard que lorsque A est une matrice inversible de taille nxn quelconque,

la matrice inverse A~! peut étre calculée exactement de la méme maniere :
-1
[A‘In] - [In‘A ]
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Cas particulier

a

Si A= , alors nous distinguons deux cas :

(4

* Si ad —bc #0, alors la matrice A est inversible et nous avons une formule explicite pour
calculer l'inverse :
-1 1
ad—bc

d -b

—C a

* Si ad —bc =0, alors la matrice A n’est pas inversible.

Le nombre ad —bc «détermine » donc si la matrice A est inversible ou pas! Ce nombre est
appelé le déterminant de la matrice A, noté det(A).
Nous verrons au Chapitre 3 comment définir le déterminant pour des matrices carrées de

taille nxn avec n > 3.

Reppel.

Nous avons vu tl’%'l'( 7&, {‘rofs 1(‘:7’}!1 J’ope//z{,ﬁ‘on\(’ eie/meﬂvfm'f‘f( ( sur (@

U‘ﬁ”’s d'wne watiice ):

'Trjpe, T: e’dwmg,uv damx Litjm,s:
Lj<—L,

. TbPe_]I mM,H‘ierr ng L‘jm PM n nm-a.évt’, :

L — Z aveéc

'Tb‘?em:i additionnar ua m[‘lxp((, d'une Uﬂ% A une anfre:
Ly— L.+ Lj ,avec j#k o
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Depintion .

Ume mabree, camee de baille nxn est une matr'ee eimontaire s elle
peld fhre obfenme o parti de la wad wee idenhite” Ly, & (hide

d'wne senle opération €Wmentaire sur los &"yr\Ma

Yar uus‘e’ﬁmr\l' ) 1'(.‘7 & fro's fmaa do matre Lmantoire.
Ill\lg{"mj‘fo‘v\ (VL:Q,\

TypeTe E=[94] ear 1,=[19] — (4]

7

.

Yropriete’

Coit A une matrice de taille woxn quzlconﬁu_

Soit £ ume matn'es lnandaire i fulle 1nix

Le produit EA est b mak nee obtemut & parhir do A 3 loide oo
(opeTehion, lmardaire sur los Ujnes associee & (o matree £

SL Im'\—'E o\.(or*s P\NEA
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\/e,/\-w'%(cov{‘iov\ .

A P Bl P B Y 5 B P E "ﬂ
P PR AREREA

Tupe 1 -

W e L:_,\L,—'Lfa"[fa i)
NS P

Propos itien

Si B est ume matnree dldmumkaire, elors E et inversible.

De plus, E™ esf augsi une matrice €lhentoire de mms, 1‘9,& que £
Trewve.

[l suppit o remarquer que (08 peiwhions €Cmandaes sur loc (:’jnes

sont re’versz'E(a!:

Tn[zc,l‘s I Li«>ly E ?_:,_; X
Tyee T Ly b= |
Type T i bz b
St Tow yute T lemadne eldmudaine, cssoces ¢ o dpnxione
operation el{mentaice o o Lien FE=T, d'oun F=£g"' u
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Thorewe -
Soir A et mabeee do Taille mxn . Sotk R (o maknee
Cohelonnge— redinte do fwille mxp, assocee & A
Aocs il existe dis matnes Sdmntarres € 8, . B\
dtalley mxr felles que

& EEA =R

?Mvﬁ .

Comme AR, LY 0y, mombore pivi o oplratrons Ementaires
sw g Ugneg qua tamsporment A enR. Chacune o cos
opdratiows Elhmnbaires eff associde & vme motaee &fuanfasre
on a: A~ E & ~ E,(E,A)=(E,E,)A

~ G(EENA =(GEENA ™~

~ EE--E3E,ENDA=(E, - EE,EL.)A=R ®
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Seit A=[} 2 1]

On o

PR o L LN PO e e R B2
o b2 e @ (L3]I
Tt BACR A RSN A ety

Ainst, R= ELA L

Thioreme .

St A est wne mutn e inversible do talle vix n, alore /'e%mﬁw\,

AX=T est consistante pour hut choix da - De plus,
o vecteur T=A'L est l,tA,V\.A-.o,lu\.Q__ solufion dg A =
Tremve -

Comme ATW=ANL )= (AKYE =T, U =L, b vedteur &

est une solidion do AX =

Your wendrer g e solition est umige , Supposont gue VelR™

est ume golubion d A= L. pudtresed dit) o @ AV-

En muklipliand catte alile par A o obtient A™(AV)= AT,

don (A"AYV= K" et v=A'L. m
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Thiovems. Sot A me matace camree de fadle nan.

Alors wous awowe [ ’e{i"“"”"w"& suvambe :

A est tnversible < A~L,,
De plus, fobe suite: doperations eldmentoices sur s bighes g,
fransporme ke I (‘mnq_ome. L e AT

Veuwve .

=>) Swnoosbv\x que A est inversible .
Le, Hﬂforém ?Nfu’,d!tm\‘ l‘kfuc‘lu- ﬁuﬁ_ (@ {,oﬂvxz, équ_(‘bvm{e,—-
redwte assocede 2 A ?&&EOCL U~ ]M‘.Vz)t por U-O&M,.
Covame A est camee les vaotr se trouvent sur 0(4,0.5(»\;:&
ek noug avons dene R=Tp .

<) Sugposns que Ao T Il exirle donc des matnicas elémontauics
Bt Eyyn B, telles g (B, E,E)A=T,.
Cowme E,... E, ook lmundares, elles souf mversibler eff
(B, --- E,E)) est aussi twversible , d'od
A=(Ep---E,E,)
Yar mSQ/CiW\.’( , & et inversible eF nous frowvons
A= BB, E, .
Comme, far tomshruchon
E, -~ EE) I, =A"
le- swhe olopemtions elmentaires sur s Ujh&r e Trams porme
A e I, +/Mffol‘h/\-2_ I, eh A7 u
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Méthode, do coleul do K.
Sotr- A ume madnce camee do dmille v x
. Eorire o matr'ce M;W{\e-/e [A1T,.]

2. Réduire b madrce omgmetee [A1T,]
~Silors de o rduchon de cofte matnze il Y & wne ligne
de G forme 00 | xex dos A ulit pas muersible
—Sinen, A est iversible ef wous cvons

CAIT L] ~ [T A™)

EXQME(U.
Cel canle l'l‘nve\—se. des mahices suivantes :

Oy «
to4t|ro0 tos|l oo
[Al]ﬂ:iZ« 3\040] L:IZL, o1 1|21 o}
to2l001) yary-, LOO 1T]|-1 0
A 0912 0 -1
Lot o 4 o1 —1J=[I1A—']
Le=L-L,;Llo o0 1(-1 o 1

2 0 -1 Veritication: i
o) A"‘: -1 1 -1 l orll2z 0 -1 2+0-1 0+0+D =140+
-l o A4 AA"°[Z 1 3] 11 ={Q-1—3 o+1+o —2-1+3 |=]
o2l O 4] 2+0-2 0 +0+0 —1+012
I

A"‘A:.. .=
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Carzctensation dos matacer imversibles.

Thioreme . (Thore me do carrdénsation dog M&‘tﬂ"c&f l'wvfr'a'l'!)b,&)

Soit A=[T--- % ) ume matrce cerree de Al .

Les proprelet suivander sont equivalentes (anfremant diteller ot
fuler vimes ow foutes ponsses ) :

o) A et myersible .

L) A~T, (A et Guvalerde selon les lgner & In)
c) A admet . posihons pivet,

d) L'e’tiuai-w,'ow AZ=0 posi2 de Comme umique. soluton Xx=0

e) Lles colonnes de A S‘ovd' Ur\!.:u'ra«m\& MJL/sz.dar\?LEf

2) Lepplicapon lindoire X+ AZ est x&:}'ecztx’mz

a) L'Quehon, A% =1 adimet an moins wne sofution powr but

W) Vut{E\,...,E’WF R™ (les colonnes de A %7%00‘6’4«-(' ")

v) Lapplicabon lindoire = AX est Sur-J'ecJﬁMz

1) 1L existe wne maicee carrce C felle que CA=T, (invee 3 gauchy)
k) 1L exisle wne matree cance D felle que AD=T, (inverse & droite. )
L) A est inversible
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Conreonamce. importande .

?roposf’do»\.
Soiemd N & B donx wakn'ers cameer e 1(4)/& X,
Se A’B’—‘Tn)alnrx A ot B sont mversiblos ef AT oF §'=A .

Preuve.

Si AB=L., olos A posrdde um inverse & droite ef le thioréme do
carrdvisation deg matacer invergibles mplique que A sl
versible & A=B.

Si AB=L., ofors B posddle um imrerse & gamche ef le thioreme do
carecAvisation deg matacer invergibles impligue que B esl”
iversible & B =A _

':D-Q,{—l' nhon. -

Sott A wnt matnee cames do falle nxn .

On ot gue A et siroulicre si A west pas inversible.

?awq\uz_.

Le Halortme dt carackdryations des matnes mvertiblog partage.
l'ensemble do matrc camées en dunx clesres a&k/or’m’ﬁf.-

—les matree§ inversibler (ow wow gin?ym&‘e\m&) ef

- s mafnces S‘fh£ M.l Ji\ms Cou, nAan, Mwe,rsfl;lo,(‘ )
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APPUMHQM liwﬁi/\es Imvers z"nleS.

Soit A ume mafn'ce CWY‘c/e O(L{m,/l(, nxmn |
SoiF T: R"—1"™ l’a,pp Vestion Undaic assoade & A: TE&)=AZ

St A QS{‘ InVvers LU.L ) a,(tar': A-‘ e»q'?'l‘c, et nouws r,ouVoV\\f oem.r/'o(efrer
/'a.fpla'aaﬁ'ow Updlaire. S: B"—R” O(C;/N'c par S(‘g)'=A"'g’.
Nous avons (o scheimn siyont :

/{ ml‘(\")l}uﬁm par A %

—
ox

sc.") /_F\ .

g —
/ ~= y
MH‘{V Ucalven pac A ]

Comme A A=y ok AR =L fes compositriont SoT ¢k T=$ salitpnt;
S-T)R)=K pour dout XeR™

CRS)LE’)—-’S" pour Heud 5’1512"’
Depmtion .
On dit qua T2 R =" el ume applicattony linaare javersible
S exiphe wne epplicatron lniape S B — 2" *lle qie
S(T))=% powr boud zeR™

o T(S(E")) =79* goue fout TE€ ™
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Sett T:/2"—= R Ut applicablon linetire o soit A (o matnice
moniquimint agsoude & T. Nows avend [ uivalonce
T inversible. <&=> A inversible -
Dans o cas, Lappleation lindare. S: R =" olifinie par
SRy et lumique epplecabion lindaire qui satipodt
S(TE)) =% pour boud e

& TOSPN) =3 goue bout JER®

On lagpelle, lwerse do T, nofee T 7

Trewve.

) Supposons que T est inversible. On o T(S(B)) =5 pour fout TeR™
Ainsi, TG =T admel au, moins wne. sobution powr tonf TeR™
et T est surective . Le thiorme di capnchersabion des matrices
inversibles nous dit que olan ce cas, fi et mversible .

<) SUA o fwversible, alors Uapplication Lindaire SRR
essociee. o A sabispart

S(TE)-F pou bt ZER™
ok T(S(E")) =Ta* gour fout T\;S‘GR'“
ek T est tnversible .
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Supposens que (s ' —=T" sitispart awseid U(TEC))=C 2k
Ty =y

Comme | est Surjcd‘ivc,, pour fout il existe (an
pins) un TR fel que TBX)=1. Ainst,

S(E)=S(T&)) =(5°TIC) =%
WE)=U(TE)= (U-TIE) =%

=8=U. |

}-‘9 S(E)=WL) Fow“fou\f—

F&cj)m‘&afs’w mabrciellog .

Lo fachorisation et frés uhile en mathomatipuer. Elle permek par exemple
de trouver les macing o'un polyrome : Pla) == 6 =(x+ 4 x—¥)
Mous verrong fc4 Gue dans curtoines sthuchions, ume mafre A peut
sexprimer comme (& produit de dunx Mafn'ces of que aci pout facdifer
la. rerolution. du yyrl-e‘m AX=-T .
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Rappel.

Soit A=[aa-d une matn'ce carree de talle VX

- o il gL A esd tne matnce triapuleire supeneure A’[RI]
si 0y, =0 Yyour touk &>\< A=[|X]

- on dib gue A et tne matnce triapuloire inpénéure
st =0 ypour ok i<k

Exemple imporfamt.

Les mafncer €chalonndes sonk oef matnces friompulaires supenionres.

—Si A B sont denx mafncer fnb.»vowlm'm supénieuvel oo mime
taill, , alors AB ef BA sonf anss( fn‘aafulo;ref SupenLures
=St b B sont dbux mafncer frianpulaives inpdnourel do mpme
tailly | alors A8 ef BA sonf augsi friapulares npenures.
= S A et une mafrice frianpulaie superienre Mversible,

alors A" est ausse vme mafrice f/?'w‘)vu/a-'/‘c_ Jupenenre .
= S A et une mafrce triangulaice ingerienre Mmversible,

alors A7 o5l ausri wme. mafrce 7‘/7’:««')01,1. (o re. Mfeh@rt .
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:D_{CE/ wtign, .

Sol;‘l' A: [C\-\)\,_} wnl me:l"r-iCe fn‘&n_j\/\l&ir\ﬂ (Su.faff{ew*e ow 3k.!—-€/71:€/-r5)
OV\. O(At_ G\\AJL A 'CS{' UWne m&'{‘r‘\'% um‘{mr*e, St a,(jd-=/’ Fow‘ 'lf'oud'J.
EXQMELL.

les matn’ g Q/(.L/MLMZLM'PM de \mee, jIin , Q850 UEES @A ore/mﬁ'ou
*8’{-6/)1/&1_1'\,'(‘0\4:{‘6{ de @ forme LJ'QLJ-,_Q\LL

sowt des malrices wnwtaires . De f(ms :

- st \<<a ,elm*s elles sonf fnh»ju(pjre.r l'n,f.e/n'eMreI.

- s k>(') , elocs ellef sout fn’a»jmlajr&r cup€nenced.

Foactorsation LU . (Lowe,r-' uPper)

Soit A ume mofnee carree do taille vixn.

Supposons qu'il est possible d Cehelonner lamatnce A en utilisant
de opérations limemtvires de type TL de o porme.

LO-L——>27. +4L, avec

Seied BB, ., E, ler mataces (Wmundaires assocides aux

opdratyong limentonres whliséer dans [Zcholonngment ef soit

U b wmatnee dedulonde oblewue -

Yar Construckion, nous avons

E,E,E A=l
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Comme Ey,..,Ep sont inversibles, o produt BBy et inverpible,
et vous powvoms deire
A=(Ep-- €)' U=(E E U
Comme E..., Bp soub frianguloires inpéoenrer ) o mdnee
l-E, &
est qusci trmngulaire fnpdmenre -
Ains{ | dams o cas, wous pouvons jactoriser A
ALl o L est tragulosre inéiewre (¢ Lower™)
o Uet fnbmguw\e, supenenrt  (“Upper)

De p(ud, yer w:f‘fue/f‘fewl (@ madrice L est )Lo'y'owr:r /mverfible .

E’meQ.
=
Trvuve/r' we Fac}vv—i:od‘fw LU OQ_ oo maln'ce A—-‘ [—42. ? —'3}
-\ 4 5
On a:
S| Fonord COES el ] Rorwerd R
-2 4+ -3 |7~ ~— |0 4+ 3|—— |lo 1t 3| T ]|o 1 3
-t 4 Stl-Lnll-v 4 5 Ll lo 4 8 L—l-#,lo o —%
c“o«?. E4A=u Qvec
1
ce[47 5] " ut[oaé}
oo 1)’ ’ o o—-Y
Ainsi 00
R T
oo 1 1
et
I o 3 | o0 |(4 o3
A=LU <= [—2 4—3]=[-'2,10-J[o 4 3]
- 45 1llo oY
—t——
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L'exewf)lc pm’c.e’dmi' nous d—ou,rn,{,f L a.(gm'Huvw fonr comstrure L :
Algoriiume oo construchion da L :

L=udﬂ est (o mafmce 1‘n‘a~jaulo~.‘/~e (nfenenrt umwitaire
ot 1 s ()'=k
’(di -_-ﬁ si Lons oo [ €ohalomumant de A wous avons

ui\‘u,p_/ [’szfm{‘l'ov» e’(e’m.am{‘a(/*e LJ'—>LJ + LL avec

L0 siron,

App(»' CLHON ,

Il est souvent nassaire do cesoudre plusienrs syhnes associ€s &
une mafn'ee do coeppicieds donnde: AX =L, A=l ..., AX=
Les packorisations LU powvent raccourair lo temps de calcul -
Si Jon remplece A par LU -
AZ=L = (W)r=L = | (Ux)=

dors o reioldion do AZ=T pond &tre remplacie por (o refolufion
de dewx systemey Uoc =

L=
qui sont plus pociles & resoudre car Loob U sond friangulaires.
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Exemple -
213
R EH

-\
S
Ona.: 213 2 1 3 2 1 3
Azll&‘\ 3},_1:?2:’2,_[[0-3-3 93 —3]=LL
2SS Gy 1L, o 6 9 L;,—*L{'UZOOZ
1 00
L'al%om'HuM, de camshychon die L hous donne - L:Iz, 42 3]
4+ 0 o Y = -~ 4
Ly = <=’iz ! °\ = <=7{2“al\*taz =2 &iyla—p
"t —4,-29,* 3 Yz3="8
2 3 2 y o = = 5
Uz =1 <= io 4 —3“32]= = % x‘f?sc}%-%:é; - {%\= ;
0 0 Zllx 22 = X =-
5
Ainsi, Lo solhion cherehie est %= \_GLJ
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