1. Equations linéaires

1.1. Systemes d’équations linéaires

Motivation

Probléme 1

Soient a et b deux nombres réels. Trouver un nombre réel x tel que ax =5.

Nous distinguons deux cas :

= sia#0 alors
a

= si a =0 alors nous avons deux possibilités :

x=— (solution unique)

» si b=0 nous avons 0 =0 et x peut étre quelconque (infinité de solutions)

* si b#0 il n’y a pas de solution

Probleme 2

a) Trouver deux nombres réels x et y tels que
x+y=5
x—y=1

Dans ce cas nous avons une solution unique :
x=3
y=2
b) Trouver deux nombres réels x et y tels que

x+ y= 5
2x + 2y =10

Dans ce cas nous avons une infinité de solutions :

y=5-x

c¢) Trouver deux nombres réels x et y tels que
x+y=5
x+y=3

Dans ce cas il n’y a pas de solution.
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Définition. Une équation linéaire a n variables xq, x,,...,%, est une expression de la forme
a1X] +0QgXy +QA3Xg+ - +a,x, =b, ou ay, a,,...,a, et b sont des constantes.

Les variables d’'une équation linéaire sont souvent appelées inconnues.

Définition. Soient m et n des nombres entiers positifs.

Un systeme d’équations linéaires a m équations et n inconnues x;, Xy,...,%, estun ensemble

de m équations linéaires qui peut s’écrire sous la forme :

@ 1% T QpoXo + QpgXg + =00+ Qpyp Xy = bm (m)

ou les nombres ay € R (avec j=1,2,....,m et £ =1,2,...,n) sont appelés coefficients du

systéme et les nombres b,,b,,...,b,, €R sont appelés termes inhomogenes du systeme.
Une solution de (*) est un n-tuple (x,,...,x,) € R" qui satisfait chaque équation du systéme.

La solution générale du systéme est 'ensemble de toutes les solutions de (x). Elle est aussi

appelée ensemble solution.

Un systéeme d’équations linéaires est consistant (ou compatible) s’il posséde au moins une

solution. Dans le cas contraire, le systéme est inconsistant (ou incompatible).

Probleme: Etant donné un systéeme d’équations linéaires, déterminer s’il est consistant ou

pas et si c’est le cas, déterminer la solution générale.

Théoreme. Chaque systeme d’équations linéaires posseéde ou bien aucune, ou bien une ou

bien une infinité de solutions. Il n’y a pas d’autre possibilité.

Proposition. La solution générale du systéme

< a31x1 + a32x2 + a33x3 + e+ a,3nxn = b3 (3) (*)
@,,1%; T AQpoXe + QpaXs + o+ Ay, = by (m)

est la méme que celle du systéme obtenu a partir de (x) a I’aide des opérations élémentaires

suivantes :

1) Echanger l'ordre des équations.
2) Multiplier une équation par un nombre non-nul.

3) Remplacer une équation du systéme par la somme de cette équation avec un multiple
d’'une autre équation du systéeme.
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Question. Comment résoudre un systéme d’équations ?

Considérons par exemple
x+2y=-1 1
3x+T7y= 1 (2)

En remplacant ’équation (2) par (2)—3-(1) nous obtenons :

x+2y=-1
y= 4
Ainsi, y=4, x =—-1-2-4 et la solution cherchée est
x=-9
y= 4
Vérification : 9424 =-1,
3(-9)+74= 1.
Remarque. Lorsque le nombre d’équations et le nombre d’inconnues est plus grand que

deux, le calcul se fait de maniére plus systématique a I'aide de matrices.

Définition. Une mairice de taille mxn est un tableau rectangulaire de mn nombres réels
disposés sur m lignes et n colonnes. Les éléments de la matrice sont appelés coefficients

(ou éléments) de la matrice.
Nous utilisons des lettres majuscules pour noter les matrices :
A, B,...
et des lettres minuscules pour les coefficients :
a est le coefficient de la matrice A situé a la j-eme ligne et la £ -éme colonne.

Une matrice de taille m xn ala forme générale suivante :

A1y QA A3 " Qg
A= | %21 %22 %3 7 Gy m lignes
a’ml am2 am3 Qg

n colonnes
Exemple

13
4 07

a;1=1,a19=3,a13=5,a9;=4,a99=0, ag3="7.

La matrice A = est une matrice de taille 2x3 ou
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Notation: L'ensemble des matrices de taille mxn a coefficients dans R est noté M,, ,(R).

De plus, nous utilisons parfois la notation

A= [ajk]
plutét que
A1y Q1 Q3 " Gy
A= | %21 %22 %3 7 Gy
aml am2 am3 Amn
Nous utilisons aussi la notation
A=\|d, d, a,
ou
a1 ) A1n
a a a
- 21 - 22 - 2n
al = . ’ a2 = . ) ’ an = . ’
aml am2 Amn

sont les n colonnes de la matrice A.

Notation matricielle d’un systéeme d’équations linéaires

Considérons le systeme d’équations linéaires a m équations et n inconnues suivant :

@10+ Q%o + @ygxg + o+ ag,x, = by 1)
Qo X + Qgoy + Qggy + -+ + g%, =Dy (2)
1 @31%; T Ggo¥y + Qggrz + -+ @g,x, = by 3) (%)
Q1%+ Qpo¥o + Qpgis + o+ @y,x, =0, (m)
Définition. La matrice de taille m x (n + 1) suivante :
@11 Q19 Qg3 ay, | by
Qg1 Qgg Qg3 ay, | by
[A‘ b] =] Q31 Q39 Qg3 as, | bg > m lignes (5 %)
| aml am2 am3 Amn bm

n+1 colonnes
est appelée mairice augmentée associée au systeme ().

La matrice A € M,, ,(R) est appelée mairice des coefficients du systeme ().

Le vecteur b € R est appelé le vecteur des termes inhomogenes.
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Opérations élémentaires sur les lignes

Comme les lignes de la matrice augmentée correspondent aux équations du systeme, les
opérations élémentaires sur le systéme nous donnent des opérations élémentaires sur les

lignes L ; de la matrice augmentée [A | b :

1) échanger deux lignes : LJ. —L,
2) multiplier une ligne par un nombre A non-nul : Lj — /1Lj , avec 1 #0
3) additionner un multiple d’'une ligne a une autre ligne : L, —L,+ /1LJ.

Définition. La matrice A est équivalente a la matrice C si C peut étre obtenue a partir
de A alaide d’opérations élémentaires sur les lignes. On note A ~C.

Exemples

Nous avons les équivalences suivantes :

1 2
3 4

3 4
1 2

1 2
3 4

3 6
3 4

1 2
3 4

1 2
0 -2

> K

L,~L, L,—3L, L,—L,—3L,

Théoréme. Soient [A| b et [C | d] les matrices augmentées associées a deux systemes
d’équations linéaires a m équations et n inconnues.

Si les matrices[A | b] et [C | d] sont équivalentes, alors les deux systémes possédent la
méme solution.

Preuve. Nous avons vu que les opérations élémentaires sur les équations d'un systéme ne
changent pas la solution générale du systéme. Par conséquent, les systémes associés aux
matrices augmentées [A | b] et [C | d ] ont la méme solution. [

Conséquence. Pour trouver la solution générale d’'un systéme d’équations linéaires, nous
allons faire des opérations élémentaires sur les lignes de la matrice augmentée associée de

manieére a obtenir une matrice augmentée associée a un systéme plus facile a résoudre.
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Exemples
1. Considérons a nouveau le systéme

x+2y=-1 (1)
3x+T7y= 1 (2)
Le remplacement de I'équation (2) par (2)—3-(1) correspond a 'opération élémentaire

sur les lignes L, — L, —3L,. Nous avons donc

1 2| -1 1 2 -1 11 2 -1
3 7| 1|L,~L,5.,[8-31 7-32|1-3(-1)| |0 1| 4
et nous retrouvons le systéme
x+2y=-1
{ y= 4

Plut6t que de faire la substitution de y = 4 dans la premiére équation, nous pouvons

faire I'opération élémentaire sur les lignes L, — L, — 2L, pour trouver

1 2] -1 1-2.0 2-2.1 | -1-24| |1 0] -9
0 1| 4|L,—L, 20, 0 1 4 o 1| 4
ce qui nous donne la solution directement :
x=-9
{y= 4

2. Considérons la matrice augmentée

1 -1 -2|1
0 1 415
0O 0 13

associée au systeme d’équations
x—y—2z=1 (1)
y+4z=5 (2)
z=3 (3
Ce systéme peut étre résolu a 'aide de la «substitution a rebours» :
La derniére équation nous donne z = 3. En insérant ce résultat dans (2), nous obtenons
y=5-4.3 = y==7
En remplacant z = 3 et y = -7 dans (1), nous trouvons
x=1+(-7)+2:3 =3 x=0
Ainsi la solution du systéme est unique :
x= 0 x 0
y=-7 ou y [ =7 ‘
3

z= 3 z
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Matrices échelonnées

Considérons une matrice quelconque. On dit qu’'une ligne de la matrice est une /igne nulle
si elle est constituée entierement de zéros. Si une ligne n’est pas nulle, on appelle coefficient
principal son coefficient non nul situé le plus a gauche. Si le coefficient principal est égal
a 1, on l'appelle pivot.

Définition. Une matrice est dite échelonnée si elle posséde les deux propriétés suivantes :

1) Toutes les lignes non nulles de la matrice sont situées au-dessus des lignes nulles.

2) Le coefficient principal d'une ligne est toujours situé a droite de celui de la ligne

au-dessus.
Exemples
Les matrices suivantes sont échelonnées : ]
0 0 1000 9 2 4 6 1 2 3 4
0 0} 000 3 8[| 0 1 21, 000~
0 0O |0 0 0 5

Par contre, les matrices suivantes ne le sont pas :

1 3 5] 1 2 3

1 2
Cal lsosis| |000] [ooo
01 2 (010

Méthode d’élimination de Gauss

L'élimination de Gauss consiste a résoudre un systéme d’équations linéaires en effectuant
des opérations élémentaires sur les lignes de la matrice augmentée associée de manieére a
obtenir une matrice échelonnée équivalente.

Lalgorithme servant a résoudre un systéme d’équations par élimination de Gauss est simple.
Il comprend généralement les étapes suivantes :

1) Ecrire la matrice augmentée du systéme d’équations a résoudre :

(ou les * représentent les coefficients et les termes inhomogeénes du systeme).

2) Sinécessaire, échanger la premiere ligne avec une autre de maniere a avoir a,; #0.
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3) Si a;= 1 pour un certain j, échanger la j-éme ligne avec la premiere ligne. Autrement,
diviser la premiére ligne par a,; # 0 ou ajouter le multiple d'une autre ligne :

k% ok eee % | % 1 % % -0 x| %
* % % * | x| | x ok % * | %
% % %k . e * * % * * e * *

4) Pour j > 2, remplacer la ligne LJ. par Lj - alel, de maniére a introduire des zéros au

dessous du pivot :

1 *x x* * | * 1 % x% * | %
* % % * | % * % * | %
* % % ¥ | x| 10 % =x% * | %
* % % * | % 0 *x = * | %

5) Répéter les pas 2) — 4) sur la sous-matrice augmentée obtenue en ignorant la premiere
ligne et les premiéres colonnes de coefficients formées exclusivement de zéros. S’arréter

si toutes les colonnes de coefficients sont nulles :

r1 * % % | % '1 N
O:* * N 0:1 * % | %1
0:* * * *: __ 0:0 * * *:
. | . |

: I : I

0 |k ke * __f: 0 |_0_ ke * _f:

Répéter la procédure autant que possible

B * | ok (1« « % | *%
0 1 = * | *x 01 * | %
0 0% o x| x| —|0 01 N
1 : | ::

| | ° | - |

0 0% - = *: 0 0,0 - * *:

6) Considérer le systeme associé a la matrice augmentée ainsi obtenue et le résoudre.
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Exemples

Déterminer la solution générale (si elle existe) des systemes d’équations linéaires suivants :

x+ y+2z=9
1. 3x+6y—-52=0
20 +4y—-3z=1

matrice augmentée :

11 29 1 1 2 9
6 -5|0 -31 6-31 -5-32|0-39| =
Lz_'Lz‘ L
2 4 -3 1|71 9 |2-21 4-21 -3-22|1-29
(1 1 2 9 1
0 3-2 —-11+7 | -27+17|=1]0
L,—L,-L,
0 2 -7 17 0
11 2 9
0o 1 -4 -10 =
L,—L,-2L,
0 2—-21-7-2(-4) -17-2(-10)

systéme associé :

x+y+2z= 9 1)
y—4z=-10 (2)
z= 3 3)

o —

On remplace z =3 dans (2) :
y—43=-10 = y=-10+12 = y=2
On remplace z =3 et y =2 dans (1) :

x+2+23=9 = x=9-2-6 = «x=1

x=1
Solution unique : y=2
z=3
X 1
Notation vectorielle : yl=12
z 3

Vérification :
1+ 2+23=9

3-1+62-53=0
21+42-33=1

11 2| 9
03 -11[-27,
012 -7|-17
1 2| 9
Z4]-10!
=7]-17,
11 2| 9
0 1 —4]|-10
0 0 1| 3
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x—2y— z=1
2. 3x+ y—4z=2
4 — y—5z=6

matrice augmentée :

1 -2 -1]1 [ 1 -9 -1 1 1 -2 -1 1
1 42| —— [3-31 1-3(-2) —4-3(-1) | 2-31| = 0f7 -1 -1
4 -1 =5 |6 |2 i, [4-41-1-4(-2) -5-4(-1) | 6-4-1 017 -1 2
(1 2 -1 1 1 -2 -1 1
o 7 -1 -1 |=|l0 7 -1]-1
Ly,—Ly-L,
(0 7-7 —1+1|2+1 0O 0 0| 3

L'équation associée a L4 est
0x+0y+0z=3 <= 0=3 impossible

Par conséquent, le systéme n’a pas de solution.

Remarque. Sipendant ’échelonnement une des lignes a la forme :
0 00 --- 01]5b avec b #0,

nous arrétons I'échelonnement et concluons que le systéme ne posséde pas de solution car

I’équation associée a cette ligne est
0x; +0x9 +0xg3+...+0x, =0 #0.
Dans le cas contraire, nous avons un certain nombre de lignes nulles :
0 00 --- 010
situées en bas de la matrice et le systéeme est consistant.

Soit » > 0 le nombre de lignes non-nulles d'une matrice échelonnée associée a un systéme

a m équations et n inconnues.

Par construction nous avons r» < m.

Nous distinguons deux cas :

o r=n : Nous avons un systeme de r équations a r inconnues et la solution est unique.

o r<n : Nous avons plus d'inconnues que d’équations et de ce fait, une infinité de solutions.
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Matrices échelonnées-réduites

Si une matrice échelonnée posséde r lignes non-nulles, avec r < n, alors le systéme associé
a une infinité de solutions. Pour expliciter ces solutions, il peut s’avérer utile d’effectuer des
opérations élémentaires sur les lignes de la matrice augmentée de maniére a obtenir une

matrice échelonnée-réduite équivalente.

Définition. Une matrice est dite échelonnée-réduite si elle est échelonnée, telle que tous
les coefficients principaux sont des pivots (c’est-a-dire égaux a 1) et si dans toute colonne

qui contient un pivot, tous les autres éléments sont nuls.

Exemples

Les matrices suivantes sont échelonnées—réduites :

a S '@ 2 X
10 1 2 4 0 2 05 00
0o 1l 00018l 01 2], 0 01 0].
|0 0 0] [0 0 0 1
Les matrices suivantes ne sont pas échelonnées—réduites :
B ; i D]
01 1 2 4 3 2 105 120
1 0| 00018/ 1124, 001
[0 0 O] [0 0 0 1]

Méthode de réduction de Gauss—-Jordan

1) Echelonner la matrice augmentée associée au systeme.
2) Si r<n, réduire la matrice échelonnée.

3) Considérer le systeme associé a la matrice augmentée ainsi obtenue et le résoudre.

Remarque.

Lorsque la solution d’un systéeme d’équations linéaires est unique, ’élimination de Gauss
suivie de la «substitution a rebours» est plus rapide que la réduction de Gauss-Jordan.
Toutefois, pour des systémes «petits» (jusqu’a 4-5 équations/inconnues), le temps de calcul

«a la main » est comparable.

Définition.
» Les variables associées aux pivots s’appelent variables principales ou variables liées.

» Les variables associées aux colonnes sans pivot s’appelent variables secondaires
ou variables libres.
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Exemples
Déterminer la solution générale (si elle existe) des systemes d’équations linéaires suivants :
2x =3y +4z =0

1. x— y+3z=0
x—2y+ z=0

Matrice augmentée :

2 -3 410 [1 -2 1]0] 1 -2 110
1 -1 3|0 1 -1 3|0 1 210
L,—L,-L, L,—L,-L,

1 -2 1|0 [ 1 -2 1 OJL3—>L3—L1 0O O 00
[1 0 5|0]

e |01 20
—L.+
PP lo o0 00
X y z
Systéme associé :
x +5z2=0 x = -5z
>
y+22=0 y=-2z

Siz=1,avec € R quelconque, alors

x = —bt,
y = =2t, avec t € R (infinité de solutions)
z= t,

Notation vectorielle :

x -5
y| =t -2, avec € R.
z 1

-5
-2
1

Géométriquement, il s’agit de la droite qui passe par 'origine de vecteur directeur

Les variables x et vy sont principales (ou liées).

La variable z est secondaire (ou libre).
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x—by+3z+6u=14

— 2y + Tu = 12

2x — by + 6z —bu=-1
Comme il y a plus d’'inconnues que d’équations, ici il convient de réduire (car il n’y a pas

de solution unique).

Matrice augmentée :

1 -5 3 6|14 (1 -5 3 6| 14 1 -5 3 6|14
0o -2 0 7112 0o -2 0 7 12 -2 0 7112
L,—~L,~2L, L,—Lg+2L,

2 -5 6 -5|-1 | 0 5 0 -17|-29 1 0 -3|-5

(1 -5 3 6|14 1 0 3 -9|-11
— 0 1 0 -3 |- 0 1 0 -3 -5
Ly—L, L,—L,+5L,
[0 -2 o 7li2]pl o 0 0 1) 2
[ 1 o 3 0|7
0 1 0 0|1
L,—L,+9L,
L,—L,+3L, ? (1) (T) } 2
X y 4 u
Systéme associé :
X + 3z = x=T7-3z
y =1 — y =
=2 u=2
Si z=1t,avec t € R quelconque, alors
x=1T-3t
y=1 . . .
X ; avec t € R (infinité de solutions)
z =
u=2
Notation vectorielle :
x| [7-3¢ x 7 -3
1+0¢ 1 0
Y= = Y= +1 avec t€ R.
z 0+1¢ z 0 1
u 2+ 0t u 2 0

Les variables x, y et u sont principales (ou liées).

La variable z est secondaire (ou libre).
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3. Déterminer les valeurs des parameétres pour lesquels le systeme

xX+y+ z=
—Xx—-y+ z=
x+y+3z=
posseéde des solutions. Déterminer ces solutions.

Nous avons un systéeme a 3 équations et 3 inconnues (x,y,z).

Matrice augmentée :

1 1 1 1 1 1 1 1 1
-1 -1 1 0o 2 + 0o 2 +
Ly—Ly+L, Ly—L,-L,
1 1 3 Ly—~L,-L, |0 0 2 - 0 0 O0|c—-2a-
La condition d’existence des solutions est
—-2a0-b=0 — =20+
* Si sont tels que ¢ # 2a + b, alors le systeme n’a pas de solution
o Si sont tels que ¢ = 2a + b, alors le systeme possede une infinité de solutions

Considérons le cas ¢ = 2a + b. Nous avons :

11 1 11 1 1 1 0]|3z(-b)
1 1
1 111
0 0 2 +L2—>%L20012(+)L1—»L1—L200 Z(a+b)
0O 0 O 0 0 0 O 0 0O 0 O 0
x y oz
Systéme associé :
x+y =3(a=-b) x=2a-b)-y
z=3(a+b) = z=3(a+b)
) )
Si y=t,avec t € R quelconque, alors
x=2a-b)—t
y=t avec t € R (infinité de solutions)
z=3a+b)
Notation vectorielle :
x %( -b) -1
y|= 0 +¢ 11, avec t€ R.
z La+0) 0
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Théoréeme (Théoréme d’existence et d’unicité).

Un systéme linéaire est consistant si et seulement si, lors de 'échelonnement, il n’y a pas
de ligne de la forme

0 00 - 01]65b avec b #0.
Si un systeme linéaire est consistant, alors

« la solution est unique s’il n’y a pas de variables libres,

¢ le systéme posséde une infinité de solutions §’il y a au moins une variable libre.

Soit 72 le nombre d’équations du systéme et soit 7 le nombre d’inconnues.

Voici quelques situations possibles :

1 % % | % 1 % % | % 1 % % | %
0 1 =% =% 0 1 x| x 0 0 1] =
0 0 03 0 0 1| = 0 0 0|0
pas de solution solution unique infinité de solutions
1 % | % 1 % | % 1+ | =
0 1] = 0 1] = 0 0|0
0 0|7 0 00 0 0O
pas de solution solution unique infinité de solutions
1 % % % | % 1 % % % | %
0 1 * % | % 0 1 % x| %
0 00 0|14 0 0 0 1=
pas de solution infinité de solutions
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Théoreme (Unicité de la forme échelonnée-réduite).
Soit A une matrice de taille mxn.
Alors A est équivalente a une unique matrice échelonnée-réduite de taille mxn.

Preuve. Voir I’Annexe A du livre de Lay ou le site Moodle du cours :

https://moodle.epfl.ch/mod/resource/view.php?id=959673 |
Exemple

. a;; Qyy Qg . .
Soit A = une matrice de taille 2x3 quelconque.

Qg1 Qgy Qgg

La matrice A est équivalente a I'une des matrices échelonnées-réduites suivantes :

(1 0 1 0] 0o 1 0]
* , * , (2 pivots)
_ 0 1 * 0 0 1 | 0 0 1 |
[ 1 ’ 0o 1 ‘ 0o o0 1]
* * , * , (1 pivot)

0 0 0 | 0 0 0

0 0 0

0 0 0 (0 pivots)

L’espace R™

Définition. Une matrice de taille m x1 (c’est-a-dire formée d’'une seule colonne) est appelée

vecteur colonne ou vecteur.

Les coefficients d’'un vecteur (colonne) sont appelés composantes.
Lensemble des vecteurs & deux composantes est noté R2.

Les éléments de R? sont de la forme

. lv
v:[l

avec v,,U, € R.
) 1°Y2
Uy

Remarque. Nous allons identifier les points du plan avec les vecteurs de R? :

Xy
v
N o (Ul’ 1}2) [ 1
. U2
v, %, X
. . . vy
Le vecteur de composantes v, et v, sera noté parfois (v,,v,) au lieu de
v
2

Attention: Ne pas confondre (v,,v,) avec [v1 v2] (matrice de taille 1x2).
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Opérations dans R?

Addition :

Si 7, € R2, alors

. v w v, +w
THw=| L|+| t|=|"1 T1|eR?
Uy w, vyt Wy
Multiplication par un scalaire® :
SigeR? et LR, alors
. v Av
A=A 1|=]""1|eR?
Uy vy

Remarque. Lensemble des vecteurs de la forme A7, avec 1€ R, est la droite du plan qui

passe par 'origine de vecteur directeur .

1. Pour les physiciens, un scalaire est une quantité physique qui ne comporte qu'une grandeur. Pour les

mathématiciens, un scalaire est un nombre.

De manieére générale, nous pouvons définir R, avec n > 3, comme 1’ensemble des vecteurs

(colonne) de la forme
v=| “|, avec vq,Vg,...,0, ER,

muni des opérations d’addition de vecteurs et multiplication par un scalaire :

o addition : si 0,0 € R", alors

Ul wl U1+w1

v w v, +tW
srw=| 2|+| Z|l=| 2. % |eR"

v, w;, Un+wn

o multiplication par un scalaire : si v € R™ et 1€ R, alors

vy vy
v Av

Ww=A] 2|=| ?%|eR”
v Av

n

Chapitre 1 - p17



Propriétés algébriques de R”
(A1) L’addition est commutative :
T+w=w+0, pour tout U, € R™.
(A2) Daddition est associative :
@+d)+w=u+@+w), pour tout u,v,w € R"™.

0

(A3) Le vecteur 0 = est 'élément neutre pour 'addition :

0
i+0=0 et 0+0=0 pour tout v € R”.

(A4) Le vecteur —v =(—1)v est 'opposé de U :

G+(-0)=0 et (-0)+5=0
(A5) Siv,weR” et acR alors a(U+W)=al+aw
(A6) SiveR" et a,fc R alors (a+ pP)o=av+pu.
(A7) SiveR” et a,pfc R alors (afp)v = a(p0).
(A8) Si veR” alors 10="10.

Remarque. Nous verrons plus tard qu’il y a d’autres ensembles qui satisfont ces propriétés.

Ce sont les espaces vectoriels.

Combinaisons linéaires

Définition. Soient 4,,7,,...,U, € R" des vecteurs donnés.
Le vecteur
- _ - - - n
U=0a,0;+ay0g+ - +a,0, ER", avec o, oy,..., 0, € R,
est appelée combinaison linéaire des vecteurs Uy,..., U, de poids respectifs o ,..., a,.
Exemple
Comme
2 4 6 8 14
3 +2 = = ,
5 -7 15 -14 1

de poids

4
=7

- .. .. - 2 -
le vecteur U = [ est combinaison linéaire des vecteurs v, = [ 5 et U, =

respectifs o, =3 et o, = 2.
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Question: Considérons les vecteurs suivants :

1 2 11
by=| 5|, G,=|1| et v=|19].
=) 3 6

Est-ce que le vecteur U peut s’écrire comme combinaison linéaire des vecteurs v; et v, ?
Autrement dit, est-ce qu’il existe des nombres o, «, € R tels que v = o, U, + @, U, ?

Nous avons :

11 1 2 a,+2a, a, + 2a, =11
19| =a| &|+ay|1|=| o+ a, — Sa, + a, =19
-2 3

6 —2a, +3a, —2a, +3a,= 6
Matrice augmentée :
1 2|11 1 2 11 1 2|11 1 0|3
5 1119 —— |0 -9 -36|—F—]0 1| 4| —— 1|4
L,~L,-5L, L,~-3L, L,—L,-5L,
-2 3 6 Ly—Lg+2L, 0o 7 28 L,—1L, 01 4 Ly—Lg+2L, 0|0

Ainsi, U est combinaison linéaire de v, et U, avec poids respectifs o, =3 et a, = 4.

Remarque. La matrice augmentée est ici [ U, U, ‘ U ] .

Equations vectorielles

Considérons maintenant I’équation vectorielle

X0yt xo0g+...+x,d, =D,

ol dy,dy,...,a,, b € R" sont donnés et X1, %y,..., %, €ER sont a déterminer.
Cette équation vectorielle posseéde la méme solution générale que le systéme d’équations
linéaires associé a la matrice augmentée [d’l ay - d’k ‘ b ]
En particulier, nous avons ’équivalence suivante :

le vecteur b est combinaison le systeme d’équations linéaires associé a la matrice

— P . |7 .

linéaire de @, d,,..., d'k augmentée [ a; Gy - Q, ‘ b ] est consistant
Définition. Soient U, J,,..., U, € R" des vecteurs donnés.
Le sous-ensemble de R" formé de toutes les combinaisons linéaires des vecteurs 7, ..., Ek
est appelé partie (de R") engendrée par les vecteurs U, , U,,..., U, € R",noté Vect{v,,..., 7, }.

Nous avons donc

. (= . . n n
Vect{s;,...,0,} ={a,0; + a0y +--+a,0,€eR": a;, ay,...,a, c R} cR".

En anglais, on note Span{?, ,...,7,}.
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Remarques.

o Par construction, pour chaque j € {1,...,k}, les vecteurs de la forme /117j, avec 1€ R,

se trouvent dans Vect{7,,..., 7, }.

En particulier, en prenant A =0, nous trouvons que
0 € Vect{v,,..., Upts

quelque soit le choix des vecteurs v,,..., 7, .

» Nous avons les équivalences suivantes :

be Vect{c'i1 yeers [ik} < le vecteur b est combinaison linéaire de @, d,,...,d,
9z . . - - - 7
< Téquation vectorielle x,a@; +x,dy+...+x,d, =b
posséde (au moins) une solution
< le systeme d’équations linéaires associé a la matrice

augmentée | d; d, -+ d, ‘ b] est consistant

Interprétation géométrique de Vect{v}
Soit ¥ € R*?, avec n =2 ou n =3.
« Si =0, alors Vect{s} = {0}.

- Si5#0, alors Vect{s} est la droite de R" de vecteur directeur U qui passe par lorigine.
IMustration (n =2) :

X9 -

Vect{s} 1

—-

Interprétation géométrique de Vect{i, s}

Soient u,v € R"*, avec n =2 ou n = 3.

«Siii=0et5=0, alors Vect{i,} = {0}.

Si#i#0 et § =i pour un certain A € R, alors Vect{ii,5} = Vect{ii} est la droite de R”
de vecteur directeur # qui passe par l'origine.

«Sii#0, 7#0 et 8l n'existe pas 1 € R tel que ¥ = i, alors Vect{ii, 0} est le plan de R”
qui contient @, ¥ et 0.

En particulier, si n =2, alors Vect{ii,7} = R2.
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Exemple.

Towrer 1gustion du plan engorde” e =[£) ok 7= [2].

Tar definibion., Lo plan. darch est Vech inv).

On chorche Lo comdition dapparfenance o Vedi® 7!, adement dif,
o conolibim donistonce des solidions du cystime associe s e mafmie
pusmentée On o

\A 1 c.l ‘4 1
0 1
3 5 Losle2ly | § 5

Ly—L3-3L,
Par czwse%uuf)

1 1 a
- ZA/\ [ 1| b-2a _l
=3, %*'3’ o0 o lc-ia

F‘k eVeo’c{a',V} > c-Zb+e=0

Comme, c=2b—a, les vecteuwrs de VuHﬁ,ﬂ sod do (o fonwb

a
'o )avec &,LCTR.
2o

OVL a J,o'n('_ wae Cv—t'tL\,N_ ‘(‘he\s Sl'mp(.z_, You_r o(.z?‘zrmimr £oan
Ve.o(CMx &Fra\x‘he/v\k e Vﬂ,ct{lf,;;l(:

o

[%]qf—Vao’c 77 car 20-0=0+%

Z024

Par contre , [%2132} e Vet '(Z,VS car 22023-20%% =202 .
Comme los démerts de Ved A Zhson do o o [,5_ |
L,eﬁm{‘{ow olu~ Flow\, wim«o(rc/ pac s v est oonc
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MAI{"M m,aj?‘) u&“& A’L
Q:IWJ'\.DY\ SOltA YCL»J [_ a},l une ma-fr‘lce_iz,'éml&, X

NP B

W —» Ly n
el? sot =\ \ellL wwve,d“eu.r.
2

PL O‘L

"&

On d.e;(llm'{; e pro bk do A avec , vote’ A_f, comme. e ve chewr
oo obteran e Prema.wt‘ (x combinaison lirdaupe dis colonmex do A
avec Couiml Yu.vids, (oc wPojam’{YS 0(L£

— —_— —_— —_—
Ax = x o +,0, tt & €

Remargug .
Le rr‘odm} A:)_c> q{‘ o(z]/q;’ml si ef Swtwuuf‘ SL'/ [z, ere, de colomu
0{2_74 est ésd oy rombre de WPOS'M"'CJ do .

Exﬂﬂqz(b
St PFH&% :2,] (mabriee de toille. 7% 3) o ?Z=[aeﬂ23,

olors par o(L’P'nﬂ{m,

w2 esfg]eal ¢ (2] 6] 8] = =38
Reppel .
Si ©,7elR" alors lo produit scalaire. (cuclidien) est deini par
WV = WV, + UypVp bt Uy, Y, = JZl VE
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Regle “ligne ~colown”.
Lo \g—ém, composante du vectenr At e R™ o Produit- sealare
de b Y2 ligne de A avec b vechur colonre 2.

Extuple . Soiek A dh % comme dans |'oxtumple preeddant. Aler

\ 7

b\-h\= 2+6+12=20 o EM%\ =3+ 1S+ =47
e 23 L

(Re,yv\o»rglmt .

la l‘és(z Q(ﬁ;m— COLonvu.n d{' fm.{“fqu pour CﬁLCMIM {XID{AMW lu

Comfostf,vd‘ts de Az.?&f cva:re, voir AZ Comme comblnaison (l'Mgu}‘e,

des cplonnes do A est ubile pour dos calculs ﬂ\q/m'iuf [&@omﬁz‘ﬁbr\geé)

forema .
Soit A wae madrice detaille imxin. Soiewt TV doux veckeuss do R
of soit NeR un scalaire  Nows avons:
L AAT) = AT +AV
2. AOR) =NAX)

-u_l ) - W, +V .
SLK={3\& '\7=[\§\,a(prs Tf+\/=LL'- \\ et XJ,=@50L]

Vo, wt i Uy,

I R -
L AR = (u,‘-\~vl)0ﬁ:, o ("LV\:“VV\,-)Q—'\Z= WG V& Fee - Un Oy, R,

=, &+ i) (VT et g ) TAT+AY

| 3
2 AOR) 20T ¢ 40T < MNwEh - tuE) EABD  m
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Theoreme .

Seit A={T & -~ ) wee matnte detwlle mxn .

Soik " Alors

= 'Guabion AT =L, appdbie ehudhon mafraielle,

= Véguation vectorielle o a7 +2,7 +.o v w2, =5

-l Y steme. d'equatios lindaires associ€ & a madne owvvwva‘cé
o I

?oasé&ﬂ& fous leos Troi€ e mime enstmble solutvon

EXl’S’I"&\.CL do So(u}]‘l'cwf :

L' quahon, malricielle A= porstde une solufion, si et seulesment
¢ L est wne cambinascon, lineaire des calonmes de le madrice A.
Mdfreman dik

Az=T et ousisharte <= Teledia, o)
Donx quastions s ,wswL:
Question A: Commamt difberminer si T pout £¥rire. crame combingison
linegire dos clonnes de A7
Question 2: Comment déterminer 51 ['duation, mateicielle A% =%
et emsistode pouc Jout choix de TeR™ 7
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tXemEQ,

2 -3 4
Soiemt” A{l "y 3} o

] -2 A1
Détermirar sous qu,[(u conditiongs [Iﬂﬁm‘l‘iovv At =L est consighamde
Aubremant dib, cous c\uﬂu coditions L€ Ved- {El,&;,a;}.
Consio/rons (o mctrice m,{w\xml-e/e, [AI ] On a:

[Mé] \z -3 ‘f\ } 1 =2 4 \k,—bz} \1 -2 4
)=l 1t =13 T 113 b | ~— 012
1 =2 | et 1 -2 1| by L=L-Li|o o o

Ly—~Ly-L,
Condition o(.'e,y{;f-ehc_e, dog soludvons:
bbi+6,=0 = bg=L -,

by~
ZBZ_"'IOI
bz"'m"' '°z

Tor ('Jemwf‘wk,
AL =T et consistande & | avec B,,lobeﬂl
Comma X'E:_ \{Ao\l\i?'ig\%{é}+1°ZM=L,@T VL,
NG I RS & A -1
nowy Jfrowvm:

AL =L et cmsictante < TeVeekdT @y
Mnsi, Vet 1T @, @) =Ved )i, )
(plan dans R® qui conbient @, et B,
hdrewment dit, o pertie de RS tgendree par (Lo colonnc oo A est
aussi tapemdree par bt vecteurs T, eb 0.
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EV\, fm‘&u»\uﬂr‘, OV\.VE,/\"I.‘{J& [_a,d,[m c‘v&, \.a.-( c,olonvxLS de. AS’(C/F;VOJJ'

Comme s Combinaisons [ingaires dos vecheurs 0, & T
—- !
RHHRERCE
! -1

el (f) a2

=\- = - - A== -
ol S A
s[4 e[l 422
SR R M A T R

Kemarene, Dans o s, en ped monfrer gque &=0&0 +205 , dsun
Vet {2, 53 | = Veot {2 2]
= Ved 12, &)
=Veet (o] a7

{oréme .
Soit A une matrice detaille moxin.
les &Himmfl'nns M’Vam,‘l‘el smf clrw'va,[avxilw :

8 L’ef,ua/w'w matreielle A=L et consithante ywr'fwi’

2. Tout veckeur ,mdL rlien'te come covbinaison (neagre dog
colonnes do A .
3. les olonnes de A em;%oﬂwf : Vec'l‘{é{'f,.__}a,'z} =R"

4. o mabren ~€/c'j/%(pnhﬂ.2"m%ﬁ'{ﬂ afsocce a A ,l?o:cfe\o(c, W
pivo{’ par b'j»uz,.
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Prenve .

les o_ﬁ,«’.rmaﬂo«/\s 1,2 & 3 sonk e’cimivalum{'e,s 2 canse oo G a(g/fm‘:cm
du probiat A%

Soit R (o porme dchalonnee- duwite. associce & (o mafrien A
Nows avons denc [A 1L ]~ [R1d ]

St et wie, obors W dovnigre Ugne do R est v nelll et
Veuabion, AZ = et consistante pour ot Le ™ et 0) et vraie
St 4) est passe, dors o derwidre lpne de R et nalle o lorsge_
o dorniere Compastute do J st nowwnllg ) (e xydiwz, AZ=1

n,a pas da ro(u‘]‘n'm . Pe.r CDVLW%\ALV\}, 1) eS‘t f«aMNQ aussi . [ |

Syshemet d'Guations lindaires Lomogdnes.

% rysf*éw O('J&/Tu,ahw linaaiveS est ap,zelo,/ Amgémf’, s'il pent J<erie.
sous (. forme AT =0 ok A &t tnt. mabnice oo tully mxn ef DR
Cons€jumamece .

Un syrfém homostne est Teay‘our:r cogittant cor Z=0c R e ume
soludvon du Systeme, eppolic solution Trivials .

Un vechour nonnil 40 soludion du s\jsﬁw. sera afrc(z»/e
soludion, o —tniviale .
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Queshion . Sous ciuzﬂz, o dihion, un J'ty.rfe\w. Amfém& ro‘!’fid& des
iong non~Triiales ?

Cemefc(;wzmw (Jw Hreveeme dlepitlence of uneile dos mer)

les &HJFM&HN\J Sulvarites sonk ci,-,w'm[&v\:]w :

1, A% <0 pessede dos solutions mon—frvrales

2. \2-3Q Q posstde umr mfm{-c de soluhons

3.l § < der varableg Ghees

4. il y o das olonnes do A s N_Sokf"x\.f §SOCiERS &, ia‘rivzﬂl&

For W{Tow olfernsdvve ;
les &H.ima,{‘l' ons IW’V%‘I‘&J gov»f c%w'vm[&vdﬂf :
i J—\‘x«so So(wl‘ s won—Trviales

2. \T = fo.S)'{,JJL unt Soluhion e N (=T)
3' D(L VAr'ta,LDLOJ (h'oPeS
4'. (av ‘/orw\lL efc‘/\a_(owv\_zfﬁ—re/cluie, a;roa'e/e a A Foyyéo(q_,

W \pivo’c por cslonne .
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Exemple . .
2x-3y+4&2=0
COnSiOQfmns le f‘yr/‘ém L\.ohmaéy\g_ { 'i— %-&3}-—-—0

x-2 + & =0

Le,ro;wfml'tw ddmentices sur (e ligres de b, mitnce m;mwleé assoeile
Nows d.ohwbvd'z \/a,m‘bL(v, Llre

2 -3 410 @ o)

=1 3lo| ~--- o Z

1 -2 11io o O O

Tar W“Gl"‘“’“]‘, le Sjﬂ“c\m posse,dL dos rolufont mew-Ttnviales :

m =tm ,avec telR. .

LleM.Jﬂwvl)[Q Jol«ﬁli'ow exl" o(B-vxc, Vecl'{[-—%]g 6w Ved‘{(—- 5,2 1)}

Thisrtms . Sort A we mabrice do taille m xn .
Suppeses que 'eGuadion AX =L et consistante pour un cuctain :
Soit 7 TR une. soluion. do AZ =T (c'est-a-dire tel que. AF=1).
La soludres, Tb’m’mcb do AL = est eagemble dos vectens do
o orve WP+ 7 yu VeR" et une soludring do AZ=0.
Prewve. N voic: 1) W=p+7 est une solution do AZ=
2) Toufe solution s'cerit sous o porma 7|>*+ v
) Tar hypotlese TeR™ est Fel qu Ap-
o veR" st fel qua AT= 0
On o AW=AFH) =AF+AT - +6’
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2) Soit % une antre soludion do AX=D

O o b=t }=» Ao-Ar=T-L o A@-7)=0
A7 =T
> 7=%-7 est une soludion oo AX=T
> W=F+V m
Remarane

e théordme wous dit qua pour obteni~ toudes les solubions do AX=
il mﬁm’f de connalitre :

— ue Solubion e do AZ=1

— toufes les solibions de AZ =0

Inda:'p,mfimce, Lindaure .

e’im{’n‘m

Soient Vi Vo,V k vectewrs do R™

¢ O it gue. Mewsonlle {7,000l est Lindaire ot inderondiut
(o, Glre) si {'snigus. soluion de (Sqnahion. veckorielly

—>

xlT/T+9cbvz+ .-.+7ck—\/:_ =0
est (a So&»’l‘-'em fm'vfa,Q, 7’325’6 ]RIL.
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IIL/

(ow (€7) st (Guahion vectoricle

— —
2, F N+ gy, =0

e O ot gue /MS%UL {'_’ v V,J est

FoSS'},dﬂ_ une

En }70\(‘(7'0(4,4,:6(; 51/76)()'17%, des POI'&S CI,--VCKM»\.'HMI M(J' '[ZE/J’ UL ;

—_— - — —
cVit G Vg +--tg, v, =0 . cF)
On a.deQ, (k) e velafom, do olaflmalmcz, (indaure..

EXwe(Qg,
| les vecteurs VT'-‘\%\ ,V;'-‘\éx ek Vg={§] sond Linedre mnd
fV\,A-f,pMaM:(T car (e MAJLH'CL MJWM-'I'Cé er.roc,{eé ;\, /Ieéu,c.‘!“:'o\,

.-o — —>
veckovielle AV +, v+ V5 =0 est .
Lelo AL
—> —> —a o 3 ©|© o , .
w5181 (53 §[3] —135502] oo ire)

o_
wo =

IJ

2. les veckeurs wi= [ } Wy = [ X Wy ‘Z} souf Linad rement
0 O
dépondants car (o mafrce qugmentes esrociee a, /ega,qf,ov\,

| o [5)-¢[3] e

o]
(&

vecj‘or‘ic“e, x.w]+2thL+Ig Wg"’O csf:
(o} é:)—z
@) o A
(@) O O o

Une relatjon de oQ’p,emo(mcz, Uneare est ies 2\}7,' —ZvT/; 1—'\7«/';’-'—"6.

o
o

71 (L Ye
— = R
o O o
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Romargus -
Soren SZ,.-.)E:V m vedewrs de

o s A=l - D) @ metoce de fuille mX o & colonnes bf,’,--_]&:.

Nous avons (e§ e%w'mlznca.s sulvandes :

EI,---,E:\,H ensondle e <= AT=0 yosse\oQ, et S0l gL .

{TL",...,EI,} Lagemble <= A£=F¥05Jé& Une.

Exewmpla.
Les colonnes do (o wmotnce A [ Lsﬂ Sonf line@ire mamnt

yA

] =

1 —2Z
vu»d.w&lt\( coxr (a- S'OMW'\: deo Ai”—‘ﬁ f

i':f[——szx . avec telR.

4

-3

Cas Fawﬁ‘ cliers .

enstmble {?S' 25t Gneasrement 1'nanae,m(am7L 5 ef seulement si VT,
- L’eﬂ,.s*&mlol-t {—\Z,\_f} uf LM@W 1/\.9(1;0%0(&1'\1" si et jm/&MMJL i

les vecteunrs a et 7V ne fowf']m,s mﬁfplu ’{m de (éawlm.
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Thiorime . (Carackénsatrion, des ensembles linairement dépondands )
Soient ¥,.., 7, k recteurs do R"

Vensemble S=ﬁv\,\7;,.-_,vh]1 (wee k37) est Undairement dipondant
si ot sadoment 50, awmoing um des vedteurs do ' peud seorire. comme
mbinaison lineare des putres.

"Pf‘@%Vﬁ .

‘. — —_ and —_—
<—) Si Vp= oY Yol,v, t .. ’ro( - J- +o(d+'VJ-+,+...+p<kVL ) afor\y:

>

—_ —_ —_
V, oelvzi-...+oea-_,vd._,+(—0 Vit &y l‘/j*‘+"'+°(kvk_=0

(relatvion do dipondince lindaire car —140)

=) Supporns que S=177,, V.1 est G
A voir: um du '15’ sEeril comme. combingason lingire oles autres.
* si '\71“='(')> alocs frows pouvony écrre 7= I’;:* 7+.__+ 17;:
. si 1/=l:O alors par l\\,jpoﬂw& Sl Yy @ ar reledion Ao o&/)@adancc
lindaire ¢V, + ¢, Wb Ve =0, avec ¢,y Cp hon four nulr.
Soi(f\j & plus grasd, inolico tel qua Cij%O.

—_ = . —_— >
COMML V]‘#-O,NM&S avond J?ﬂ car siww\,) C\V|=O ovec CI*O

)
' ' — > —_ __) —
ins eVt G H 4 C =0 S Vi=-e V- - —q Vi,
v

et V seonit comme tombinacton lnezie Ao 7. Y- 1 Ve Ve

T eSSy Sy .
v, E&-v, Cav -- = Via \/JH+-__+ Vh o
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Theoreme .

Soieat T, 7 k vecteurs de R™,

Si ,O»Lor‘S les vecleurs '1-’-,'/.__}-17‘: J’m«f

Trewve.

la, matnce IAt" [T/T\—/:] e,:l' wne mfn‘ce. 0(2_.7(0«/1/(1/ hx/e.
St ,alors o matrce msm#é issocee & A =0
Po:sith fﬂrczfmw}{' dos Va,n'wL(a,J &'LY'CS)CL a,l,q, z'lufliﬂ’he_ (k,
&/,FL'\,M Cau?we Ao ]7",___77; . ]
Théoreme. .

St um enseunble S={V:,.--,V,:_§ m‘{‘:em{' b vecleur /\M/, alory i/e!’f
_S,wc_e’w-ud' Lt’-C/.

?rew/ e.

Supposong que '\_/T=6 (sl'rww on revuumieste b vecltewrs].
Nows avons [ reltiomn, o &ﬁmm (inedsre :

—> —_ — >
W0 +Uvg +...+0v, =0 u
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ko ducton aux wpplicai"vas lindaires .
Soit A vt watrice di toclle M. Soit 7 e R Vb solt Te R

»Z‘iM'I'Tow watorecelly A= P“‘f 2fre vue sous porme

dgnemigut: % pasiplicativ par A /{R’M
= | 7 | ¢

7

Lo, medeice A€ +mm?vtorwz, o vectenr 2" en be/R.

’\ZQSOIAAPC, Ax—% Y‘&Vl%ﬁ(’ '("Y'ou,Vtr“ x or«l e,.fl- 1Mfom~e e, b .

Dipindion .
Ume trovmstormakion T de R dans P est ume applicafion qui
o chogue el pait arrespondre un unigue G R
In woke TE)=C
Lensemble B est appele’ lo deovoe do T o espace do dipart,
Leasemble B est eppeld lo codomnine Lo T o espace d arrivee .
L enseble

{TeR™: il existle ZeR™ fol que TG2)-6 § < R™
et oppeld ozt do T, note” TnlT).
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E)(emp le mportand .
Soif A=[aa] e mafnte do talle s .
9"» PUAf' 0(-0,/'0}%"‘ le. fmwfomaf/‘fow T 'Rn"" TRMSwivahJ{‘e'-

TE)=AX = 2@+ +2,8,,
oppedfe transpormadtion metrcielle assouee & (2 matrce A
Propriehes .
Soienk i'ITO’eTP\n o Ael Ona
LAGG) = AXHA = TE W) =TE)I+TE)
2. A =NAX) = TOL)=2\TE)

Deéfimbon .
Soit T:T\Zw—éwmwmtm&omaﬁm. e it que T
&l wne epplication (endaire (oo fms](orwlrfovu lineaire) si
LT EATI=TIRH T ) pour toud @76l
2 TOAR)=AT(R) pour toud TeT o Aell
andremant dib) si
1. ['l'maﬁc de (o somme de devx vecteurs
est o somme des {mapes oy dowx yectenry
2. Vimage du wadbiple o'un vechenr
et mL’vau ole l’{mj\o_ du veckemr
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A T: K—*[Kz car TCx+3)=(x+:7)z= x +t\77’
et THI+T( La,) = )(:L-I-UL T(xw)
T-T—TR CAr T(x+5)= \/Jc,—a-\j'
X +—= V¢
o TE)+Tly) = VX +VYy T(x+\:7)
3. T: R—= R st Lroanre car T(x+tj)= 9(x+j)= Boc+ 93 ——Wrx,)-]—'nﬂ )
x¥—3x _
T(A%)=9(0x) = "AN(320) =ATtx)

AT R—R coir T(x_+3)= 9(%1—3)
LTi—3x
et T(x)i—T‘(\j) =9 *’33
= 9 '\‘3\Lj
Tlury)

5. TR — RS dspinie Par T( [2])“— [3;:52-2 et Undaire:
)T (ol ) (e e
2 M| 2tV

iGu.ﬁZuz) } (3V+ZVL] = 3u.l+2u_,:l [3v.+2v2}

(“'1 5u,) *'(vl 5v%) W, —Su, Vi -5y,
= TRHTE)
Tl =T3)- T - o ]
=AT@)
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?mzos’ I’Iquh .
Si T ”(n___’ est une c._”)(h'ufl‘ew (r2aire a(nrs 1—(6) =
Trewve .

Nour eyons T(_éa”) =T( OTI.) i D T(’u?) = —0—> u

La, contrarreeiproque de catte appirmibin s'eerit
QS(, T(SD a,(')rS' T.‘ 722%_) A ofrac‘\h% UM&X»@“

ef- donne um ritere simple powr decider 51 une transpornation,
nest pas ume application (ineaire:-
Cowme T:R—=R. depinie par Th)=9x+ F et felle que Tl0)=3+0,
on condud Fout oo suite gt T nlest pas lineaire .

St T(0)=0, alors T torceimund lindre. .
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Conséguamces de le o(z?;a‘nﬁ'bh.
Soit T2 —R™ (e o.ppficzv{“m Lindaire.. Alors
Q.T(C_Lz+d,_\-/>)= C,T(u, 1—0(7_(1/) Jour %Duf u Vfﬁ dccléffz

b- Trincipe de Suferf?osl{?on:
T Bt G+t ag)=c, T@) +c, Tl ..+ ¢, Tl )
pour tfouk Uy, W, 6 R of ¢, ¢, R

TPreave.

0. T +d?) = TR+ T4 & <T@+ dTw)

b. 1 sulpit d'éerive o W+ W, F .+ U= c‘ul'l—(c,_'ll;%-.-}ckﬁp

d,— m(‘l'(ifer lﬂ— pa.r‘f‘fe o.. (f(usfmrtr ]LofS) ) |

Matnce dume &pfﬂiwﬁ‘om (o -

Nows avons vi. que pour Foute matnce A de faulle s,

b frenspormotion matrcielle T(32)=AX est ume application
Lndovire .

Nous elons voir maintenant que powr touts application (incaire

TR =R i exitte unt wmique modrice A de tullle mxrn
tlle e TE)=AL  powr fout ZeR™
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Exenmole.
Selt T: R"— OLL/{_A"M@ P
T(oc)\j')——" (41*—53 , Z'x——v , 314«13)

SN

5

Do N 4 5 J VQ’/&J
dew"l_(oc)-——ﬁ\'r. avec A={z )
3 7

On_ re,ma\n'{lhﬁ. LTML
¥ 0 +5 5
)5 8] o oI35
sont s wlonwnes do o matrer A .

l
o
SDLC‘Ai; .éf:‘ox ?—.I:
l L Z
o

G

Soilk X = ‘% \eﬂ?f” i~ vecteur ?M{wh7u.
X,

Par onstruchion,
MI:W oU:t) _5¢+=[€\€;~-~€W xX
Ty
JB‘@JAN‘I’\OV\ - P\ O 00
—_— — — P ‘O o‘:::g
Lo modaea I\a:[e\‘e—z"'ew]: 70

est a”ld,z:f, (& matrcr tdambile Cow wnite ) de {‘mlUL nxXn.

N Z=1.%
OWS OQVvOWg§ : x——ln’x,
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Sot T:R"— wrt gpplication lindaire.
Soit X =%, €, + %€, *—~--+D(.n€: cR™ un vecTeur ?m/c,om”u.
le principe do .vufe.rrosfﬁbh, impliqnt

TE)=2,T&)+x V) +... + %, TE),)
Rinsi) Uimage de % af antidroment difermin par @r imoges
dis vectours &, e il suppt do calenle— TR@), .. TE)
pour omnaifre TGE) pour un vecfenr ZeR™ qm(cona‘u.
Comme  TGE)=2,TE) ru, Vey) +... 42, Tley )

=[TQ) &)~ Tler) ]

rows svon dene TRX)=AZ o A=[Tle) T)--Tle)]

—DZEflM?lﬁ'gW,
Sort T R IR tne. app licahon, lindine . Lo matrica de faille, vixn
donk ls (olonnas sont les imeges da§ w vectewrs €, e

A<[TE) T6) -~ Tee,) )

est Otfp-?.l.o_/e ma,"‘n'a CAMMCiMQMb&/\JL &SJOGQ & T.

Theorewr .

La matnece A ccwwvd'glw»«w}' assoute X T est /’quz, rvw\,'lln'cz,
de fadle m xn telle L’IM, T(Z)=A< pour tout 06 R".
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Conséauence.
' application indaire T2 22" est clone o framcpornshon,
mabncielle ascocide 3 G matree =Tt - Tlen)],

Nous avons |‘quivalence :

T: " — ]7 TR —
a»prceJrfon lindaire R { fmn.rvcvrmaﬁm\, m.afn'u’e/&

Exemples -

Construire &g matreer ca,mwciwe,w{' a5 A€el aunx

opp Wecdvone b naZaipel Swivame | :

. TP clx/{/\‘wle_ pc T(x,uo,%):(ll—x—zn 32, Se+6y, Ix—2)
T(1,00)=(4-0+0,5+0,3-0)=(4,5,9))

1)

473
T(0,4,00=(0-2+0,04(,0-0) = v D A=|5 00
3 0 -l

T(O)Oﬂ):(O—‘O'\'X’O+O)O—4)=(3)0)“,)J matner Tx7
2.T.R° = fosxm prr T(x,cg,?):(ll-x—zn +32, 5x,+6=3)

T(4,0,0)=(4-0+40,5+01=(4,5) \
T(04,00=(0-2+0 04( )= 7= A;[g 31
T(001)=(0-0+3,0+0)=(3,0) | mateice 7,%3
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3TF - difinie par T(z,y)=kz-2y, Sxrey, Ix)
T(1,00=(4-0,5+0,3)=(4.53) 4
=2 A=|5
T(0,4)=(0-2,04¢,0)= 3

matner Sx7,

4.Rd‘a'l'fon f ! UZ,Z—” 1?\2 d)ahs(l % MOUW dg, I‘or‘fjl’vw_ (c’ans b teme Po.S'l'Jv'J_ O)
K

v
B
s
(1,00 = . 1
{;(0)1%(-\,0)} ” AJ”{ O]
dlov &2 =A?’°Z = ?([;D: [ d‘;][;]
= f(x,9)=(—3)oc) pour Tout (x,?\éﬂz.%

5. Rd‘aﬁon fezﬂz,z_;,'[P\?’ d,]ﬂms(a 6 auiomr d!b I‘0{"1‘5llvw_ (L‘lans o seme Po.ﬁ'JvJ,a)

3 /\ |\\
B =
A y
Py (1,0) = (costo) iiulel) | A [ ”an(e)]
9%(0,&) = (——sfnce))ogg(e)) = % ®$(o)
N — — x —§in(0)
dlow: S’e(%): A%x = ?«»(MF[ CDS(G)l [;]
_ _ . OWY" LOU\,{';'
<= plx, 4)= (o eoste) - y siM0), x ty cos (o) ) T(x,v)e B
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b Sjm&r‘fc 6: [RL*R’Z atlo\,xa OE ( "macoir Vef‘l‘fc.al,“)

RARN )} = A:L ﬂ
(0,1)=C(0,1)
dsu 0@ -AZ © S(mH ‘3]["1

‘Zf
= s ([I-5]

{ S‘(x,tf())'=(—x713) rou,r '("DMJL (QC)\Ij

:Aé'p‘w%’w\,.
Soﬂ‘ T'- IR‘“——> IZW\/ ung. ’lemf:orma,fion A

)e®"

- On it que T est Sw‘Jﬁoh‘ve sy IM(T)‘—‘"ZW\': foul vedkeur do R™
€Sf L'mJC 0"‘&,«, Mo InS LM Ve,c}&u* dl, RVI, c'asl*-a\.-—oUre, T_('.?)zg

Q.tl’m.ef_ Om, ywWAWNS  UWnL So(&i‘f‘br\, 5'56 R\a rou,r {"ou,{' T;e IRWL

- On it quq,_rest' in‘ie,ch'\/e, si toul vedteur de RM” est image_

dlo plus um veckewr oo ]RYL) cest—a-dice T() =T
O.o(»w\!f aw lo(M,S wnl SO(M,{‘l'o«N e RV\, pour f‘owf" EC rRm.

-0 dit gu T est Lijechive s fout vechur do X est image

dloxactoment un vectewr do P,
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Tl’\fzfm%me_ .
Seif T‘ mnﬂ e &pplnc,oi“ww Lma/ame_ .

On o l'e[,uivmlf/nce, :

T est (uj‘eojﬁ‘ve = =) ext l'ma]uz, solution, de TE)=0

Trewve. .

=) Supposons que T est ivjeo’l‘rve_.
A wir: =0 est l'umigue solubion do TIS)=0.
Comme T est (negire, ow « T(0)=0.
Tar conséquant , T=0 est wme solubron, do T(X)=0.
Comme T est injedhive , T(E)=0 admel an plint wee soluhion .
Ainsy, =0 est I'Wﬁm solubion. do TGC)=0 .

<) On v montrer Lo confroposee :
“si T ,‘nJedh'vc alors =0 / ’qu soluhion,
do TE)=0."
Supposong que T wnlest pes fmJ'echve-
ors il esdste (aw woing) L TER™ fel que TR )=
admeb plus dunt folufitm. Seient T, 7€ R" deux solufrons
Liskncres . (T@) =%
{T(\‘/’) =
Comme T est lindaire | on e
T(@-V) =T@)-TE) =T =0

Pti.nsil t_:——7=l=—6; eij AnSSL une So(w'l*l‘on J.Q, TGCT)‘—’-? [ |

Gvec —l;t,.=/=7 (aufrew,«jf abl,t )-li"‘\_/>=l=—0-’)
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Thdorgme .

Seit T:R"—T" ume application lindaire .

Seit A la matece do taille vxn c,a\,wowzium»\.-{' assouce & 1.

Les ageirmations sulvantes sont e/ciu}.V&Le,V\.’l‘e,S ;

LT injectrve

2 TG =6 admel au plus wnz solubion, pour Touf Te R™

3. %20 et l'wiique solubion de TE)=D

5. 2<0 est 'uwique solubion, de s @t +%,85=0

6. Lles n colonnes de A sont Linezirement independanter.

1. le Porme echa(onnee-reduife essociee & A a un pivot par colonne

4.2=0 et l'wwcl% solubion, de A:f".é,

Thdoréme .
Soit T:R"“—= wne Qﬂ,uuicow lndaire .
Sol,‘f A (o wateee do taille XVl c,,\,v\othiume,»d' a,ssode?, ;\, T.

L£S a.{,(,{rma:l‘l'an&' wivayd'cs S‘ow'[' équ;V&lew+CS;

{1

2. TG =T admet solution, powr touf TeR™

3. AX=T admet solubion, powr toul TeR™

4. Tout TER™ s'éerit comme combinaison (indaire des colonnes do &
5. Les n colonnes do & &asmdr@hf

6. Vet {2, a0 1=

{ le Porme echalonnee-redwile essocez & A @
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