1. Equations linéaires

1.1. Systemes d’équations linéaires

Motivation
Probleme 1

Soient a et b deux nombres réels. Trouver un nombre réel x tel que ax =5.

Nous distinguons deux cas :

= sia#0 alors : :
x=— (solution unique)

a
= si a =0 alors nous avons deux possibilités :

» 81 b =0 nous avons 0 =0 et x peut étre quelconque (infinité de solutions)

» si b#0 il n’y a pas de solution



Probleme 2

a) Trouver deux nombres réels x et y tels que

x+y=>5
{x—y=1

Dans ce cas nous avons une solution unique :
x=3
y=2
b) Trouver deux nombres réels x et y tels que

x+ y= 5
2x + 2y =10
Dans ce cas nous avons une infinité de solutions : N

y=5—-x

c¢) Trouver deux nombres réels x et y tels que
x+y=5
x+y=3

Dans ce cas il n’y a pas de solution.




Deéfinition. Une équation linéaire a n variables x4, Xo,...,%, estune expression de la forme
@ X +QoXg+AgXg+ -+a,x, =b, ou ay, a,,...,a, et b sont des constantes.

Les variables d’'une équation linéaire sont souvent appelées inconnues.

Définition. Soient m et n des nombres entiers positifs.

Un systeme d’équations linéaires a m équations et n inconnues Xy, Xy,...,X, estun ensemble

de m équations linéaires qui peut s’écrire sous la forme :

ayX; + Qi9X9 + @y3xg + -+ ay,x, = by (1)

A9 Xy T QgoXg + AggXg + -+ g, X, = b, (2)
$ , (%)
| 1% T Q0% T QpgXg + 20 T App Xy = bm (m)

ou les nombres a; € R (avec j=1,2,....m et k =1,2,...,n) sont appelés coefficients du

systeme et les nombres b,,b,,...,b,, € R sont appelés iermes inhomogenes du systéme.
Une solution de (*) est un n-tuple (x,..., x,) € R" qui satisfait chaque équation du systéme.

La solution générale du systéeme est 'ensemble de toutes les solutions de (x). Elle est aussi

appelée ensemble solution.

Un systeme d’équations linéaires est consistant (ou compatible) s’il possede au moins une

solution. Dans le cas contraire, le systeme est inconsistant (ou incompatible).



Probleme: Etant donné un systeme d’équations linéaires, déterminer s’il est consistant ou

pas et si c’est le cas, déterminer la solution générale.

Théoreme. Chaque systeme d’équations linéaires posséde ou bien aucune, ou bien une ou

bien une infinité de solutions. Il n’y a pas d’autre possibilité.

Proposition. La solution générale du systeme

r

A

\

A% + A19X9 + @13Xg + -+
Ag1Xq T QgoXg + OggXg + -

+ aq,x, = by (1)
+ as,X, = b3 (3) (*)
+a,,,x, =b, (m)

est la méme que celle du systeme obtenu a partir de (x) a ’'aide des opérations élémentaires

suivantes :

1) Echanger l'ordre des équations.

2) Multiplier une équation par un nombre non-nul.

3) Remplacer une équation du systéeme par la somme de cette équation avec un multiple

d’une autre équation du systeme.



Question. Comment résoudre un systeme d’équations?

Considérons par exemple
{ x+2y=-1 (1)

3x+T7y= 1 (2)
En remplacant ’équation (2) par (2)—3-(1) nous obtenons :
x+2y=-1
{ y= 4

Ainsi, y=4, x = —-1-2-4 et la solution cherchée est
x=-9
y= 4
-9+24=-1,
{ 3(-9)+74= 1.

Vérification :

Remarque. Lorsque le nombre d’équations et le nombre d’inconnues est plus grand que

deux, le calcul se fait de maniere plus systématique a I’aide de matrices.



Définition. Une matrice de taille mxn est un tableau rectangulaire de mn nombres réels
disposés sur m lignes et n colonnes. Les éléments de la matrice sont appelés coefficients

(ou élements) de la matrice.
Nous utilisons des lettres majuscules pour noter les matrices :
A, B,...
et des lettres minuscules pour les coefficients :
ap, est le coefficient de la matrice A situé a la j-éme ligne et la £-éme colonne.

Une matrice de taille mxn a la forme générale suivante :

.
@11 Q19 Qyg A1n
a a a a ,
A= 21 .22 23 on , m lignes
| aml a’m2 am3 Ut Amn 1 J
n colonnes
Exemple
) 1 3 5 ) i R
La matrice A = 40 7 est une matrice de taille 2x3 ou

all — 1, a12 :3, a13 :5, a21 :4, a22 :0, a23 =17.



Notation: L'ensemble des matrices de taille mxn a coefficients dans R est noté M,, ,(R).

De plus, nous utilisons parfois la notation

A= [ajk ]
plutot que
a1 Q19 Qq3 A1n
A= | %21 %22 %o on
| aml am2 am3 amn )
Nous utilisons aussi la notation
A = a, a, a,
ou
aqq Q19 A1n
a a a
R 21 R 29 R on
a’l = . ’ a’2 — . KRS a’n - . ’
a’ml a’m2 g amn

sont les n colonnes de la matrice A.



Notation matricielle d’un systeme d’équations linéaires

Considérons le systeme d’équations linéaires a m équations et n inconnues suivant :

r

Qg X T AgoXy + AggiXs + -+ + ag,x, = by (2)
\ Q1% T QppoXy + QppgXs + 200 F Ay Xy = bm (m)

Définition. La matrice de taille m x (n +1) suivante :

@y Qg Q3 0 Gy, | by
Qg1 Qgg Qg3 Gy, | by
[A‘ bl=]ag; Qg9 agq - ag, | bg > m lignes
| 1 %2 %3 7 Qmn b, ] )

v

n+1 colonnes

est appelée matrice augmentée associée au systeme ().
La matrice A € M,, ,(R) est appelée mairice des coefficients du systeme ().

Le vecteur b € R™ est appelé le vecteur des termes inhomogenes.



Opérations élémentaires sur les lignes

Comme les lignes de la matrice augmentée correspondent aux équations du systeme, les
opérations élémentaires sur le systéme nous donnent des opérations élémentaires sur les

lignes L ; de la matrice augmentée [A | b :

1) échanger deux lignes : LJ. —1L,
2) multiplier une ligne par un nombre A non-nul : Lj — /ILJ., avec 1 #0
3) additionner un multiple d’'une ligne a une autre ligne : L, —L,+ ALJ.

Définition. La matrice A est équivalente a la matrice C si C peut étre obtenue a partir

de A al'aide d’opérations élémentaires sur les lignes. On note A ~C.

Exemples

Nous avons les équivalences suivantes :

1 2
3 4

1 2
3 4

3 4
1 2

1 2
3 4

3 6
3 4

> >

L,~L, L,—3L, L,—~L,-3L, |0 -2



Théoréme. Soient [A | b | et [C] gl] les matrices augmentées associées a deux systémes

d’équations linéaires a m équations et n inconnues.

Si les matrices|A | b] et [C] d] sont équivalentes, alors les deux systémes possédent la

meéme solution.

Preuve. Nous avons vu que les opérations élémentaires sur les équations d'un systéme ne
changent pas la solution générale du systéme. Par conséquent, les systémes associés aux

matrices augmentées [A | l;] et [C| d ] ont 1la méme solution. |

Conséquence. Pour trouver la solution générale d’'un systéme d’équations linéaires, nous
allons faire des opérations élémentaires sur les lignes de la matrice augmentée associée de

maniére a obtenir une matrice augmentée associée a un systeme plus facile a résoudre.



Exemples
1. Considérons a nouveau le systeme
x+2y=-1 (1)
{ 3x+7y= 1 (2)
Le remplacement de ’équation (2) par (2)—3:(1) correspond a l'opération élémentaire

sur les lignes L, — L, — 3L, . Nous avons donc

1 2| -1 1 2 -1 |1 2] -1
3 7| 1|L,~L,3L,|83-31 7-32 1—3-(—1)]_ 0 1| 4
et nous retrouvons le systeme
x+2y=-1
{ y= 4

Plutot que de faire la substitution de y = 4 dans la premiere équation, nous pouvons
faire I'opération élémentaire sur les lignes L, — L, — 2L, pour trouver
1 2] -1 1-2.0 2—-2-1 | -1-24 1 0
0O 1] 4 0 1 4 0 1

ce qui nous donne la solution directement :

x=-9
{y= 4

-9
4

L,—~L,-2L,




2. Considérons la matrice augmentée

1 -1 2|1
0O 1 4|5
O 0 13

associée au systeme d’équations
x—y—2z=1 (1)
y+4z =5 (2)
z=3 (3)

Ce systeme peut étre résolu a l'aide de la «substitution a rebours » :

La derniere équation nous donne z = 3. En insérant ce résultat dans (2), nous obtenons
y=5-4-3 — y=-1
En remplacant z =3 et y = -7 dans (1), nous trouvons
x=1+(-7)+2-3 — x=0

Ainsi la solution du systéme est unique :

x= 0 X 0
y=-=1 ou yl=1-7
z= 3 z 3



Matrices échelonnées

Considérons une matrice quelconque. On dit qu’une ligne de la matrice est une /igne nulle
si elle est constituée entierement de zéros. Si une ligne n’est pas nulle, on appelle coefficient
principal son coefficient non nul situé le plus a gauche. Si le coefficient principal est égal
a 1, on 'appelle pivot.

Définition. Une matrice est dite échelonnée si elle possede les deux propriétés suivantes :

1) Toutes les lignes non nulles de la matrice sont situées au-dessus des lignes nulles.

2) Le coefficient principal d'une ligne est toujours situé a droite de celui de la ligne

au-dessus.
Exemples
Les matrices suivantes sont échelonnées : i
0 0 1000 2 2 4 6 1 2 3 4
) , 0O 1 21, 0O 0 2 7
0O 0 0O 0 0 3 8

Par contre, les matrices suivantes ne le sont pas :

0 0
1 2

b




Méthode d’élimination de Gauss

L’élimination de Gauss consiste a résoudre un systeme d’équations linéaires en effectuant
des opérations élémentaires sur les lignes de la matrice augmentée associée de maniere a

obtenir une matrice échelonnée équivalente.

L’algorithme servant a résoudre un systéme d’équations par élimination de Gauss est simple.

Il comprend généralement les étapes suivantes :

1) Ecrire la matrice augmentée du systeme d’équations a résoudre :

(ou les * représentent les coefficients et les termes inhomogenes du systeme).

2) Sinécessaire, échanger la premiere ligne avec une autre de maniere a avoir a,; # 0.



diviser la premiére ligne par a,; # 0 ou ajouter le multiple d’'une autre ligne :

dessous du pivot :

*

*

*

*

-

P

4) Pour j > 2, remplacer la ligne LJ. par LJ. —

-

1

*

—_—— *

*

L

*

*

*

*

*

*

*

*

*

3) Si Q= 1 pour un certain j, échanger la j-éme ligne avec la premiére ligne. Autrement,

*

*

*

alel , de manieére a introduire des zéros au




5) Répéter les pas 2) — 4) sur la sous-matrice augmentée obtenue en ignorant la premieére
ligne et les premiéres colonnes de coefficients formées exclusivement de zéros. S’arréter

si toutes les colonnes de coefficients sont nulles :

1 % % o0 x| % T % % o0 x| %

Oi_* * £ | *1 Oi_l * £ | %1

| | |

O:* * * | k1| 0:0 * * | k|

| :: | :

I 1 I I

0:* * * *: O:O * % *:

Répéter la procédure autant que possible :

'1 * % * *1 '1 * % | %

0 Oi_* % *1| 10 O;_ % | %1
|

. | | ¥

L .o D Lo f

0 0% - = *: 0 0,0 - = |

6) Considérer le systeme associé a la matrice augmentée ainsi obtenue et le résoudre.



Exemples

Déterminer la solution générale (si elle existe) des systemes d’équations linéaires suivants :

x+ y+2z=9
1. 3x +6y —5z=0
2x +4y -3z =1

matrice augmentée :

1 1 29 [ 1 1 2 9 11 2| 9
6 -5 —— |3-31 6-31 -5-320-39 —[0 5_5_:1_1__:57_:
2 4 -3|1])r, .1 91 |2-21 4-21 -3-22|1-29 012 -7|-17,
11 2 9 11 2| 9
0 83-2 —11+7|-27+17|=]0 11 —4|-10]
L,—L,-L, ! :
|02 -7 -17 012 -7/-17
11 2 9 11 2| 9
|0 1 —4 -10 =10 1 -4|-10
S0 10 2-21 =7-2(-4) |-17-2(-10) 0 0 1| 3




systeme associé :
x+y+2z= 9 (1)
y—4z = -10 (2)
z= 3 (3)
On remplace z = 3 dans (2) :
y—4.3=-10 = y=-10+12 — y=2
On remplace z =3 et y =2 dans (1) :

x+2+23=9 = x=9-2-6 — x=1

x=1
Solution unique : y=2
z=3
X 1
Notation vectorielle : yl=12
z 3

Vérification :
1+ 2+23=9

31+62-53=0
21+42-33=1



x—2y— z=1
2. 3x+ y—4z =2
4 — y—5z=6

matrice augmentée :

1 -2 -1/1 1 -2 -1 1
1 -4 |2 —31 1-3(-2) -4-3(-1) | 2-3-1| =
Lo—Ly—3L,
4 -1 -5 Ly—Lg—4L | 4—41-1-4(-2) -5-4(-1) | 6-4-1
(1 -2 -1 1 1 -2 -1
0 7 -1 -1 |1=]10 7 -1
L3—L3-L,
0 7-7 -1+1|2+1 O 0 O
L'équation associée a L4 est
Ox+0y+0z=3 <= 0=3 impossible

Par conséquent, le systeme n’a pas de solution.

_9 _1
7 -1
7 -1

—— -y




