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Série 9 (Corrigé)

Cette série fait suite aux chapitres 5.1, 5.2, 5.3 du livre Algébre Linéaire et applications de
D. Lay, aussi bien que certains concepts vus au cours.

Remarques : il existe plusieurs méthodes possibles pour résoudre ces exercices. Des fois
le corrigé donne aussi une méthode alternative, méthode que nous verrons plus tard dans
le cours.

Exercice 1
Indiquer pour chaque énoncé s’il est vrai ou faux et justifier brievement votre réponse.
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La matrice A n’est pas inversible si et seulement si 0 est une valeur propre de A. [J

Q

Une matrice A carrée est inversible si et seulement si elle est diagonalisable. [J

@)

Les valeurs propres d'une matrice carrée sont sur sa diagonale. 0
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On trouve les valeurs propres de A en réduisant la matrice a sa forme échelonnée. []

Sol.: Vrai : a). Faux : b), ¢), d).

a) Vrai. Supposons A de taille n x n. Alors 0 est valeur propre de A si et seulement s'il existe
xo € R™ avec xg # 0 tel que Azg = 0. Ceci est equivalent a dire que Ker(A) # 0, c’est-a-dire
A n’est pas injective ce qui est equivalent a non inversible puisque A est carrée.

b) Faux. Prenons A = 0 la matrice nulle. Alors A est diagonale (donc diagonalisable) mais pas

inversible.

11
c¢) Faux. Soit A = 1 1) Alors 0 et 2 sont ses valeurs propres mais ces valeurs ne se trouvent

pas sur la diagonale.

d) Faux. Dans I’exemple ci-dessus la forme échelonnée réduite de A est (é é) mais la valeur

propre 2 de A n’apparait pas dans celle-ci.

Exercice 2

Soit A une matrice de taille n x n. Indiquer si les affirmations suivantes sont vraies ou
fausses (justifier).
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a) A est diagonalisable si et seulement si elle possede n valeurs propres distinctes. [1 [

Si A est diagonalisable, alors A est inversible. O O
Si A est inversible, alors A est diagonalisable. O O

C

)
b) A est diagonalisable si A posséde n vecteurs propres.
)
d)



)
f)

Si 0 est valeur propre, alors rang (A) < n. O 4

Pour tout matrice inversible P de taille n X n, A\ est une valeur propre de A si et
seulement si \ est une valeur propre de P~1AP. 0o o

Faux. En effet la matrice identité est diagonale donc diagonalisable, et pourtant sa seule
valeur propre est 1.

Faux. A doit posséder n vecteurs propres linéairement indépendants. Pour un contre-exemple

11
il suffit de prendre A = (0 1) qui n’est pas diagonalisable et qui possede une infinité de

t
vecteurs propres ( ) (pour t € R\ {0}) pour la valeur propre A = 1.

0

Faux. Méthode 1 : La matrice nulle est diagonalisable mais non inversible.

1
Méthode 2 : On peut aussi proposer la matrice < 0 8 ) diagonale donc diagonalisable,
mais non inversible.

Faux (pour n > 2). En effet, la matrice est inversible, mais non diagonalisable, car

1
01
l’espace propre associé & la valeur propre 1 (de multiplicité 2) est de dimension seulement
1.

Vrai. Si 0 est valeur propre, la dimension du noyau est non nulle, et donc rang (A) =
n — dim Ker A < n.

Vrai. A et B = P~!AP sont semblables, donc elles ont les mémes valeurs propres (avec les
mémes multiplicités).

Remarque : si on note 71, 72, ... les vecteurs propres de B, alors les vecteurs propres de
A sont Pﬁl,Pﬁg,... .

Exercice 3

Indiquer pour chaque énoncé s’il est vrai ou faux et justifier brievement votre réponse.

VvV F

Un espace propre d’'une matrice carrée A est I’espace nul d’une certaine matrice. (1 [

Soit A une matrice carrée. Si A? est la matrice nulle, alors la seule valeur propre de
A est 0. O O
Les valeurs propres d’une matrice triangulaire sont les éléments de sa diagonale
principale. 0 o
L’ensemble {Ff,v_g, .. ,ﬁ} des vecteurs propres associés aux valeurs propres dis-
tinctes Aq, Aa, ..., A, d'une matrice carrée A est linéairement dépendant. O O

.2 Vrai: a), b), ¢). Faux : d).

Vrai. Soit A € R une valeur propre de A de taille n x n. Alors I'espace propre associé a A
est par définition Ey = {z € R" | Az = Az} = {z € R" | (A — A\l,)z = 0} = Ker(B) ou
B=A-\I,.

Vrai. Soit A de taille n x n telle que A% = 0 et soit ¥ € R" tel que ¥ #0 et AT =\
pour un certain A\ € R. On a alors que T = A2 = AAT) = AQTV) = MY = X270
Comme ¥ £ 0 ceci implique que A2 = 0 et donc A = 0 est la seule valeur propre de A.



ail  a12
c) Vrai. Soit A triangulaire supérieure (le cas inférieur étant similaire), disons A =
0
Les valeurs propres de A étant les racines du polynoéme caractéristique de A on calcule celui-
ci:

a1 —t a2 a1n
0 ag —t .- a2n
pa(t) = det(A — tI,,) = det : . . : =(a11 —t) - (apy, — t).
0 e 0 apn—t

d) Vrai. Nous allons prouver ’assertion par récurrence sur n le nombre de vecteurs propres de

A.

Si n = 1 assertion est vraie car un vecteur propre est non-nul par définition donc la famille
{v1} est linéairement indépendante.

Supposons n # 2 et le résultat vrai pour n — 1 vecteurs propres ayant des valeurs propres
distinctes.

Par ’absurde, supposons que v; soit combinaison linéaire de vs, ..., v, disons vi = agve +
-+ + anpvy,. En appliquant A a cette équation on obtient

vy = Avp = A(agug + - + apvyp) = agdavs + + -+ + apApun
Donc A\j(aovg + « - + apvy) = aglavg + « - - + ap Ay v, ce qui s’écrit

OZQ()\l — )\2)112 + -+ Oén()\l - )\n)'Un

Les n — 1 vecteurs vo, ..., v, étant linéairement indépendants on obtient que
042()\1 — )\2) == an<)\1 — )\n) =0
et comme les \; sont distincts ceci implique que as = --- = a, = 0 ce qui entraine que

v1 = 0 absurde (puisque v; est vecteur propre donc non nul).
Exercice 4
a. Soit A une matrice de taille 3 x 3 inversible et A une valeur propre de A.

O Alors A~! est une valeur propre de —A.
(1 Alors A est une valeur propre de —A.
O Alors A~! est une valeur propre de A",

O Alors A est une valeur propre de A~!.

b. Soit A la matrice ( é ? )

[0 Alors seulement 6 est une valeur propre de A.



Sol.:

(1 Alors —6 et —4 sont valeurs propres de A.

[J Alors 6 et 0 sont valeurs propres de A.

(] Alors —4 et 6 sont valeurs propres de A.

Soit B=(1—t,1+t,1+t+1t*) et C=(1,t—3,t*— 1t + 7).

[0 Alors B est une base de Py, mais pas C.

(] Alors B est une base de Py, et C aussi.

(1 Alors C est une base de Py, mais pas B.

[0 Alors B n’est pas une base de Py, et C non plus.

Soit B=(1—¢,1+¢,1+t+¢*) et C=(1,t—3,t* — 3t + ;). Soit encore S la matrice
de changement de base de B a C' et soit T la matrice de changement de base de C' a
B.

[0 Alors s13 = 0 et to3 = 0.

O Alors s13 = 9/16 et to3 = 3/2.

O Alors s13 = —1 et to3 = —3/4.

O Alors s13 = 3/2 et tog = —9/8.

Soit A une matrice de taille 2 x 2 qui n’est pas inversible. Alors

[J 0 est une valeur propre de A.
[0 A est la matrice nulle.
[0 A n’a pas de valeur propre réelle.

O tout vecteur de R? est un vecteur propre de A.

00 Alors A~! est une valeur propre de A1,

En effet, si 7 est un vecteur propre de la matrice A pour la valeur propre A, on a AT = \7.
Multiplions cette égalité & gauche par la matrice inverse A~1 :

T =ATAT = A N\T = \A'7

Ainsi, en divisant par A, on conclut que l'inverse de A\ est une valeur propre de l'inverse
de A, pour le méme vecteur propre! Il n’y a aucune raison pour que A soit une valeur
propre de A™! et pour que A ou A\~! soit une valeur propre de —A. Pensons en effet & la
matrice 21 dont la seule valeur propre est 2. Par contre, il est vrai que —\ est une valeur
propre de —A puisque si 7 est un vecteur propre de A pour la valeur propre A, alors

(AT = —A7 = -\7.



b. O Alors —4 et 6 sont valeurs propres de A.

On voit que 6 est une valeur propre de A car 6 = 1 + 5, voir exercices 5, 6 et 7. On voit
aussi que —4 est valeur propre de A, car 1 —5 = —4, voir exercice 7. Comme les deux lignes
de A ne sont pas colinéaires, le noyau de A est nul si bien que 0 n’est pas valeur propre, et
—6 n’est pas valeur propre non plus car A 4 615 est de rang 2. Nous verrons bientot qu’une
matrice carrée de taille n X n ne peut avoir plus de n valeurs propres, nous aurions donc pu
nous contenter d’observer que 6 et —4 sont valeurs propres pour éliminer les réponses 1, 2
et 3.

[1 Alors B est une base de Py, et C aussi.
Les deux familles proposées forment des bases. On peut le voir par exemple pour chacune
des bases en écrivant la matrice dont les colonnes sont les vecteurs de coordonnées des

polynoémes donnés par rapport a la base canonique. Cette matrice est inversible dans les
deux cas.

O Alors s13 = 3/2 et ta3 = —9/8.

Les matrices de changement de base sont :

1/2 3/2 3/2 1/2 —3/4  3/8
S=| -1 1 32 |etT=1|1/2 1/4 —9/8
0o 0 1 0 0 1

[J 0 est une valeur propre de A.

Par l'exercice 7 premiére partie, comme A = A — 0 - I, n’est pas inversible, le systéme
A7 = 0 admet une solution non nulle. Autrement dit, 0 est une valeur propre de A. En
particulier, cela implique que A a une valeur propre réelle. Ensuite, considérer la matrice

()

. . . : 1
qui n’est pas inversible et non nulle. Finalement, <2> n’est pas un vecteur propre de A, par

exemple.

Exercice 5

Soient A € R et A = (a;)

1<ij<n UD€ matrice de taille n X n.

a) On suppose que a;; + @ + ...+ a; = A pour tout ¢ = 1,...,n. Montrer que \ est

une valeur propre de A. Quel est le vecteur propre associé ?

b) On suppose que ai; + ag; + ...+ a,; = A pour tout j = 1,...,n. Montrer que X est

Sol.:

une valeur propre de A.



a) Soit ¥ = (1 1...1)". Matriciellement, on a
AV =2V

et donc A est une valeur propre avec pour vecteur propre o .
b) La matrice AT vérifie 'hypothése du a), donc A est une valeur propre de AT. Or, A et AT
ont les mémes valeurs propres d’apres l'exercice 6 b), d’ou le résultat.

Exercice 6

Soit A une matrice de taille 2 x 2 et 7 = < Z )

a) Montrer que le systeme AZ = A7 a une solution non nulle si et seulement si la
matrice A — Aly n’est pas inversible.

1 3
3 1 ) Calculer A7,

Trouver pour quelles valeurs de A € R la matrice A — Al n’est pas inversible.

o

(@)
N — ~

Dés maintenant A = (

[oW

Montrer que les deux valeurs trouvées ci-dessus sont des valeurs propres de A.

@D

Calculer les espaces propres correspondants aux deux valeurs propres.

Sol.: Soit A la matrice ( L3 ) et 7 = ( v )
3 1 v

a) Le systéme A7 = A7 a une solution non nulle si et seulement s’il existe un vecteur non

nul 7 tel que
T =A7 AT =AT —\b7 = (A—\L)7T

Ceci signifie que le systéme homogene associé a la matrice A — Al a une solution non
triviale, autrement dit cette matrice n’est pas inversible.

13 ul) [ u+3v
b) Oncalcule(3 1><U>_<3u—|—v>

¢) La matrice A— A3 n’est pas inversible si et seulement son déterminant est nul. Il suffit donc

de calculer

N 1—A 3 o _ 2 92
det(A—/\IQ)—det< 5 1_)\>—(1 A —3

Pour que ce déterminant soit nul il faut donc que (1 — \)? = 9, autrement dit 1 — X\ = £3.
On en conclut que les valeurs cherchées sont Ay = —2 et A = 4.

d) Lorsque A vaut —2 ou 4, la matrice A — Al» n’est pas inversible et le systéme de la partie 2
a donc une solution non triviale. Cela veut exactement dire que cette solution non triviale
forme un vecteur propre. Ainsi les les valeurs propres sont —2 et 4.

e) On calcule E; = Vect{( 1 )} et E_o = Vect{( _11 >}

Exercice 7

On considere une séquence de nombres réels ng, ny, no, n3, ... qui satisfont a la regle
1 . 2
Ng4+1 = SNk—1 T Nk
3 3



pour k = 1,2,3,.... Sing = —3 et n; = 1, que vaut ny pour tout k7 (Essayez de donner
une formule explicite.) Comment se comporte la séquence quand k devient grand ? Plus
précisément, est-ce que les nombres n; deviennent tres grands ou tres petits ou autre?
Question plus large : que se passe-t-il si on change les conditions initiales (c’est-a-dire, ng et
ni)? Sol.: Revisitez la fagon dont nous avons traité la suite de Fibonacci. Exprimez le vecteur

[ng11,n%] T comme le produit d’une matrice 2 x 2 avec le vecteur [ng,ng_1] ' . Ensuite, étudiez les
valeurs et vecteurs propres de la matrice, et comparez avec le vecteur initial [ny, ng] "

Nous observons que

n2:§no+§n1

ng=-n1+on

3= gt gne
M+l = 3Mk-1 + 3%

que 'on peut écrire sous forme vectorielle comme

-0
- -

O Wi

En posant

on voit que calculer le terme général nj revient a calculer la puissance k-ieme de la matrice M.
Pour cela, il faut déterminer ses valeurs propres et vecteurs propres, qui sont A\; = 1 avec vecteur

T 1 1
propre correspondant vy = [1 1} et \g = —= avec vp = [—3 1}

A partir de 14, pour calculer M¥ l;“], on peut écrire la décomposition spectrale M = UXU !
0

(ce qui demande de calculer U~!, mais c’est facile car la matrice est 2 x 2). On obtient alors
M* = UX*U~!. Dans notre cas :



| —
| e

FSY

s |Coms =

| I

k+1 k+1
G ey
T4 1\* 1 1\*
) 0
Par conséquent, en utilisant les conditions initiales ng = —3 et n; = 1, on obtient :
i )k+1

On en déduit donc que

Ainsi, lorsque k — oo, on a ng — 0.

Ou bien, de facon alternative, au lieu de calculer M*, on peut exprimer le vecteur

ni . 1
no -3
comme une combinaison linéaire des vecteurs propres vy et vy, c’est-a-dire

1
C1V1 + vy = l_?)] .

On résout pour cy, ca, puis on calcule :

[nk+1‘| = ]\/['I€ |fl{| = Mk(clvl + CQUQ) = Mkvl “+co Mkvg = Cl>\11€211 + CQ}\IS'UQ.
ng no N—— N——

:)\’fvl :)\’2“112

Exercice 8

Rappels de nombres complexes. Le conjugué d’un nombre complexe z = a + b s’écrit z et

est défini comme étant z = a — b.

Montrer que pour z,w € C on a



a) Z=z< 2z €R,
b) zw = wz,

) wFz=w+7z,
d) wz=w-z,

e) TZz=rzsir € R,
f) Jwz| = |wl - z],
g) fw+ 2| < ] + |2

Sol.: Soit z et w de la forme z = a + bi et w = ¢+ di, ot a,b,c,d € R.
a) Z=z< z €R,
Z=z & at+bi=a+bi & a—-bi=a+bi & b=0 & zcR.
b) On a

2w = (a+ bi)(c+ di) = (ac — bd) + (ad + cb)i,
wz = (¢ +di)(a + bi) = (ac — bd) + (ad + cb)i.

c) wtz=(a+c)+(b+di=(a+c)—(b+d)i=(a—bi)+ (c—di)=w+7Z.
d) On a

wz = (ac — bd) + (ad + cb)i = (ac — bd) — (ad + cb)i,
w-zZ = (c—di)(a—bi) = (ac — bd) — (ad + cb)i.

e) En utilisant (d) et (a) on a7z =7-Z = rZ.
fy Ona|z2=22=a?+b* > 0et |w]? = ww = c*+d? > 0. Alors, en utilisant (d) et (b) on a
lwz|* = w2z = w2z = |w|? - |2)?.
= |wz| = [w] - [2].

g) On remarque que

lw+ 2> = (w + )(w—l—z)@w@—i—zé—i—z@—l—wz
(0),(1),(d

|w|2 + |z|2 + 2w + zw = ]w|2 + |z]2 + 2Re(zw)
IwP+VF+ﬂmﬂ WP+VF+ﬂd|\
= (Jw| + |2])*.

Exercice 9

Conseil : pour calculer ou z est complexe, démarrez avec l = %

NMN\



a) Calculer 7, ¢, (7)%, 1 (aussi noté i~1).
b) Soit z € C. Décrire géométriquement le produit iz.
c) Soit w =141 et z =2+ 3i. Calculer w/z (& mettre sous la forme a + bi).

Sol.:
a) Onai=—i,i2=—-T=-1,({)?=(—i)?=—-l et + =+ = L = .
b)
w  1+i  (1+i)(2-3) 5-i 5 1
Z T 243i (2+30)(2-3i) 13 13 13"
c) Si z = a+ bi, alors iz = —b + ai. Géométriquement la transformation (a,b) — (—b,a)

correspond & une rotation autour de l'origine (0 € C) et d’angle 7/2.

Exercice 10

Calculer pour les matrices suivantes les valeurs propres et une base de chaque espace propre
dans C?
5 =5 5 =2 4 3
=7 o0 e (A)
Sol.:

A. Le polyndme caractéristique de A est A> —6A+10. Les valeurs propres de A sont A\j o = 3+i.

1
B. Le polynome caractéristique de B est A2 —8\+17. Les valeurs propres de B sont A2 = 4+i.

94 9_
Les vecteurs propres correspondants sont v; = ( T1> et vg = ( l).

1
C. Le polynome caractéristique de C est A2 —8\+4-25. Les valeurs propres de C' sont A2 = 4+£30.

141 1—1
Les vecteurs propres correspondants sont v; = ( —1F1> et vg = ( Z).

—q )
Les vecteurs propres correspondants sont vq = < 1 ) et vy = (i)

Copyright © Prof(s). de la section de mathématiques EPFL (Assyr Abdulle, Jeréme Sche-
rer, ...). Les exercices de type vrai ou faux proviennent du livre: D.C. Lay. Algébre linéaire
: théorie, exercices et applications. De Boeck, Bruxelles, 2005.
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