Algebre linéaire pour IN
N. Boumal

Remarques :

Série 1 (Corrigé)

le cours.

Exercice 1

il existe plusieurs méthodes possibles pour résoudre ces exercices. Des fois
le corrigé donne aussi une méthode alternative, méthode que nous verrons plus tard dans

Parmi les équations suivantes, déterminer celles qui sont linéaires.

a)

Sol.:

Qo o

2423 =1

22$1+22$2:1
\/§x1+<1—\/§)x2+3:7m1

3r1+ 223 +4x324 =5
(%—1)1’1—2:2ZL’1+4I2+\/§$3+$9

non (22 et 22 sont non-linéaires)
oui

oui

non (z3 x4 est non-linéaire)

oui

Exercice 2

Considérons I’équation suivante

axry + fre = 1.

a) Dessiner la solution avec les parametres « = 1, § = 3.

b) Pour quelles valeurs de o, la droite ax; + Sxe = 1 est-elle parallele a la droite

c¢) Trouver les valeurs de «, 3 (si elles existent) telles que le systeme

Sol.:

—[L’1+ZL'2:—1?

-z +
ary +

X2

By

(a—=1)xy + (B+1)xs

i) possede une infinité de solutions;
ii) ne possede aucune solution ;
iii) possede une solution unique.

-1
1
0
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b) Les droites sont paralleles lorsque les vecteurs normaux aux droites («, §) et (—1, 1) sont
proportionnels i.e. —a = 3, avec («, ) # 0 (pour que la droite existe).

¢) Méthode 1 : On constate que ’équation 1 + ’équation 2 nous donne ’équation 3. Ainsi
cette deniere ne nous donne pas de nouvelles informations. On a alors le systéme

—x1 + T2 =-1
ar1+ fxre =1

En mutlipliant I’équation par « (en supposant que a # 0)on obtient

—axr] +ary = —« N —axr] +ary = —«
az1 + Bxo =1 axy + Bxs =1

Méthode 2(avec ’algo de Gauss-Jordan) : En faisant L3 <— L3 — L; — Lo puis Ly < Lo+al,
on obtient la forme échelonnée de la matrice augmentée :

-1 1 -1
0 a+p —a+1
0 0 0

Sia+ 8 # 0, le systéme linéaire possede une unique solution. Si o + 8 = 0, le systéme est
dit dégénéré. On a alors deux cas possibles : si —a + 1 # 0 le systéme ne possede aucune
solution (systéme incompatible); si —a+1 =0 (i.e. « = 1,5 = —1) alors x5 est une variable
libre et il existe une infinité de solutions.

Exercice 3

i) Ecrire les matrices augmentées correspondant aux systémes linéaires suivants.

ii) Résoudre ces systemes linéaires en utilisant des opérations élémentaires sur les lignes
de ces matrices augmentées.

a){ r1 — 219 = —1 6r1 — 3z + 223 = 11
-1 + 319 = 3 c){ —3x; + 229 — w3 = —4
3r; + 2x9 — x3 = 12 51 — 3w + 223 = 9

b) r3 + 2 — 4dxy = —1 1 — 31 =5

Ty + 2x3 — 41 = -8 d)S bry — x + a9 = 2

T2 + T3 =0



. . 1 -2 -1
a) Matrice augmentée : ( 1 3 3 ),

Forme échelonnée réduite : < (1) (1) g ), Solution : z1 = 3, x2 = 2.
3 2 -1 12
b) Matrice augmentée : 2 -4 1 -1,
-4 1 2 =8
1 0 0 3
Forme échelonnée réduite : | 0 1 0 2 |, Solution : z; =3, xo =2, x3 = 1.
0 011
6 -3 2 11
c) Matrice augmentée : [ —3 2 -1 —4 |,
5 -3 2 9
10 0 2
Forme échelonnée réduite : [ 0 1 0 3 |, Solution : 1 =2, zo = 3, x3 = 4.
0 01 4
1 -3 05
d) Matrice augmentée : [ —1 1 5 2 |,
0 1 10
10 0 2
Forme échelonnée réduite : [ 0 1 0 —1 [, Solution : z1 =2, 0 = —1, 3 = 1.
0 01 1

Exercice 4

Les opérations suivantes sont-elles valides ?

a)
12\ Li—L (00
1 2) Ly~ 1L, 00

(0 1) 0o

o N
N~

1 2 1 2
1 2 Li—Ly - [ 00
1 2 Ly — Ls 0 0

Sol.:
a) Non, on perd de I'information en faisant deux opérations simultanées sur les lignes.
b) Non. L’information sur zy est perdue en multipliant par zéro.

¢) Oui. Aucune information n’est perdue en soustrayant une ligne sur une autre (deux fois
successivement).

Exercice 5



Montrer que les opérations élémentaires sur les lignes (& savoir, I'ajout d’une ligne a une
autre, I’échange de deux lignes, et la multiplication d’une ligne par un réel non nul) trans-
forment un systeme linéaire en un systéme équivalent.

Sol.: Considérons la matrice augmentée

ar1 Qg ... Qkp bk

ar ao oo QI bl

correspondant au systéme linéaire suivant :

a1 + apexo + ...+ apptn = bi

anTy +apTe + ..o+ apr, = b

Opération 1 (Ajout d’une ligne & une autre) : Le replacement de la ligne [ par la somme des
lignes [ et k (k # 1) donne

a1 [09°5) e Qlen, bk

apn +ar1 ap+ary ... Q-+ ak, b+ b

ce qui correspond au systeme

121 + 2T + ... + Qpnn = b

. (3)
(an + ag1)zr + (a2 + ar2)x2 + ...+ (@ + apn)zn, = b+ by

(Cette opération est réversible : si on soustrait la ligne k de la ligne [, on retrouve bien le systéme
initial (?77).) Montrons que les systémes sont équivalents. D’une part, si (s1,. .., $) est une solution
du systeme original, alors ag1$1+agaso+. ..+ aknSn = bk €t aj181+a282+. . .+aim s, = b. Dés lors,
en additionnant ces deux égalités, on a aussi que (aj +ag1)s1+ (a2 +ag2)s2+. . .+ (A +agp)sn =
bi+bg, et il est alors clair que (s1, . .., S, ) est aussi une solution du systéme modifié (les lignes autres
que [ et k ne sont pas affectées). D’autre part, si (s1,...,s,) est une solution du systeme modifié,
alors ag181 +axesa + ...+ agpsSn = b et (an +ag1)s1 + (aig +ag2)s2 + . .. + (amn + agpn)Sn, = by + bi.
En soustrayant I'une a l'autre, on déduit que aj1s1 + ajes2 + ... + ajp sy = by, et done (s1,...,sp)
est aussi une solution du systéme original. (A nouveau, les lignes autres que [ et k ne sont pas
affectées). Ces deux arguments ensemble montrent bien que les ensembles solutions des deux
systemes sont identiques, car 'un est inclus dans 'autre et vice versa.
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Opération 2 (Echange de deux lignes) : Il est évident que I’échange de deux lignes du sys-
teme donne un systéme équivalent : on pourrait le formaliser, mais ce n’est pas particulierement
instructif.

Opération 3 (Multiplication d’une ligne par un réel non nul) : Multiplier la ligne k par 5 # 0
donne

Bakr Bagz ... Pagn Bb |,
correspondant au systéme

Bagix1 + Parexs + ... + Bagpzy Bby,

(Cette opération est reversible puisque 8 # 0 : on peut re-diviser par /3.) Pour argumenter que les
systemes sont bien équivalents, procédez comme ci-dessus : montrez que toute solution de I'un est
une solution de I'autre, et inversément.

Exercice 6
Déterminer la solution générale des systemes d’équations linéaires suivants :

3xr+ y—2z24+4u=3
z+2y— z+T7u=4
2 +2y+ z+3u=4

dr+4y — 324+ 3u=0
3z+2y+ z+2u=0
2z +5z+ u=0

a) b)

r— y— z+ u=1 r+2y—4z4+ u=0
Sol.:
a) L’élimination de Gauss de la matrice augmentée du systéme nous donne
3 1 =2 43 1 -1 -3 1|-1 1 -1 -3
1 2 -1 7|4 1 2 -1 17 4 0o 3 2
2 2 1 34L1:‘L/1,L32 2 1 3| 4|, 5L,-1,]0 4 7
1 -1 -1 1|1 1 -1 =1 1| 1) Ly—Ly—2L, \O 0 2
L4—>L47L1
1 -1 -3 1]-1 1 -1 -3 1
0 3 2 6| 5 0 1 5 =5
Ly — Ly—L, 0o 1 5 =5 1|~/ —/]J0 0 1 0
L,—iL, 0o 0 1 0] 1 0 0 o0 1
Le systeme associé a cette matrice est :
rT—y—32+ u=-1
y+5z—bu= 1
z = 1
u= 2
Commey:1—5-1+5-%:—%etm:—1+(—%)+3-1—%:g,lasolutionestunique:

S = O =

O =

N O Ot



u
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b) La réduction de Gauss—Jordan de la matrice augmentée du systéme nous donne

4 4 -3 310 1 2 —4 1/0 1 2 —4 1/0
3 2 1 20 3 2 1 20 0 —4 13 —110
2 0 5 10|, 3T r,|2 0 5 1)0|r, 5,-30,|]0 —4 13 —1{0
1 2 —4 1/0 1 2 -4 1|0) LysL,2c, \0 0 0 00
L4—>L4—L1 5 1

1 2 —4 110 L0 35 3|0

0 -4 13 —1]0 0o 1 -8 3|0

Ly 5 L,—L,J0 0 0 00|~ lo 0o 0 00

0 0 0 010 0 0 0 0l0

Le systeme associé a cette matrice est :
x —l—%z—l—%u:O r=-52—1u
13 L,=0 — 13 1
— GR T Fu=

Ainsi, la solution générale dépend de deux parameétres et s’écrit

5 1
z 2 —3

13 1
o= B +t 4 avec s,t € R
2 B ! K vee s, :
U 0 1

Exercice 7
Montrer que le systeme d’équations linéaires suivant n’a pas de solution :
2w+ y+ z =1
rT—2y— z— u=3

r+3y+2z24+ u=>5
3z +4y+3z+3u="7

Sol.: Le calcul nous donne
2 1 1 o1 1 3 2 1]-2 1 3 2 1|-2
1 -2 -1 -1|3 1 -2 -1 —-1| 3 0 -5 -3 -2 5
13 2 15|p, S5L,-L,|1 3 2 1| 5|, 5L,-1,0 0 0 0] 7
3 4 3 3|7 3 4 3 3| 7) Ly=Ls—Ly 3 4 3 3|7
Comme 7 # 0, le systéme n’a pas de solution.

Exercice 8

a) Vérifier si les matrices suivantes sont sous forme échelonnée ou sous forme échelonnée
réduite.

b) Identifier les variables de bases (ou principales) et les variables libres.



¢) Déterminer si les systemes linéaires correspondant possedent exactement une solution,
une infinité de solutions, ou bien aucune.

Sol.:
A) forme échelonnée, forme échelonnée réduite. Variables principales : x1,x9,z3. Variables
libres : aucune. Solution unique.

B) forme échelonnée, forme échelonnée réduite. Variables principales : x1, z9. Variable libre :
x3. Infinité de solutions.

C) forme échelonnée, forme échelonnée réduite. Variables principales : x1, 9. Variable libre :
x3. Pas de solution.

D) forme échelonnée, pas une forme échelonnée réduite. Variables principales : x5, x3. Variable
libre : x1. Infinité de solutions.

E) pas une forme échelonnée. Infinité de solutions.

Exercice 9

Pour chacun des systemes suivants :
i) Ecrire la matrice augmentée.
ii) Transformer la matrice augmentée sous forme échelonnée réduite.
iii) Identifier les variables de bases et les variables libres, et écrire la solution générale.

2$1+ ZE2:8
41’1 — 3272 = 6

31’1 + 21’2 + T3 = 0
—21'1 + To — r3 = 2
21E1 — To + 2233 = -1

1

2

Ty = —1

Ty + 2$2 + Trs = 1

25(]1 + 41[‘2 + 2[E3 = 3

ry + x2 + w3 + Ty + 5 = 2
Ty + T2 + x3 + 2I4 + 2135
r1 + X9 + x3 + 2[)34 + 31‘5 = 2

w

) {
b>{
T+ 219 =
o {
e>{

Sol.:

a) Matrice augmentée :



Forme échelonnée réduite :

(

1 0 3
01 2

Variables de bases : x1 et xo. Pas de variable libre. Solution générale :

Matrice augmentée :

Forme échelonnée réduite :

3 2
-2 1
2 -1
10
01
00

{

I
x2

3

Variables de bases : x1, x2, x3. Pas de variable libre. Solution générale :

Matrice augmentée :

Déja sous forme échelonnée réduite. Variables de bases

Solution générale :

Matrice augmentée :

Forme échelonnée réduite :

r1 =
Tro9 =
r3 =
12 0 0
0010
0 001

(

1—2$2

2

-1

1 2 11
2 4 2 3
1 210
0 001

)
)

. x1, x3, T4. Variable libre

Pas de solution. Théoriquement, variable de base : x1, variables libres : z3, 3.

Matrice augmentée :

Forme échelonnée réduite :

OO =

—_ = =

S O =

—_ = =

oo

S O =

— =

NN

S = O

W N =

= o O

N W N

. X9.



Variables de bases : x1, x4, x5. Variables libres : xa, x3. Solution générale :

r1 = 1-— Tr9 — I3
Ty = 2
rs = -1

Copyright © Prof(s). de la section de mathématiques EPFL (Assyr Abdulle,  José Luis
Zuleta,...). Les exercices de type vrai ou faux proviennent du livre: D.C. Lay. Algébre
linéaire : théorie, exercices et applications. De Boeck, Bruxelles, 2005.



