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Série 10 (Corrigé)

Cette série fait suite aux chapitres 5.3, 5.4, 6.1 du livre Algébre Linéaire et applications de
D. Lay, aussi bien que certains concepts vus au cours.

Remarques : il existe plusieurs méthodes possibles pour résoudre ces exercices. Des fois
le corrigé donne aussi une méthode alternative, méthode que nous verrons plus tard dans
le cours.

Exercice 1

Toute matrice A € R™™ a un polynoéme caractéristique ps qui peut s’écrire sous forme
factorisée comme suit : pa(A) = (A — A)-+- (N, — A), ot Aq,..., A\, sont les n valeurs
propres de A (réelles ou complexes, et pas forcément toutes différentes).

Montrez que det(A) = Ay --- \,,. Avec des mots : le déterminant d’une matrice est égal au
produit de ses valeurs propres (multiplicités comprises). Ceci est vrai pour toute matrice
carrée (méme si elle n’est pas diagonalisable). Sol.: On a ps(\) = det(A — AI,,). Dés lors,

pa(0) = det(A). Par ailleurs, pa(A) = (A1 —A) -+ - (A, — A) et donc pa(0) = A; -+ - A,. Ceci conclut
la démonstration que det(A) = A1 -+ Ay.

Exercice 2

Soient W, V', W € R" et a € R. Montrer
0T T =TT,

b) (W+7) W=7 -0+ .
) (@) V=a(W-7)=1-(a?).

d) 7-720%7-7:0sietseulement817:6>.

Sol.:
51
U2
a) On note U = . et de méme pour ¥ et W. Alors o - U = Do U = Yo ViU =
Un,
v

b) (U +7) -0 =" (u +vi)w; = X0 ww; + S vjw; =0 -6+ V-6,
¢) (@) -V =Yy (aw) v = a Xl u; = a (W - T) = Yy wi(av) = T - (aT).



d) U-d = S iu>0et W - W =0 si et seulement si u; = 0 pour tout i, c-a-d U = f

Exercice 3

1
a) Trouver un vecteur non nul orthogonal a Z=10
1
3 2 5
b) Soient w=| 4 |, v =0 |, w=]| 6 |. Calculer
1 1 0

RV 1 RV
U-U., VW i .
’ A IR R R

c¢) Calculer la distance entre W et U et la distance entre U et .

d) Calculer les vecteurs unitaires correspondant a 7, 7, w (pointant dans la méme di-
rection que le vecteur original).

Sol
0
a) T=|1 |carZ -7 =0.
0
©-w ° ©-w 2
- . — Uw 39 1 — 1 U-w o7 39
b -V =770 =10, i = 7 w =4 g , I\?I\ﬁ_\@ (1)
o) |7 -7 =VI7, |t - | =3.
~ 3 ~ 2 ~ )
_ 1 _ 1 _ 1
d) 7_\/—76 4 ,W_ﬁ 0 ,w_ﬁ 6
1 1 0
Exercice 4
3
Soit ¥ = | 2 |. Donner 'ensemble W des vecteurs orthogonaux a 7. Est-ce un espace
1

vectoriel 7 Si oui, de quelle dimension ?

a

Sol.:W={wW=|b ||V W=3a+2b4+¢c=0

W est en fait le noyau de 'application linéaire W — U - W de R? dans R, et donc c’est un espace
vectoriel. Cette application est non nulle (par exemple v > 0) donc de rang 1. Par le théoréme
du rang, la dimension de W est donc 3 — 1 = 2, il s’agit d’un plan (appelé le plan orthogonal au

vecteur 7).

Exercice 5



1 -1 3
Soient71(1>,72(1),7(0>.
1 0 3

a) Vérifier que U, et Wy sont orthogonaux.
b) Calculer la projection orthogonale 7'y (7)) de ¥ sur W = Span{®y, U2}
¢) Donner la décomposition ¥ = Z + P w (), ot Z € Wt

1 0 2 1
Meéme question pour U, = ? , Uy = (1) , Uy = :; , U = ?
0 1 1 2
1 2 1
Meéme question pour U= 2 , Uy = 2 |, v=10|.
3 -2 1
Sol.:
a) Un calcul direct donne @1 - Wy =1-(=1)+1-14+1-0=0.
b)
B 1 -1 7/2
() = v U1+ v Ty = S 2w, —a 1 |23 1 | = 1/2 |.
1- U1 2+ U2 3 2 1 2\ 9

c) v = 7+?W(7), oll ?W(ﬁ) est calculé dans b), et 7 est donné par 7 = 7—?‘4/(7) =

~1/2
~1/2 |.
1

Remarque : on peut vérifier que Z U1 =7 Uz =0, Cest-d-dire 7 € W,

1 0 2 1

1 -1 2

Méme question pour 71 = (1) , 72 = E 73 = —9 | v = 1
0 1 1 2

a) Les vecteurs 71, 72, 73 sont orthogonaux : 71 . 72 = 71 . 73 = 72 . 73 =0.
b)

1

Fu@ = oDt T g, T Tog g o, | 2

2
0
) 7=7-Bw@ =],
0

Remarque : 0 = ?W(ﬁ) équivaut & v € W.



1 2 1
Méme question pour =] 2 , Uy = 2 , =10
3 -2 1

a) Les vecteurs 71, 72 sont orthogonaux : 71 . 72 =0.

b)
2/7
1 1 2 2 6/7
5/7
o) Z=7-Tw@)=| —4/7
17

Exercice 6

Soit U un sous-espace vectoriel de R" et {71, N 7p} une base orthogonale de U. On
considere la transformation 7' : R" — R" définie par T(7') = projy (). Montrer que T est
une transformation linéaire.

Indication : utiliser la définition de la projection orthogonale.

Sol.: Méthode 1 :

T 4 8W) - T 4 a). T
T +pw) = LI gy L _;pﬁ_ﬁl v
:a%m”%m*m+a%7p+ﬂ% = aT () + BT (D).

Meéthode 2 : En utilisant identité 7 - 7 = ?Tﬁ = 7T?, on a

T(?):%71+...+%

(@A @TT) 4+ T, PRI, T

Ainsi, la transformation T est associée & la matrice de taille n x n définie par 7{(7{71)71 +
S ﬁpﬁg(ﬁgﬁp)_l et est donc linéaire.

2= T RT@TT) T 4.+ TR (@IT) T

Exercice 7

Soit TV un sous-espace vectoriel de R™. Soit {1, . . ., E?q} une base orthogonale de W. Soit
{71, ceey 7T} une base orthogonale de W+.
Montrer que {ﬁl, . Wq, T, 774} est orthogonale et prouver la relation

dimW + dimW+ = n.

Sol.: Le vecteur m et le vecteur 7j sont orthogonaux pour tous ¢ =1...q, j =1...r carils
appartiennent aux espaces orthogonaux W et W+, Les vecteurs W; sont orthogonaux entre eux

4



car ils constituent une base orthogonale, de méme pour les vecteurs 7]-. Ainsi, n’importe quels
deux vecteurs dans la famille {@)1, ... ,E?q, v, .,7r} sont orthogonaux : c’est une famille
orthogonale.

Montrons la relation dimW + dimW+ = n.

Méthode 1 : La famille {ﬁl, e E?q, T, ., 7r} est orthogonale donc linéairement indépen-
dante. De plus tout vecteur T e R" se décompose sous la forme T =7+ avec 7 € W
ot W= Pw (V) eW. Or Z e W peut étre décomposé dans la base {¥1,..., U} de W et
?W(W) € W peut étre décomposé dans la base {E?l, ce E?q} de W. Ainsi, tout vecteur ¥ € R"
peut se décomposer selon la famille linéairement indépendante {Ul, ceey ﬁq, 71, ey 7,} qui est
donc une base de R™. Par conséquent g + r = n.

Méthode 2 : Appliquons le théoreme du rang a l’application linéaire projection ?W :
dim Im ?W + dim Ker ?W =n.

Or la projection vérifie Ker Tw=W=LetImPw =W, dot le résultat.

Exercice 8

Indiquer pour chaque énoncé s’il est vrai ou faux et justifier brievement votre réponse.

V F
a) Soit ||.|| la norme euclidienne. Alors pour un vecteur 7, ||| = ¢ || 7 || quel que soit
le scalaire c. 0 o

b) Deux vecteurs U et ¥ sont orthogonaux si et seulement si

2 2 2
17+ =12+ 212 7+ 1171

O O
¢) Siun vecteur U est orthogonal & tous les vecteurs sauf un d’une base d’un sous-espace
W, alors o appartient & W=. 0 O

d) Soit W un sous-espace d’un espace vectoriel V. Si la dimension de I'espace W+ est
égale a 1, alors on peut trouver une base de V' formée par des vecteurs de W. [0 [J

Sol.: Faux : a), b), ¢), d).
En effet, pour a) on a que ||¢ || = |¢||| 7| donc pour ¢ = —1 on a |- 7| = | V| # — || €]

1 1
Pour b) on trouve un contre-exemple : Avec u = <0> etv = <?> ona ul| =1=|qv|,utv= <1>
et [|lu+v|| = v2. Ainsi 2 = ||u+v|[* # [[ul® + 2||u|| [[v]| + |[v]P=1+2+1=4.

Pour c¢) prenons W = span{ey, ea} avec e; le i-éme vecteur de la base canonique de R?. En prenant
v = eo on a bien que v L e; mais v [ es.

Pour d), prenons V = R? et W = span{e;}. On a que W+ = span{es} et dim W = dim W+ = 1
mais W ne peut pas contenir une base de R2.

Copyright © Prof(s). de la section de mathématiques EPFL (Assyr Abdulle, Orane Pouchon,
...). Les exercices de type vrai ou faux proviennent du livre: D.C. Lay. Algébre linéaire :
théorie, exercices et applications. De Boeck, Bruxelles, 2005.



