ALGEBRE LINEAIRE (G. Favi) Section MT cPrL

Exercices — Série 12

Mots-clés: Procédé de Gram-Schmidt, factorisation QR, méthode des moindres carrés,
droite de régression.

Question 1
Considérons les vecteurs de R* suivants

2 2 5
v = 4 w1 = 0 Wy = —2
o] ! -1 4

—1 -3 2

a) Trouver la meilleure approximation de v par un vecteur de la forme aw; + Sws.

b) Calculer la distance entre v et Vect{w;, ws}.
Solution:

a) On pose W = Vect{w;,ws}. On remarque que les vecteurs w; et wy sont
orthogonaux. On peut ainsi facilement calculer la projection orthogonale grace

a la formule projy, (v) = le“gl wy + 52“252 wy ce qui nous fournit directement les
1
. . 0
coefficients a et 5. On trouve o = 1/2 et 5 = 0 et donc projy, (v) = 1
3
T2

b) La distance entre v et W est donnée par ||v — projy, (v)|| = 1/ 2.

Question 2 Appliquer la méthode de Gram-Schmidt pour orthogonaliser les
bases des sous-espaces vectoriels de W C R" suivants.

1 1
a) W = Vect{wy,ws}, avecw; = | 1 |, wy=| 2
1 1
1 0 0
3 1 1
b) W = Vect{wy, wy, w3}, avec w; = o [rw2=1 1 [fws=1|
1 0 0

¢) Donner une base orthonormale pour a) et b).
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Solution:
1
a) La méthode de Gram-Schmidt donne u; = w; = 1 |,
1
Wy - U —1/3
Uy = Wo — 2 lul = 2/3
tirt ~1/3
1
b) La méthode de Gram-Schmidt donne u; = w; = g ,
1
-1/3
Uy = Wy — L2 ulu = 0
2 2 . 1 1/3 |
-1/3
—1/5
U_w_wg-ulu_wg-ngu_ 2/5
T wu ' weews | 22/5
-1/5
1 -1
Uq 1 U2 1
¢) Poura)y —=—11 |, —=— 2
a3\ ) luell V6
1 -1 -1
p b) Uy 1 3 Us 1 0 U3 1 2
our b): = — , = — ; = —
Judll VIS | 2 | [luell V3 Lo flusll - vio | —2
1 —1 —1
Question 3 Calculer la décomposition QR des matrices suivantes.
2 3 1 1 -1 0 0
A = 2 4|, B = 12 1], C = 1 2
11 1 2 -1 0 —1
-1 1
Solution:
2 3
a) On applique la méthode de Gram-Schmidt a w; = | 2 | et wy = | 4
1 1
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2/3 ~1/3
puis on les normalise. On obtient u; = | 2/3 | et uy = 2/3 |, dou
1/3 —2/3
2/3 —1/3 5
Q=1 2/3 2/3 |, et R=QTA= 2.
1/3 —2/3 <° 1>
b) On trouve B = QR avec
1/vV3 —2//6 0 V3 5/V3 —1/4/3
Q=1 1/vV3 1/v/6 1/v2 |, R=| 0 +6/3 +6/3
1/V3 1/vV6 —1/v2 0 0 V2
0 0
. e s | (Va1
¢) On trouve C' = QR avec () = 0 NG, ,R—( 0 11/2>.
~1/vV2  3/V22

Question 4  Déterminer la solution au sens des moindres carrés de Ax = b

a) en utilisant I’équation normale lorsque

2 1 4
DAa=| =20 |,6=[1],
2 3 2
1 3 5
i) A= 1 -1 |,b=1{ 1],
1 1 0
11 0 2
1 0 —1 5}
i) A= 01 1 , b= 6 |
-1 1 -1 6

0 O 1
1 2 0
DA=1 o 1 [P=] 1]
-1 1 0
2 3 0
i) A=12 4 ],b=1[0
11 1
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Solution:

a) en utilisant I’équation normale.
i) L’équation normale AT Az = ATD est ( 128 )m = ( 10 ),

8 10 10
elle a pour solution z = ( 5/14 )

5/7
3 3 6 1
SN AT A Ty _ _
11)AA—(311),Ab—(14>,x—(1).
300 1 1/3
iii) ATA = 03 0 |,A"s = 14 |, x= 14/3
00 3 5 ~5/3

b) en utilisant la méthode QR.

i) Les colonnes de la matrice A sont linéairement indépendantes, donc
décomposer A selon A = QR et résoudre Rx = Qb est équivalent a
résoudre I’équation normale. La décomposition est donnée par

0 0
0- 1/vV2  3/v22 R_(ﬁ 1/@)
B 0o —2/vV22 |’ S\ 0 112 )¢
-1/vV2  3/V22

L’approximation x au sens des moindres carrés est la solution du systeme

0 . 1/11
pum— T ) T pum— A pum—
Rr=Q"b, ou Qb <_2/@> insi, = (_2/11).
ii) Ici, comme avant, les colonnes de A sont linéairement indépendantes,
donc décomposer A selon A = QR et résoudre Rz = QTb est équivalent

a résoudre I’équation normale. La décomposition a également été calculée
a Pexercice ci-dessus (question a)) et est donnée par

2/3 —1/3 S s
Q=1 2/3 2/3 |, R = .
1/3 —2/3 (0 L )

OnHmwquh:<_éﬁ§)¢B:( i;?).
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Question 5

a)

b)

c)

Montrer que si () est une matrice orthogonale, alors Q7 est aussi une matrice
orthogonale.

Montrer que si U, V' sont des matrices n x n orthogonales, alors UV est aussi
une matrice orthogonale.

Montrer que toute valeur propre réelle A d’une matrice orthogonale () vérifie
A==l

d) Soit @ une matrice orthogonale de taille n x n. Soit {uy, ..., u,} une base or-
thogonale de R™. Montrer que {Quy, ..., Qu,} est aussi une base orthogonale
de R".

Solution:

a)

Par définition, une matrice orthogonale @ de taille n x n vérifie Q7Q = I, et
QQT = I,,. Comme Q - (QT)T7 on a QT(QT)T = I, et (QT)TQT = Ip, ce qui
montre que Q7 est aussi orthogonale.

En utilisant VV? = UUT = I,,, on a UV (UV)" = UVVTUT = UUT = I,.
De méme, on peut vérifier que (UV)" UV = I, donc UV est une matrice
orthogonale.

Une matrice orthogonale conserve la norme de tout vecteur z: On a ||Qz||* =
(Q2)T(Qz) = 27QTQx = Tz = ||z||>. Ensuite, si z # 0 est un vecteur propre
associé a A € R, on a ||z|| = ||Qz] = ||\x| = |\|||z]]. Comme ||z|| # 0, on
obtient |[\| = 1, ainsi A = £1.

On calcule pour tous i, j:

Qu; - Qu; = (Qui)" Quj = u] Q" Quj = uj uj = u; - u;.

Comme les u; sont orthogonaux entre eux, ceci montre que {Quy,...,Qu,}
est orthogonale et constituée de vecteurs non nuls (de normes ||Qu;|| = ||u;l]).
Il reste a montrer que {Quy, ..., Qu,} est une base.

Méthode 1 : Comme @ est inversible (d’inverse Q7), Q transforme les bases
en bases, donc {Quy, ..., Qu,} est une base.

Méthode 2 : Comme la famille {Quy, . .., Qu, } est orthogonale et constituée
de vecteurs non nuls, elle est automatiquement linéairement indépendante.
Comme elle comporte n vecteurs, c’est une base de R™.

Remarque: si {uy,...,u,} est une base orthonormée, alors ||Qu;|| = 1, et
{Quy, ...,Qu,} est aussi une base orthonormée.
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Question 6
On considere les points

x; || 2]15]6]8

On suppose que la relation entre les z; et les y; suit une loi y = ax + b. Calculer
a et b au sens des moindres carrés.

Solution: Le systeme linéaire correspondant est A Z ) =y ou A est donnée
ry 1 2 1 Y1 1
o T2 1 i 5 1 . Y2 . 2 52 .
par A = v 1 = 6 1 | et y = " = 3 L’équation
ry 1 8 1 Ya 3
normale correspondante est AT A ( Z ) = ATy. On obtient la solution ( Z ) =

(% ) B < 0.36)
5 ) = .
2 0.36

Figure: les points de la donnée et la droite de régression en rouge.
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Question 7 Les données suivantes décrivent le potentiel dans un cable
électrique en fonction de la température du cable.

i T [*C1[ Ui [V]]

1 0 -2

2 5) -1

3 10 0

4 15 1

5 20 2

6 25 4

On suppose que le potentiel suit la loi U = a + bT + ¢T%. Calculer a, b, ¢ au sens
des moindres carrés.

Uy —2
Us -1
! U 0
Solution: Le systeme linéaire s’écrit A| b | = U avec U = U3 = )
4
¢ Us 2
Us 4
et A est donnée par
L Ty 10 0
1 1 5 25
e 1 _ [ 1 10 100
1 1 15 225
1 1 20 400
Pour résoudre ce systeme et trouver a, b, c au sens des moindres carrés, on con-
a
sidere I’équation normale ATA | b | = ATU. Aprés calculs on trouve
c
a —% ~1.89
39 ~
= s | = 0.139
1 0.00357
280

Le graphique suivant montre les données (en rouge) et la courbe d’interpolation
(bleue) obtenue au sens des moindres carrés.
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Question 8  Soit A une matrice de taille m x n.
a) Montrer que KerA = Ker(AT A).

b) Montrer que AT A est inversible si et seulement si les colonnes de A sont
linéairement indépendantes.

Solution:

a) Si A7 = 0, alors ATAZ = 0, ce qui montre KerA C Ker(ATA). Soit
maintenant 7 tel que ATAZ = 0, alors #7 ATAZ = 0. Or, 77 ATAT =
(AT)T(AZ) = | AZ||%. Ainsi, AZ =0, et Ker(ATA) C KerA. D’ou I'égalité.

b) Les colonnes de A = (@ ...d,) sont linéairement indépendantes

— (5151+...+5nan=6 N /31:...:5n:o)
I3 B

— 4]l : |=0= =0
Bn Bn

— KerA = {0}.

Ainsi, d’apres a), les colonnes de A sont linéairement indépendantes si et
seulement si Ker(ATA) = {0}, c’est-a-dire la matrice (carrée) AT A est
inversible.
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Question 9
Indiquer pour chaque énoncé s’il est vrai ou faux.

a) L’ensemble des solutions au sens des moindres carrés de Az = b coincide avec
I’ensemble non vide des solutions de 1’équation normale AT AZ = ATb.

B vrAI [ ] FAUX

b) Soit A une matrice m xn et b € R™. Le probleme général des moindres carrés
consiste a trouver un x € R” qui rend Ax aussi proche que possible de b.

B vral [ ] FAUX

¢) Soit A une matrice n X n qui peut se factoriser selon la factorisation QR
comme A = QR. Alors, QTA = R.

B vral [ ] FAUX

d) Soit W un sous-espace vectoriel de R™. Soit g la projection orthogonale de
y € R™ sur W. Alors y dépend du choix de la base de W.

[ ] VRAI B raux

e) Tout ensemble orthonormal de R" est linéairement dépendant.

[ ] VRAI B raux

f) Soit W un sous-espace vectoriel de R”. Siv € W N W+, alors v = 0.

B vral [ ] FAUX

g) Si W est un sous-espace vectoriel de R™, de dimension p # 0, alors la méthode
de Gram-Schmidt produit, a partir d'une base {wy,...,w,} de W, une base
{vi,...,v,} de W avec ||v;]| = 1,Vi € {1,...,p}.

[ ] VRAI B raux
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