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Chapitre 0 : Quelques rappels et notions importantes

Objectifs. Le but de ce chapitre 0 est de fournir un rappel sur des notions de la scolarité
obligatoire.

0.1 Ensembles de nombres et notations

Nombres naturels (entiers positifs) | N = {0, 1,2,3,4,5,...}

N*={1,2,3,4,5,...} =N\ {0}

Nombres entiers relatifs Z=A...,-3,-2,—1,0,1,2,3,...}
Nombres rationnels (fractions) Q= {% |a € Z,be Z*}

Nombres réels R

Nombres complexes C={a+ib|a,beR},i*=-1

Quelques notations :

€ | appartient a 2eN, TeR

¢ | nappartient pasa | —2¢ N, 7 ¢ Q

C | est inclu dans {2} cN,NCZ
3 | il existe dx € R tel que ...
V | pour tout VreRona ..

On rappelle que
R?=R xR = {(a,b) | a,b € R}

R*=R xR xR ={(a,b,¢) | a,b,c € R}
Remarque: OnaNCZ Cc QC R c C.

Définition 0.1 (ensemble).
Un ensemble est formé d’éléments. On le note, par exemple, £ = {a,b,¢c,...}.



Pour dire qu’un élément x appartient a E, on utilise x € FE.

Pour dire quun sous-ensemble A est inclu dans E (est un sous-ensemble de FE), on utilise
ACE.

Définition 0.2 (union et intersection).
Soient E un ensemble et A et B sous-ensembles de F (A C E et B C E). On définit
1. l'intersection A N B par

ANB={zx € E|z € Aetz e B}.

2. 'union AU B par
AUB={xe€ E|z € Aoux € B}.

Equations a une inconnue dans R

Exemple :

2’ —1=x+1
est une équation dans R, formée du membre de gauche g(x) = 22 — 1 et du membre de droite
d(z) =z + 1.
z est 'inconnue (ou variable).
On appelle solution de g(x) = d(x) dans R tout nombre réel qui, substitué¢ a z, fait de
I’équation une égalité vraie.
Dans 'exemple, 2 est solution de I’équation, mais 1 n’est pas solution de 1’équation.
L’ensemble de toutes les solutions de I’équation se note généralement S. Ici, on a

S ={-1;2}.

Résoudre une équation consiste & déterminer ’ensemble des solutions S.

Méthode de résolution algébrique

On effectue des opérations algébriques pour remplacer I’équation par une équation équiva-
lente (qui a les mémes solutions) de forme plus simple :

2?—1l=zx+1
— 22— —-2=0
— (x—2)(x+1)=0
d'on S ={-1;2}.

Attention : Les opérations successives suivantes

> —1=z+1
(x—1)(z+1)=x+1
r—1=1
=2
ne donnent pas lieu a des équations équivalentes! Que se passe-t-il avec v = —17
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Méthode de résolution graphique

On représente dans un méme systéme d’axes le graphe des fonctions associées au membre de
gauche g(x) et au membre de droite d(x) et on détermine leurs points d’intersection.
Dans le cas de notre exemple, le graphe de g(z) = 22 —1 (fonction quadratique) est une parabole
de sommet (0; —1) et celui de d(x) = x4 1 (fonction affine) une droite de pente 1 et d’ordonnée
a lorigine égale & 1. Les deux graphes s’intersectent aux points (—1;0) et (2;3), d’ou l'on tire
les solutions de ’équation :S = {—1;2}

4 -

Une équation de la forme ax = b avec a,b € R et a # 0 est dite équation linéaire a une inconnue
dans R.

Equations linéaires a deux inconnues dans R

Une équation linéaire a deux inconnues dans R est une équation qui peut s’écrire sous la forme
121 + ATy = b
avec ap, as,b € R. Si as # 0, ’'équation est équivalente a

aq b
Xro = ——x1 +—
a2 a2

qui représente une droite dans le plan de pente donnée par —Z—; et d’ordonnée a l'origine égale

a ai Lorsque a; = 0, la droite est horizontale (de pente nulle).
2
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aq AZEQ
nm=--—— = ——
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Chapitre 1 : Systémes d’équations linéaires

Objectifs.
e reconnaitre et identifier les équations linéaires et leurs inconnues

e résoudre (trouver lensemble des sol.) des équations linéaires et des systémes d’éq.
linéaires ;

e travailler avec des vecteurs, matrices, spans, et autres notions vues dans le chapitre.

1.1 Introduction et définition

Définition 1.3 (équation linéaire).
Une équation linéaire aux inconnues (variables) xq, xa, ..., z,, n € N* est une équation que 'on
peut mettre sous la forme

T+ asxs + - + Ap_1Typ_1 + apxr, = b,

ouay,as...,a, € R sont appelés les coefficients et b € R est le terme constant (ou terme de
droite). Les a; et b peuvent étre nuls ou négatifs.

Exemple 1.4.

1) 21’1 —31’2 =6

1
2) —5561 —V2xy+ a5 =1
3) 2z, = 10

5) 223 —4xe =0

6) sin(m/6)xy — 1 + 23 =1



Définition 1.5 (systéme d’équations linéaires).
Un systéeme d’équations linéaires est un ensemble d’une ou de plusieurs équations linéaires aux
inconnues x1,xs,...,T,, n € N*

a;1ry + Qs + 0+ QpZy = bl

anry + axpry + 0+ AT, = b

Am1T1 + QpmaZ2 + 0+ App®y = bm
ol a;; € R sont les coefficients et b; € R les termes de droite (les termes constants), i = 1,...,m
et 7 =1,...,n. On a n = nombre d’inconnues et m = nombre d’équations.

Exemple 1.6.

T — 219 =4
1){1 2

x|+ 1‘2:1

2) z1 —sin(w/6)xe + x3 =0

1

Lo — Ty = —5

3> Ir = 0
Ty = 8

Définition 1.7 (solution).
Une solution d’un systéme est une liste de nombres réels (si, sa,...,s,) qui, une fois substi-
tués dans le systéme, transforme chaque équation en une égalité. On la note des fois S =

{s1,82,...,8n}

Avec 'exemple : (2, —1) est une solution car elle vérifie les deux équations du systéme.
Par contre (4,0) n’est pas une solution car elle ne vérifie par la deuxiéme équation :

4-2.0=4 etd+0=4#0

1.2 Nombre de solutions d’un systéme linéaire

Définition 1.8 ((in)compatible).

Un systéme est dit compatible ou consistant s’il admet une unique solution ou une infinité de
solutions.

Un systéme n’admettant aucune solution est dit incompatible ou inconsistant.

Théoréme 1.9. Un systéeme d’équations linéaires a n inconnues a coefficients réels satisfait
exactement une seule des situations suivantes :



1. 1l possede une solution unique ;
2. il posséde une infinité de solutions ;

3. il ne posséde aucune solution.

1.3 Meéthode de résolution : opérations élémentaires

Objectifs.
e définir une matrice et reconnaitre des formes échelonnées et échelonnées-réduites ;
e appliquer les opérations élémentaires pour échelonner et réduire une matrice ;

e trouver l’ensemble des solutions d’un systéme.
Soit S, le systéme d’équations linéaires aux inconnues zy, ..., Z,, n € N*

( a11Z1 + @19T2 + -+ A1pTp = bl

;121 + QT2 + -+ AinT, = bl

aj T+ ajora + -+ ajpx, = b;

\ A1 T1 + Qa2 + -+ + QT = bm

On va appliquer un algorithme, qu’on voudra réversible, pour passer de S a S’, ou S’ est un
systéme équivalent. On verra que S et S’ ont le méme ensemble de solutions et c¢’est ce que 'on
souhaite (sinon 'algorithme ne fonctionnerait pas)

[8] =% [57]

Type I : on permute deux équations du systéme, par exemple I'équation ¢ avec I’équation
7.

( a1 + 122 + -+ ATy — b1

Clexl + CLjQxQ + -+ ajnxn = bj

a;1Xq + ;29 + -+ Ainlpy — bl

\Am1T1 + AmaTa + - -+ ATy, = bm
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Type II : on multiplie une équation pas un nombre réel A non-nul, par exemple I’équation

2

( a1, + 12T + - -+ + ATy — bl

)\ai1$1 + )\QiQ[EQ + -+ )\CLmIn = )\bZ

ajlml —+ Cljgl’g + -+ ajnxn = bj

\ @11+ GmaZs + -+ Gpp®y = bm

Type III : on rajoute & une équation un multiple d’une autre, par exemple A fois I’équation

1 a I’équation j

()\aﬂ—kajl)xl—k

( a1 + A12T9 + -+ ATy = bl

a1 Ty + Qg + -0 UinTp = b;
+ ()\(lm + (Ijn)l'n = )\bz + bj

\ Am1T1 + Apalo + -+ + Apndn = bm

Remarque: On appelle ces opérations les opérations élémentaires. Elles sont réversibles.

Ecriture matricielle

Il existe deux matrices associées a un systéme : la matrice des coefficients, notée A, et la matrice
augmentée, notée B, qui contient une colonne additionnelle avec les termes constants.

a1 a2 s Q1n
21 22 s Q2n
A=
CL,‘j
Am1 Am2 e Amn
T K7

—éq. 1

+— éq. 2 ay g
Q21 422

— éq. i - :
Am1  Am2

— éq. m

Ay, | b1
Q2p, )

amn bm

La matrice A est de taille m x n (lignes-colonnes—> lincoln) et la matrice B est de taille
m % (n+ 1) On dira que 7 est I'indice de ligne, et j I'indice de colonne. On note la matrice A

avec

A= (Clz‘j)lgigm

155<n



Exemple 1.10.
{l’l + 2$2 =3

T — 1’2:2

Définition 1.11 (équivalence selon les lignes).

Deux systémes sont équivalents (selon les lignes) si on peut passer de I'un a 'autre par une
opération élémentaire (sur les lignes!). Deux systémes équivalents ont le méme ensemble de
solutions.

Définition 1.12 (opération élémentaire).
Soit A une matrice m X n et notons par L; la ligne i de A. Une opération élémentaire sur une
ligne d’une matrice est une opération du type I, IT ou III définie ci-dessous :

Type I : on permute deux lignes de la matrice ;
Type II : on multiplie une ligne pas un nombre réel non-nul;

Type III : on rajoute & une ligne un multiple d’'une autre.

Remarques : il s’agit des trois seules opérations qu’on accepte et on ne fait pas d’opérations
élémentaires sur les colonnes, car cela change 1’ensemble des solutions de notre systéme.

L’algorithme de réduction ou méthode de Gauss-Jordan

Objectifs.
e reconnaitre des formes échelonnées (E) et échelonnées-réduites (ER) ;
e obtenir les formes E et ER a I'aide de 'algorithme de Gauss-Jordan ;
e trouver I’ensemble des solutions en utilisant les formes E et ER.
But : on va échelonner la matrice de notre systéme linéaire pour pouvoir répondre a la ques-

tion : est-ce que notre systéme linéaire admet une unique solution ? On utilisera les opérations
élémentaires définies précédemment.

Exemple 1.13.
201 — 31y — 223 = —1
S=4Q x1—29+3x3=-1
dreg — 201 + 2253 = 2



2 =3 -2 | -1
On obtient la matrice augmentée B=| 1 -1 3 —1 | qui est de taille 3 x 4
-2 4 2 2

T =
BUT : on va passer de S a S” qu'on aimerait étre sous la forme S" = < a9 = ...

T3 = ...

1 00
Or S’ s’écrit sous forme matricielle comme : [0 1 0
0 01 o
On va procéder par étapes, en utilisant les 3 opérations élémentaires autorisées, et passer de B
*
alo x ...
0 0 =

Etape 0 : permuter des lignes si on a des zéros bien placés.

Etape 1 : on élimine z; des équations 2 et 3. C’est-a-dire qu’on va mettre des zéros en coefficient
21 et 31.

2 =3 -2 | -1 2 =3 -2 | -1 2 =3 =2 | -1
B = 1 -1 3| -1 ~ 1 -1 3| -1 ~ 2 =2 6 | =2
—2 4 2| 2) B0 1 0o 1) P N\0o 1 0] 1
2 -3 -2 | —1 2 -3 -2 | -1
~ 0o 1 8| -1 ~ 0 1 0 1
fecterbiAg 1 0] 1/ \0 1 8 | -1
2 =3 =2 | -1
Etape 2 : On élimine x5 de I’éq 3 = mettre un zéro en coeff 32. ~ 0O 1 0 1
— Lacls=La \ o o g | _9
2£L'1 - 31’2 - 2[E3 =-1
Cette matrice correspond au systéme S’ = ¢ 2o =1
8.773 = -2
On obtient que zo = 1 et 23 = —1/4. On peut trouver z; par substitution : x; = 3/4. Donc
S =1(3/4,1,—1/4).
100
MAIS : on voulait B~ ---~ |0 1 0
0 01 o
Etape 3 : on aimerait un 1 en 33 et des zéros en coeff 13 et 23.
2 -3 =2 -1 2 =3 0 | =3/2
~ 0 1 0 1 ~ 0 1 0 1
Laesla \0 0 1 | —1/4) BP0 0 1| —1/4



Etape 4 : on met un zéro en 12 et un 1 en 11.

2.0 0| 3/2 100 | 3/4 x) = 3/4
~ 010 1 ~ 010 1 elle correspond a8’ = < x5 =1
L1<~L1+3L2 0 0 1 _1/4 L1<—§L1 0 O 1 _1/4 x3 _ _1/4

En résumé :
2 -3 —2 | -1 2 -3 —2 | -1 100 3/4
B=| 1 -1 3| -1|~...~f0 1 8| -1]~...~|010 1
—2 4 2| 2/ M \o o 8| -2/ M \oo1]| -1/4

Définition 1.14 (Forme échelonnée et échelonnée réduite).
Une matrice est dite échelonnée si ses lignes vérifient les conditions ci-dessous :

1. toute ligne de zéros n’est suivie que de lignes de zéros;

2. l'indice de colonne du premier terme non-nul d’une ligne est strictement supérieur a celui
du premier terme non-nul de la ligne précédente.

0
0
0
0

o o o o o O
o o o o o
o o O

(a]

[a]

On appelle pivot (noté @ ci-dessus) d’une ligne non-nul le terme non-nul le plus & gauche

dans la ligne. De la condition 2, on en déduit que tous les termes situés dans une colonne en
dessous d’un pivot sont nuls. On appellera une colonne pivot, une colonne qui contient un pivot.
Une matrice est dite échelonnée réduite si 1. et 2. sont vérifiées et si

3. les pivots valent 1 et sont les seuls termes non-nuls de la colonne.
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Exemple 1.15.

10 21 0120

1. {01 -1 1 et 0 0 O 1] sont échelonnées-réduites.
00 00 00 00

2. Soit

{3x1 429 =—1
voir le cours.

6x1 — 4xy =

Obtenir des informations sur les solutions grace aux formes échelonnées et éche-
lonnées réduites

On rappelle qu'on aura toujours soit une unique solution, soit une infinité de solutions, soit
aucune solution.

Exemple 1.16.
3%2 — 65(?3 + 6$4 + 4:55 = -5
S: 3[L’1—7IQ+8J]3—5ZE4+8ZE5:9
3ZE1 - 9£L‘2 + 12!173 - 91‘4 + 6£L'5 =15
On obtient
0 3 —6 6 4 -5
B=13 -7 8 =5 8 9
3 -9 12 -9 6 15

On commence par ré-organiser les lignes en permutant : Ly <> Ly et aprés Ly <> Ls.

3 -7 8 —58] 9 3 -7 8 5 8| 9
B~ (3 -9 12 96| 15| ~ (0 -2 4 -4 2| 6
0 3 -6 64| —5) " \g 6 6 4| -5

3 -7 8 58| 9 3 -7 8 58| 9

~ o 1 -2 21| -3 ~ 0 1 -2 21| -3
Lae=zla \0 3 =6 6 4 | —5) "= \0 0 0 01| 4

Cette derniére matrice est sous forme échelonnée. On a 3 pivots, en colonnes 1, 2 et 5. Cette
matrice correspond &

3x1 — 7o+ 83 — dry + 8x5 =9
S/: ZL’Q—2$3+2JI4+$5:—3

5 =4
On pourrait alors substituer x5 = 4 dans les autres équations mais aprés on ne sait pas trés
bien comment procéder (du moins on n’a pas vraiment une stratégie efficace).

3 -7 =5 0 0| —23 30 =690 | —72
~ 0 1 -2 20| -7 ~ 01 -2 20| -7
Lieli=8Ls \g o o 0 1 g ) et \g 00 0 o0 1 4

LQ(—LQ—Lg

11



10 -2 30
~ (01 =22 0] -7
Li=sli \g 0 0 0 1

Cette derniére matrice est la forme ER de la matrice B. Elle correspond a
r1 — 223+ 31y = —24
S =< 19— 223+ 214 = —7
s =4
T1 = 2x3 — 3ry — 24
On peut reformuler S’ comme S" = ¢ 29 = 223 — 224 — 7
rs =4
On aura une infinité de solutions car x3 et x, peut valoir n’importe quel réel dans R. Par
exemple s = (=24, —7,0,0,4) est une solution pour z3 = x4 = 0.
L’ensemble de solutions est

S={(2k—-30l—24,2k — 2l — 7, k,[,4) | k,l € R}
On dira que z1, x2 et x5 sont des variables de bases (ou principales) et x3, 4 sont des variables
libres (ou non-principales).

Définition 1.17 (variables libres et de bases).
Les variables de bases correspondent aux variables des colonnes pivots et les variables libres a
celles qui ne sont pas des colonnes pivots.

Exemple 1.18.
Soient A et B les deux matrices ci-dessous.

1 0 % =[x 01 01
A= 0 1 x 0= B = 00 1|1
000 1]= 00 0]0

Pour A : A est échelonnée et les variables 1, x5 et x4 sont de bases et x3 libre.
Pour B : B échelonnée-réduite et x; est libre, x5 et x3 de bases.

Exemple 1.19.
Soit B une forme échelonnée associée a un systéme d’équations linéaire S.

On a trois pivots : —3, —1 et 3, en colonnes 1,2 et 4 respectivement. La matrice B correspond
au systéme S’ (S est équivalent a S) :

—3$1 + 4272 + 3 = 8
S = Tyt a3 = —2
0= 3

Or la troisiéme équation n’admet pas de solutions (elle est du type 0 = 1). Le systéme est
inconsistant.

12



Constat : le systéme est inconsistant si la matrice augmentée sous forme échelonnée ou
échelonnée-réduite (unique!!) posséde un pivot dans la colonne des termes de droite, c¢’est-

a-dire une ligne du type
(00 0|®)

Quand le systéme est compatible/consistant on a deux cas possibles

Premier cas : une unique solution < on n’a pas de variables libres
< toutes les variables sont des variables de base
< toutes les colonnes de la matrice des coefficients ont un pivot.

0 @
0 0 @

Par exemple :

Deuxiéme cas : une infinité de solutions < on a au moins une variable libre
< on a au moins une colonne de la matrice des coefficients qui est une colonne non-pivot

Par exemple :

O

0

S
0 0 0@

13



Théoréme 1.20. Un systéme d’équations linéaire est compatible si et seulement st la matrice
augmentée sous forme échelonnée ou échelonnée-réduite n’a pas de ligne du type

(00 9]®)

L’ensemble de solutions d’un systeme compatible se compose

1. d’une unique solution si le systéme ne posséde pas de variables libres ;

2. d’une infinité de solutions si le systéme posséde au moins une variable libre.

Définition 1.21 (systéme homogeéne).
Un systéme est dit homogéne si tous les termes de droite (b;) sont nuls. Une solution est dite
triviale si elle est nulle.

aix a2 ar, | 0
a21 Q22 aszy | 0
Am1 Am2 **° Amnp O

Remarque : Tous les systémes homogenes sont compatibles car ils admettent toujours au moins
une solution, la solution triviale s = (0,0,...,0).

1.4 Equations vectorielles

Objectifs.
e savoir ce qu’est un vecteur et ’ensemble R" ;
e travailler avec des vecteurs et des combinaisons linéaires ;
e comprendre le lien entre systéme, matrice et équation vectorielle ;

e savoir ce qu’est le span.
. . . oL §1.1-§1.3 ) . -
Systémes d’équations linéaires <——== Représentation matricielle

1.4 . .
DL BN Représentation vectorielle

Les vecteurs, R? et R?

R? est I'ensemble des points a deux coordonnées. Pour définir cela on doit fixer un repeére (i.e.
une origine et une "graduation".)

14



On peut changer le repére, dans ce cas le point sera toujours le méme mais ses coordonnées
seront différentes. On peut voir cela comme un changement d’unité de mesure. On verra cela
en détail dans le chapitre 4.

Au lieu de voir R? comme un ensemble de points, on va voir R? comme un ensemble de vecteurs.
Ces deux maniéres - points et vecteurs - sont liées.

15



Définition 1.22 (vecteur ou vecteur colonne).
U1

Un vecteur est une matrice a une seule colonne o = : | avec v; € R. On appelle les v; les
Un

composantes du vecteur .

T

On les représente par -~

Définition 1.23 (R™).
On définit R™ comme ’ensemble de tous les vecteurs & n composantes, noté

R”:{?:(E)]viER,izl,...,n}

Exemple 1.24.
On a par exemple :

T =("Y")eRrR W:(?g)eR:”, 7:(§>6R4

Mais par contre on a, entre autre, que 2 ¢ R3, U ¢ R3, o/ ¢ R%.

Définition 1.25 (égalité entre vecteurs).
Deux vecteurs sont égaux si

1. ils ont le méme nombre de composantes ;

2. les composantes sont les mémes.

Propriétés algébriques de R"

Addition : soient 7, W e R™ on a

(i w1 v1 + wy

V2 Wo (%) + Wo
v+w=| |+ = . € R"

Un W, Up + Wy,

Multiplication par un scalaire : soient T eR et AeR

(%1 )\’Ul
(%) )\Ug

AT =\ =| .| ern
Up, Ay,

16



Exemple 1.26.

Soient i = (i),ﬁ: (_35> A=—1 =2 Onai+i= (

Propriétés
Soient u, v, w € R™ et A\, u € R. On a le propriétés suivantes

l.d+0=0v+1u

17



Exemple 1.27.

1 -2 7 1
Soient les vecteurs suivants de R® : | 2 |, 0], 15, |—1]. On peut créer un nouveau
3 7 2 -1

vecteur les combinant. Par exemple de la maniére suivante :

1 —2 7 1 7
22| +(-2) Ol +05+1|-1]= 3| eRr?
3 7 2 -1 -9
7
On a que 3 | est un nouveau vecteur de R? et est une combinaison des quatre vecteurs.
-9

Généralisation a R™

Définition 1.28 (combinaison linéaire).
Soient dy,ds,...,d, € R™ et Aq,..., \, € R. Alors le vecteur b défini par

b= A\ + Aoy & -+ \,dy,

est appelé combinaison linéaire des d; et les \; sont appelés les coefficients de la combinaison
linéaire.
Remarques :

1) Certains A; (ou tous) peuvent étre nuls ou négatifs.

2) bet My + -+ An@, s’appellent comb. linéaires.

3) Soit on connait @, ...,dy, A1,-.., A\, et on calcule b, soit on connait dy,...,d,,b et on

cherche Ay, ..., \,.

Liens systémes-matrices et équations vectorielles

-3

Soient a; = <7§>,62 = <_i>’63 = (é) et b= <:i> Cherchons Ay, Ay et A3 tels que b soit

une combinaison linéaire de ay, dy et ds.

& Trouver Ai, A\g, A3 tels que \id; + Aods + A3dz = b

3 —1 —2 -1
SN 41 + )\2 —4 | + )\3 3l =1-1
-2 4 3 3

18



3\ —3\2 —2)3 -1

= 4)\1 + —4>\2 + 3)\3 = -1
—2)\ 4 33 3
31 — 3Aa — 23 —1
=4 4N — 44X+ 303 | = | —1
—2X1 + 44X + 33 3

[ 3M =3\ —2\3=-1
<~ 4 —4/\2+3)\3 =-1
\—2)\1 + 4)\2 + 3)\3 - 3

3 -1 —-2|-1
& 4 —4 3| —1
-2 4 3 3
1 0 0 1
&S ~-e~ | 010 2
00 1|-1
A =1
& Aa=2 ousS=(1,2-1).
)\3:—1
Geénéralisation
anry +  ap¥y + 0+ AT, = b ay ap o ap |0
anT1 +  Qrs + - 4+ GpTp = bo Qo1 Qoo -+ Qo | 0
=
Ap1T1 + Qa2 + -+ App®y = bm am1 Gm2 ** Qmn 0

& T1A) + Toly + -+ + Tpdy, =0

Théoréme 1.29. Une équation vectorielle
01y + Taly + -+ Tnln = b
a le méme ensemble de solutions que le systeme linéaire correspondant a la matrice augmentée
(@ @ - a.d)

Remarque : si le systéme admet une solution b sera une combinaison linéaire des colonnes de
A= (aydy -+ dy).

19



Exemple 1.30. .
Soit b = (2). Trouver Ay, Ay tels que b = A\jdy + Aods.

1) @ = 1 .  [-1\ 1 —1|2 10
M=) ) " Lo 1) 0 1
2) &’1:((1)),3:(3):01121((1) 8 %),oronaunelignedutype(O 0 --- 0‘@)

Le systéme n’admet pas de solution.
2 1 —2]-1
1 0 0

3) 51 = (:?), (3:2 = (;L) : (:? ;L 0 > donc >\1—2)\2 = —1, )\2

est libre = A\ = 2X\y — 1, on pose \y = t,t € R, et I'ensemble des solutions est S =
{(2t —1,t) | t € R}.

3

1> = S = (3,1) donc b =

Ensembles engendrés et combinaisons linéaires

Objectifs.
e décrire explicitement ’ensemble des solutions a 1’aide du span ;
e comprendre le lien entre systéme, matrice, équation vectorielle et équation matricielle ;
e étre capable de calculer le produit "matrice-vecteur" ;

e savoir sous quelles conditions une équation matricielle admet une solution.

On commence par un exemple d’un ensemble engendré par un vecteur de R?. Soit v = ().
Alors ’ensemble des combinaisons linéaires de @' est ’ensemble des vecteurs A\v, A € R. Il s’agit
d’une droite passant par 'origine et de direction 7.

A

Ensemble engendré par deux vecteurs de R2. Soient #/,w € R?.

1) si ¥, n'ont pas la méme direction on obtient 1'espace R? en entier. On verra plus tard
pourquoi c’est vrai.

2) si U, w ont la méme direction, on obtient une droite passant par 'origine et de directin v.

20



Définition 1.31 (span ou vect).

Soient vy, ..., U, des vecteurs de R". L’ensemble des combinaisons linéaires de 1, ..., U, s’ap-
pelle le span. On le note
span{ﬁl, 172, R 717;7} = {/\1’(71 + )\2172 + -+ )\pﬁp | )\1, )\2, . ,/\p < R}
On peut aussi le noter Vect{ty, ¥, ..., U, }.
Remarques
1) span{dy,...,0,} CR™
2) 0 € span{t,...,7T,}.
Une utilité du Span
On va utiliser le span pour décrire I’ensemble des solutions (s’il y a des solutions).
Exemple 1.32.
].) 171 = <é>, 172 = (El;) S Rg. On a
S o 1 0 A1
span{vy, vy} = {)\1<8) +)\2<(1]) | A1, Ag € R} = {<,\02>}
z z
32 > Y - Y
Bt U
U
z ¥ x
FIGURE 1 - Exemple 1) FIGURE 2 — Exemple 2)

2) 7 = (é) Ty = (§) €R3 Ona

span{ﬁl, 172} = {)\1'113 + )\2(4?71) ‘ )\1, )\2 € R} = {ILLU_i ’ ne R}
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1.5 Equation matricielle

But : exprimer les combinaisons linéaires comme le produit d’'une matrice et d’un vecteur.

Produit matrice-vecteur
1L A=(_173),7=(%)

S
=1
Il
N\
|
— =
— O
|
w N
~
=

()= 0)

1 2 2
Avt=|-1 O 0| =IMPOSSIBLE
3 =2 1

Constat le produit matriciel n’est pas toujours défini. Il est définit si
nombre de colonnes de A = nombre de lignes de ¢/

Définition 1.33 (Produit matrice-vecteur).
Soient A une matrice m X n et ¥ € R"™. On définit le produit Ax par

aip Qi o Gip 1 1171 + a12T2 + -+ - + 10Ty
Am1 Am2 = Omnp Tp Am1T1 + Am2T2 + -+ AmnTy
mXn nx1 m X 1
On a A7 € R™.
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Lien entre produit matriciel et les systémes d’équations linéaires
Exemple 1.34.
21‘1 —ZEQ+3ZE3 =1
Soit S = 4131—2%24‘1'3:0
X1+ Lo+ T3 = -8

2 -1 3 1
Ona A= 4 =2 1] etb= 0
1 1 1 -8

On peut écrire S comme :

1) un systéme d’équation linéaires ;

2) une matrice augmentée (A | b);

2 —1 3
3) une équation vectorielle x1d; + xods + 303 = b ol ai=\|4],a=-2],d3=11];
1 1 1

4) une équation matricielle AT = b.

Toutes les représentations ont le méme ensemble de solutions.

Définition 1.35 (équation matricielle).
Soient A une matrice m x n et b € R™ et & € R". Alors I'équation AZ = b s’appelle équation
matricielle.

Théoréme 1.36. Soient A,g,f comme ci-dessus. Soient ay,...,d, € R™ les colonnes de A.
Alors l’ensemble de solution de AT = b est le méme que

Z. x161+x252+"'+xn6n:get

2. (al Gy - an|5)

Existence des solutions d’une équation matricielle

On se pose maintenant la question de savoir sous quelles les conditions, sur A et b, est-ce que
AZ = b admet au moins une solution.

51
Supposons alors que AT = b admette une solution § = ( : )

Sn
Clest équivalent a dire que A5 = b (que l'équation est vraie)
& 510 + 9l + - + Sln = b
& b est une combinaison linéaire des colonnes de A (les @;) avec sy, . .., s, comme coeffeficients.
Donc A% = b admet une solution <> b est une combinaison linéaire des colonnes de A.
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Exemple 1.37.
T —2$2+l‘3 :b1

Soit S = To — 4x3 = by un systéme 3 x 3 avec un terme de droit général, i.e. b=
—4xy + 519 + 973 = b3

(&) ®
bs

1 =2 1|h 1 0 01290y + 23by + Tbs
On a S qui est équivalent & 0 1 —4|by | ~--~1 0 1 0|16b; + 13by + 4b3
—4 5  9|bs 0 0 1| 4by+ 3by+ b3

On a 3 pivots, que des variables principales (ou des variables de base) et donc une unique
solution. Donc pour n’importe quel b e R3, I'équation AT = b admet une unique solution,
donnée par
29by + 23by + Tbs
§= | 16b; + 13by + 4b5
4by + 3by + b3

A1n51 pour tous b€ R3, AT = b est compatible, ce qui est équivalent a dire que pour tout
be R3 b est une Comblnalson linéaire des colonnes de A.

Donc Vb € R3, il existe 21, 29, 73 € R tels que \@; + Nads + N3z = b

On a vu que les coefficient de la combinaison linéaire (les ;) sont donnés par la solution de
AZ =1,

C’est-a-dire

>\1 = 29b1 + 23b2 + 7b3
Ao = 16b; + 13Dy + 4b3
As = 4b; + 3by + b3

Ainsi, par la définition du Span, on a que pour tous be R3, be span{dy, do, ds}-
D’un autre coté, par la définition du Span, on sait que : span{al, y,ds3} C R3.
Mais alors on a que R?® C span{ay, d», a3} car pour tous b€ R3, be span{a;, ds, d3}. On peut
donc en conclure que
span{c_il, 62, 63} = R?)

On peut continuer de donner des équivalences, ¢a nous permet d’avoir un résumé des notions
vues précédemment.

On a que pour tous b € R3, AZ = b est compatible < span{d,, @, @3} = R3

Mais on a aussi par le Théoréme : AT = b est compatible < on n’a pas de ligne du type
(000 x) on x 0.

< la colonne des termes de droite n’est pas une colonne pivot

< il y a un pivot dans chaque ligne de A
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On a un premier théoréme trés important.
Théoréme 1.38. Soit A = (dydy - - d@y,) une matrice m x n. Alors les propriétés suivantes
sont équivalentes

1) Vb € R™, AT = b admet au moins une solution (est compatible)

2) Vb € R™, b est une combinaison linéaire des colonnes de A.

3) span{d,da, ...,d,} = R™, c’est a dire : les colonnes de A engendrent R™.

4) chaque ligne de A posséde un pivot.

Remarque : A ne posséde pas forcément un pivot par colonne. On ne parle pas d’unicité de la
Exemple 1.39.

solution.
(10 1\ - (b . 10 1|b
l)A—(O 1 1),etb—(b2).0nobtlent<0 11 bz)

La troisiéme colonne est une colonne non-pivot, ce qui veut dire que x3 est libre et x1, 9
sont des variables de base.

On obtient
ry = b1 — T3

Ty = by — x3

x3 libre

On peut vérifier le Théoréme [I.38 11 suffit de montrer qu'une des propriétés est vraie,
comme elles sont équivalents, elles seront toutes vérifiées (on peut bien str vérifier les 4
propriétés mais une seule suffit).

1 01 by
2) Soient A= |0 1 1] etb=|by| €R3 Comme la matrice A n’a pas de pivot dans la
000 b3

3%me Jigne, le systéme AZ = b sera incompatible pour certains vecteurs Z;, ce qui rend la
propriété 4 du Théoréme fausse. On peut montrer que les 4 propriétés du Théoréme
1.38] sont fausses.
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1.6 Ensembles de solutions d’une équation matricielle

Etudes des solutions d’un systéme homogéne

Soit A de taille m x n, la matrice des coefficients associées a un systéme homogéne. On considére
AZ = 0 (ici le terme de droite est dans R™), qui est une équation toujours compatible car §= 0
est une solution (ici § € R™).

Exemple 1.40.

Soit A = (_é ? (1)), b= (8) On a A7 = 0 est compatible car 7 = <§) est une solution.

Résultat (rappel) : un systéme linéaire homogeéne est toujours compatible. On a soit

1) une unique solution §= 0, soit

2) une infinité de solutions (y compris la solution triviale).

s=0€cR"

Exemple 1.41.

$1+2]}2—|—3$3:0
Soit { 4xq + bxg + 623 =0
6.171 + 7:172 + 8ZL'3 =0

On a
1 2 3|0 1 0 —-11]0
4 5 6|0 | ~--~1 01 210
6 7 8]0 00 010

On a deux pivots (en colonnes 1 et 2), donc x1, 25 sont des variables principales et z3 est libre.
On obtient

Tr1 = I3
To = —2$3
x3 libre

On prend t € R comme parameétre pour x3. On obtient § = (—%t> = t(—%), t € R. On dira

que 7 est la solution générale de A7 = 0.
On peut écrire I’ensemble des solutions avec le span : S = span { ( f% )} CR?
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Exemple 1.42.

21’1 +4.ZC2 —6.773 =0
4ZL‘1 +8£L‘2 — 101‘3 =0
2 4 —6 0

0 1 20
4 8 —-10|0 00 1]0

On a que x1,r3 sont des variables principales et x5 est libre.

On considére le systéme {

On obtient (

Ty = —2x9 .
On a et x5 est libre.
T3 = 0
. - —2 -2
Choix 1 : on prend ¢t € R comme parameétre pour x5. On a & = ( 6t> = t( ! ) teR
1
Ty = —=T
Choix 2 : on reformule notre systéme comme 2 27! avec, cette fois-ci, 1 comme variable

3 =10
):k(;) keR.

e

libre. On prend k£ € R comme paramétre pour z;. On a ¥ = (—

| Ol

Avec le choix 1, on obtient I’ensemble de solutions S; = span{< §>}
1
Avec le choix 2, on obtient I’ensemble de solutions Sy = span{ ( -3 )}
0
On a que S7 = 55 car les deux vecteurs choisis sont multiples I'un de 'autre
-2 1
1] =-2(-1
0 0
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Etudes des solutions d’un systéme non-homogéne

On considére AZ = b avec b # 0 et on s’intéresse a des systémes compatibles, ayant une infinité
de solutions.

Exemple 1.43.
21’1 —|—4x2 — 61'3 =0
41‘1 + 81‘2 — 101‘3 =4

o 294 —6 |0 12 0]6
DAl g8 —10]4 00 1|2

1'1:6—2.172

On considére le systéme {

Ona < x3=2

x9 libre.
: . S 6—2
Soit t € R pour xs. Onobtlents:< §t>,t€R.
z
A
+ 2
-
i
T 6
On peut reformuler § en
6 -2
s=lo]|+t| 1| =p+t5, teR
2 0

oil 7 est une solution de AZ = 0, et t7, t € R est la solution générale de A7 = 0. Géométrique-
ment on a fait une translation de spant selon le vecteur p. L’ensemble de solution de AZ = b
est la droite paralléle a ’ensemble de solution de Ax = 0, passant par p.

On a que p est une solution quelconque (ou solution particuliére) de A7 = b. On aurait pu
prendre un autre vecteur (i.e. une autre solution de A7 = b).
On a, si on schématise :

-,

{solution de AZ = b} = (solution quelconque 7) + (sol. générale de AZ = ()
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Exemple 1.44.

Soit {z1 + 2z =3

Trouver la solution de A% = b sous la forme 5 = p+tu, t € R.

On a x; de base, x5 libre données par x1 = 3 — 2x5 et x5 = t, t € R. Ceci nous donne

= ()= () + () e

L’ensemble des solutions est la droite violette.
On peut la voir comme un ensemble de points
de R? sur la droite violette ou comme ’ensemble
des vecteurs partant de I'origine et allant sur un
point de la droite violette

xz

Théoréme 1.45. Soient A une matrice m X n, b€ R™ tels que AT = b admette une solution.
Soit P une solution quelconque (particuliére) de AZ = b. Alors l’ensemble des solutions de
AZ = b est Uensemble des vecteurs @ = P+ 0, ot U, est une solution de AT = 0.

Suite de I'exemple [1.43|
On reprend I'exemple [1.43] Avec différentes valeurs pour ¢ on obtient différentes solutions  :

6 -2 4
Avect=1, w=|0] + 11=11
2 0 2
6 2 8
Avect=—-1, Ww=|0]+|-1]=|-1
2 0 2
6 —4 2
Avect =2, w=1[0]| + 21 =1-2
2 0 2
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1.7 Indépendance linéaire

Objectifs.

e savoir exprimer l’ensemble des solutions d’un systéme linéaire homogéne et non-
homogeéne ;
e connaitre I'indépendance/la dépendance linéaire ;

e savoir si un ensemble de vecteurs est linéairement indépendant ou dépendant.

On considére ici A7 = 0 et on cherche des conditions sur les colonnes de A pour que A% = (
n’admette que la solution triviale.

Exemple 1.46.
Soit le systéme suivant
T, + 229 — 323 =0
S =14 3x1+ 529+ 923 =0
521 + 929 + 323 =0
Le systéme s’écrit comme équation matricielle :

1 2 -3 T 0 1 2 -3 0

3 5 9 o | = |0 ) < 1, 3] 4+xs | 5 +xs3 91 =10

5 9 3 T3 0 5} 9 3 0
6:1 5:2 6:3

C’est-a-dire qu’on aimerait trouver x1, s, 3 tels que 0 soit une combinaison linéaire des d;.
Clairement x; = 9 = x3 = 0 est une solution. Mais est-ce la seule ?

Si oui : on dira que aj, a3, az sont linéairement indépendants.

Si non : ils sont linéairement dépendants.

On résout le probléme, pour trouver les solutions.

1 2 =310 10 33/0
35 9|0 | ~--~1 01 =180
59 3|0 0 0 010
—33t —33
donc 5= | 18t | =t 18] ,teR.
t 1

On a une infinité de solutions = a7, as, a3 sont linéairement dépendants.
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Définition 1.47 (linéairement (in)dépendante).
Une famille de vecteurs {7y,...,7,} de R™ est linéairement indépendante (ou libre) si I'unique
solution de
$1171+$2172+"'+Ip17p:0

est §=0 (1 =9 =--- = x, = 0). Sinon on dira que la famille est linéairement dépendante
(ou liée).
Exemple 1.48.

: R 1\ . - 2 , .1
Soient v} = ( > , Uy = (O) , U3 = (_1). On va d’abord regarder la dépendance/indépendance

0 1
linéaire entre v et vy. C’est-a-dire

i vesi= () o () 10 () = ()« () = ()

On a donc une unique solution 5 = (8) donc {7, U, } est une famille linéairement indépendante.

Mais par si on consideére les trois vecteurs, on doit résoudre x10; + 22U 4+ x303 = 0. Or on voit

(2)-2()+()-()

o o o ., , - -2 . . ,
Donc {¥), U, U3} est linéairement dépendante car § = < %> est une solution. Comme illustré

dans le graphe ci-dessous.
Y,

A
Yo

l"

~
=
[y

—20; Us

Cas particuliers :

a) {vi},v1 € R": {01} est lin. indépendante
< r1v7 = 0 n’admet que 1 = 0 comme solution
< v # 0, car si v7 = 0 on a une infinité de solution pour x.

b) {v1,03} est lin. indépendante
& 0] + XToUy = 0 n’admet que 1 = x5 = 0 comme solution
< 01, v ne sont pas multiples 'un de l'autre (donc U # pvi pour n’importe quel p € R)
< 01, U5 ne sont pas sur la méme droite.
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Définition 1.49 (colinéaire).
Soient v, Uy € R™. Ils sont colinéaires s'il existe u € R tel que v} = uvs.

Résultat o7, U sont colinéaires < v7, U5 sont linéairement dépendants.

Méthode 1

On met les vecteurs dans une matrice A = (¥, ---#,) et on regarde si 0 € R? est I'unique
solution de AZ = 0. On utilise par exemple 'algorithme de Gauss-Jordan.

Théoréme 1.50. Les colonnes d’une matrice sont linéairement indépendantes si et seulement
st A¥ = 0 n’admet que la solution triviale.

Démonstration. voir le cours. O

Méthode 2 dite d’"observation"

Au lieu de directement appliquer I’algorithme, on peut observer les vecteurs et essayer de trouver
une solution non-triviale. Attention cela ne fonctionne clairement pas tout le temps

Exemple 1.51.

. 1 —1 0 . 1 —1 .
Soient (1> , (_1> , (1) on volt que (1> et (_1) sont colinéaires.

0

On aura donc que x (}) + 24 (:1) + 23 (2) = (8) admet §= | 0 | comme solution mais
0

1
aussi | 1] (et donc une infinité de solutions).

0

1 -1 0 o )

Donc otoy) est linéairement dépendante.
Théoréme 1.52. Une famille de vecteurs {vy,...,v,} de R™ avec p > 2 est linéairement

dépendante si et seulement si au moins un des vecteurs est combinaison linéaire des autres.

Suite de ’exemple :

On a (}) = (—1) (:}) +0 (g) Donc (1) est une combinaison linéaire de (:1) et (?)

Mais (?) =1 G) + x4 (:D n’admet pas de solution, donc <(1)> n’est pas combinaison

linéaire des autres.

Théoréme 1.53. Toute famille {vy,...,0,} de R™ est linéairement dépendante si p > n.
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Cas particuliers
Théoréme 1.54. Toute famille de veceurs de R™ contenant 0 est linéairement dépendante.

Remarque:Soit une famille {vy, ..., 0,} de vecteurs de R™ :
1) sip > n alors {t},...,7,} est linéairement dépendante

2) si p < n, la famille peut étre linéairement dépendante, ou linéairement indépendante.
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Bases de R"

On cherche une famille de vecteurs de R"™ tels que

1) tout vecteur de R™ s’écrit comme combinaison linéaire de la famille;

2) la famille est linéairement indépendante.

Dans R?

On commence par la situation "la plus simple".

Y1 On prend (}) et (9). On appelle ces deux vec-
teurs par

) L {1\~ (0

éy | ‘ e, = 0 et ey = 1
U1
% 1z Alors {é), >} est une base de R?. On doit pour
T cela, vérifier les deux propriétés ci-dessus.
il

On a :
- - b
1) pour tout b € R% b= (bl>’ on a
2

SIORD

ICI on a que les coefficients de la combinaison linéaire sont égaux aux com-
posantes de b.

0]0
0 110

2) {€1,é5>} est linéairement indépendante car ( ) n’admet que la solution triviale

§=(0)-
Alors la famille {€},} est une base de R? et on l'appelle la base canonique de R?.
Mais il existe d’autres bases (une infinité!). Par exemple

?Tl = (1) et '172 = (_é)

1) pour tout b € R, b = (Zl>, on a
2

1 1| 10
1 =2 |by 01
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Donc

o by (1N bi—by [ 1
() )

ICI on a que les coefficients de la combinaison linéaire ne sont pas égaux aux
composantes de b.

2) {u, 1z} est linéairement indépendante car ils ne sont pas colinéaires.

La famille {@;, >} est donc une base de R2.

Définition 1.55 (base de R™).

Une famille de vecteurs {7, ..., 4,} de R" est une base de R™ si
1) span{vy,...,0,} =R
2) {¥,...,7,} est linéairement indépendante.

Comme c’est une base, on aura nécessairement que p = n.

Remarque:
1) sip>n:{t,...,0,} est linéairement dépendante par le Théoréme [1.54]

2) sip<n:soit A= (U) v --- U,). On aura que A ne posséde pas un pivot par ligne, donc
par le Théoréme [1.38], span{d,...,7,} # R"™ (on aura seulement une inclusion C R").

3) si p=n : on ne peut rien dire sans vérifier les conditions de la définition [1.55]

1.8 Introduction aux applications linéaires

Objectifs.
e définir et travailler avec des applications linéaires ;
e décrire les applications linéaires avec une matrice ;

e savoir si une application est linéaire, et savoir faire la différence entre application
linéaire et application matricielle.

But : on veut interpréter les matrices comme des applications linéaire (ou transformations
linéaires)

Exemple 1.56.

1) A= (1) ?) alors VZ € R? : AT = Z. A "ne fait rien". Elle représente 1'application
identité.

2) A= 01 alors A¥ = O L) (o) _ (2 A permute les deux composantes de

10 1 0) \a, r ) 0P P '

. : . 1
A est une symétrie selon la droite de direction )
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FIGURE 3 — Exemple 2)

=i )= (09 (2
onaA(g) :(6),puisA(_

A (_63> _ (:g) — A(A(AD)) et enfin A (

A est une rotation de 7 (90°) dans le sens anti-horaire.

Remarque : les matrices de rotations s’écrivent (

6 dans le sens anti-horaire.

Généralisation

Soient A une matrice m x n, ¥ € R", b € R™ alors AT = b s’interpréte comme A transforme ¥

en b.

R?’L
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FIGURE 4 — Exemple 3)

. On voit que c’est égal & A(Av) On continue

) pour les rotations d’angle



Exemple 1.57.

1 00

1) SmtA:(O 10

T
) de taille 2 x 3. On aura AZ = (1 0 O) To

On a donc

T3 T
A5 = (2)
7= (1)
1 UV = 5
| 2
3 > L9 >
| T
I -7 \/
T A
1 00
2) Soit A= |0 1 0] de taille 3 x 3. On aura
0 00
1 00 1 Z1
A =0 1 0| [z | = | 22| €R®.
000 T3 0
On a donc

Cette application projette ¥ sur le plan O,,,, de R3.
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xs3 xs

A

Ty Ty

Remarque: L’application 2) n’est pas égale a I’application 1). Dans le cas de l'application 2),
les images (les vecteurs obtenus) sont dans R3 - méme si I'image est un plan, on reste dans R3,
les vecteurs ont 3 composantes - alors que dans le cas de I'application 1), on se retrouve dans
R? - les images n’ont que 2 composantes. Et R? # R?!

Remarque: Avec les deux applications de I'exemple[1.57], on aura une infinité de vecteurs envoyés
sur le méme vecteur (c’est-a-dire qui auront la méme image). Par exemple avec 'application
2)

3 3 3 3 3 3
A5l =1|5], mais A 51 =|5],ouencore A 5] =15
2 0 —4 0 46 0

Définition 1.58 (transformation/application).
Une transformation T de R™ vers R™ est une opération qui assigne a chaque vecteur de R™ un
vecteur de R™. On la note
T: R —» R™
Z - T(Z)
On appelle R" I'ensembe de départ, et R™ '’ensemble d’arrivée. Pour & € R™, T'(Z) est l'image

de Z par T. L’ensemble de toutes les images s’appelle I'image de T, notée Im(7"). On aura
Im(T") C R™.

Remarque: On aimerat décrire 'application T" avec une matrice et avoir

T: R — R™

r — AZ

O va d’abord commencer par la situation ott on connait A. Attention ¢a n sera pas toujours le
cas, des fois il faudra trouver A.

Exemple 1.59.

1 00 i x AL
1) A= (0 1 0) et T associée a A :

T: R - R?
T = AZ

On a que R? est Pensemble de départ, R? celui d’arrivée, et Im(7) = R2. Ici 'image de T
est égal a I’ensemble d’arrivée.
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2) A= ((1] 8) et 1" associée a A :

T: R? - R?

On a AT = (%) et R? est 'ensemble de départ ainsi que celui d’arrivée. On a Im(T')
qui est égale a 'axe O,, (I'axe z;). Ici I'image de T n’est pas égal & I'ensemble d’arrivée.

To B €2
A (% A

Remarque: Dans la définition [1.58]il n’y a pas de mention d’une matrice associée a la trans-
formation. Il n’y a pas non plus de mention de la linéarité de T. On peut en effet avoir des
transformation linéaires, ou non-inéaires. On peut aussi avoir des transformations avec une
matrice associées, ou sans. Par exemple T : R — R qui envoie x sur T(x) = z? est une
transformation, mais elle n’est pas linéaire.

Avec les propriétés algébriques de R™ et la mutplication matrice-vecteur on peut montrer
que

AN+ 7) = Mi + A6, Vi, 7€ R", A e R. (1)

Définition 1.60 (transformation linéaire).
Une transformation 71" est linéaire si

1) T(d+7) =T(u) + T(?)
2) T(\u) = \T(u)

pour tous i, ¥ dans I’ensemble de départ de T" et pour tous A € R.

S’il existe A telle que T'(d) = A@ on dira qu T est une transformation matricielle. Si T est
matricielle alors par [I} on a que 7T est linéaire, car T' vérifiera la définition [I.60}
On a donc

T une transformation matricielle = T est une transformation linéaire.
Mais
T une transformation linéaire £ T est une transformation matricielle.

Par exemple I'application "dérivée" est linéaire mais pas matricielle.
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Conséquences
Soit T : R™ — R™ linéaire.
i) T(0)=0
i) T(\ii + pi) = T(Aid) + T () = MT(i0) + pT(7)

On peut généraliser
P
T()\lﬁl + )\262 +---+ )\pﬁp) = Z AlT(Ul)a pe N*
i=1

On appelle cela le principe de superposition.

Exemple 1.61.
Soient r € R, T : R? — R? ou T(¥) = r7.
ESt-ce que T est linéaire ?
T\ + V) = r(Ad + ©)

=71\l +1rv

= \rd +rv

= \T'(d) + T'(7)
oui elle est linéaire.
Cherchons A une matrice telle que T(Z) = AZ. Comme T(7) = AT € R? =, A est de taille
2 x 2.

o - (1L 0y, [r O\,
OnaT(x)—rx—r(O 1)x—(0 r)x.

Donc A = 6 0).

r
1
3

Remarque: si 0 < r < 1 on appelle cela une contraction, si r > 1 on appelle cela une dilatation.

Par exemple, si r =3 : T(4) = 34, T(( )) = (S) I1 s’agit d’'une homothétie de rapport 3.

1.9 Matrice associée & une transformation linéaire

But trouver A (si c’est possible) telle que T'(Z) = AZ.

Prenons R? et essayons de trouver A associée a une application linéaire.

Soit # = (') € R2 et soient & = 1 Gy = 0 . On sait que
i) 0 1

T = .%'151 + 1'252 (2)

avec x; = 1%¢ composante de Z = coeff de €] dans la combinaison linéaire
et xo = 2°"° composante de ¥ = coeff de €, dans la combinaison linéaire

= on obtient un ordre.
Il faudra respecter 'ordre des composantes et ’ordre des vecteurs dans la base choisie.
Quand on devra respecter l'ordre on notera la base avec des parenthéses (...,...).
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Par exemple FE = (€1, €3) pour la base canonique de R?.
Quand on a pas besoin de l'ordre on utilise les accolades : {e7, €3}.

Remarque: On a déja utilisé les deux notations dans le cours : (...,...) et {...,...

Pour les listes ordonnées comme les solutions de systémes d’équations linéaires on a utilisé les
parenthéses S = (s1, S2, ..., S,). Ici nous avons besoin d’un ordre dans les s; car ils s’agit de
substituer les s; dans des équations.

Mais, pour les spans on n’a pas besoin d’ordre dans les éléments entre les accolades :

span{(g), (1)} = span{(}), ()}

Exemple 1.62.
Soit T': R? — R3 linéaire. Supposons qu’on connaisse

1
T(e)) = 5] et T'(éy) = |3
2
Donc dans cet exemple, nous ne connaissons pas A, et on n’a pas vraiment une expression pour

T. On aura T'(Z¥) = AZ, donc A sera de taille 3 x 2. Par 2/ on a

T(z) = T(x1€1 + x9€2) = 21T (€1) + x2T(€3)

—2 1 —2I1 + 29
=2 Ol +x2 | 3] = | d5x1 + 329 S R3
6 2 6x1 + 229

On a donc trouvé comment écrire T et son action sur les vecteurs de R?

—271 + T2
T(f) = 5.151 + 3.2132
6.1'1 —+ 2.1'2
Or ceci s’écrit aussi
-2 1 .
T@ =1 5 3 ( 1) = A7
6 2) \"?
———
=A
On a alors que
-2 1
A= 5 3| =(T(a) T(e&))
6 2
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Théoréme 1.63. Soit T' : R™ — R™ une transformation linéaire. Alors il existe une matrice
A de taille m x n unique, telle que T(¥) = AZ, V& € R™ et elle est donnée par

A= (T(@) T(a) - T(e)

ou (€1,€s,...,6,) est la base canonique de R"™. La matrice A est de taille m x n et s’appelle la
matrice canoniquement associée a 1.

Démonstration. voir le cours. O

Transformations injectives et surjectives

Exemple 1.64.

L1
1) Soit T} : R* — R?® donnée par T} (Z) = | 22
0
T3 T3
A A
> Lo D)

\/
.Tl/

T Tl
2) Soit Ty : R? — R? donnée par T (Z) = <i1)
2
3
{5

> 19 i
v

T T2
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Définition 1.65 (surjective).
Une transformation linéaire 7' : R™ — R™ est dite surjective si tout vecteur b € R™ (ensemble
d’arrivée) est I'image d’au moins un vecteur de R" (ensemble de départ).

Suite de I’exemple [1.64]

T
3) Soit Ty : R* — R?® donnée par Ty (Z) = | 0
0
T3 L3
A A
> 19 > 19
\/
T 13 x
T3
4) Soit Ty : R?* — R? donnée par Ty(Z) = | 2
Ty
X3 3
> Lo > 19
\/
T Ty T

Définition 1.66 (injective).
Une transformation linéaire T : R™ — R™ est dite injective si tout vecteur b € R™ est I'image
d’au plus un vecteur de R".
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NON

Remarque:

1) T:R™ — R™ est surjective si et seulement si Im(7") = R™.
2) T : R™ — R™ est injective si et seulement si Vb € R™, I'équation T(Z) = b admet au plus
une solution
si et seulement si VZ,§ € R", ¥ # i on a T'(Z) # T(Y).
Définition 1.67 (bijective).
Soit T : R™ — R™ une application linéaire, alors si T est injective et surjective, elle est bijective.
Le théoréme suivant est a associer au Théoréme [[.38

Théoréme 1.68. Soient T : R™ — R™ une transformation linéaire et A la matrice canonique-
ment associée : T(¥) = AZ. Alors les énoncés suivants sont équivalents

1. T est surjective
2. Vb e R™, b est une combinaison linéaire des colonnes de A.

3. chaque ligne de A posséde 1 pivot.

Remarque: On aura que A est de taille m x n. Supposons que A = (@; dy --- @) ol
a; € R™ est la colonne ¢ de A.
i) Vb € R™, b est une combinaison linéaire des colonnes de A <= Vb € R™ il existe
ALy A € R tels que : g:)\ld’1+)\2&'2+---+)\nd’n
<= span{d,...,d,} = R™. (ici il s’agit de R™)

ii) on a aussi Vb € R™, b est une combinaison linéaire des colonnes de A <= Im(T) = R™.

1 1 -3
Im(A) = span 21,11, -1 cR?
1 3 1

Mais peut-on "mieux décrire" Im(A)? est-ce que {dy, @z, d3} est une base de Im(A)?

@ 0 -2
A~vonv [ 0 @O 1 —> les colonnes ne sont pas lin. indép.
0o 0 0

On a que —2a; + dy = az. Donc

1 1
Im(A) =span | 2|, (1 ds est superflu
1 3

et span{c?l, C_iQ, 63} = span{c_il, CTQ}
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Théoréme 1.69. Soit T : R" — R™ une transformation linéaire. Alors T est injective si et
seulement si T'(Z) = 0 n’admet que la solution triviale.

Démonstration. voir le cours. L]

Exemple 1.70.
Soit T': R? — R3 une application linéaire, donnée
par
3T] — X
T(Z) = | by + 224
1+ To

On va chercher A telle que T'(Z) = AZ.
Comme T : R? — R3, on sait que A sera de taille 3 x 2. De plus, par le Théoréme A est

donnée par
1

e men-((3) 7())- (3

Est-ce que T est surjective ? Par le Théoréme T est surjective <= A posséde 1 pivot

par ligne. Mais A ne peut pas avoir 1 pivot par ligne car elle n’a que 2 colonnes. Ceci implique
que T n’est pas surjective

10

A~-oon 101

0 0

Est-ce que T est injective 7 on utilise le Théoréme T inj <= T(¥) = 0 n’admet que 0
comme solution

< A7 = 0 n’admet que 0 comme solution

<= les colonnes de A sont linéairement indépendantes (par le Théoréme

<= A posséde 1 pivot par colonnes.

Dans notre cas c’est vrai, donc T est injective.

Noyau et image d’une application
Définition 1.71 (Noyau et image).

Soit T': R™ — R™ est une application linéaire.
Le noyau de T, noté Ker(7T'), est '’ensemble des vecteurs & € R™ tels que T'(Z) = 0. On le note

Ker(T) = {# e R" | T(&) =0} CR"

L’image de T est définie par

Exemple 1.72.
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1) Soit T : R?> — R? donnée par T(Z) = AZ avec A = (1 8) On a AY = (il)
1

T2 T2
A A

ker(7") i

e (9 (2)- ()

< 11 = 0 et xy est libre

— §:t<(1)),teR

Donc Ker(T) = {(?) | t € R} =span{({)}. Cherchons maintenant I'image de T'. Il s’agit
de I'ensemble des b € R? tels que T(Z) = b est compatible.

1 0|b . .
= ( 10| b ) soit compatible

0 0|by—10y
< blzbg

= (1 0 b ) soit compatible

Donc
Im(T) = {(}) [t € R} =span{(})}

100

2) Soit T : R® — R? donnée par T(T) = AT avec A = (0 10

>. Trouver le noyau Ker(T")

et I'image Im(7).
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Chapitre 2 : Calcul Matriciel

Objectifs.
e définir les opérations matricielles ;
e transposer une matrice;
e définir des matrices symétriques, antisymétriques et diagonales ;
e inverser des matrices;

e travailler avec des matrices par blocs.

2.1 Opérations matricielles

Soient A, B des matrices de taille m x n et X\ € R.

Somme
ajix Qa2 - Qi byt bz - by
A+B=| : N
Am1 Am2 - Omnp bml bm2 e bmn
a1 +bnn app+bie o a4 by
am1 + bml Am?2 + bm2 o Qmp + bmn

Multiplication par un scalaire

ay; G2 - Aip Aair Aaig - Aay,
AM=X]| = :

m1 Am2  ° Amp )\aml )\&m2 )\amn

Théoréme 2.1. Soient A,B et C' des matrices m xn et \,y € R. On a
1. A+ B=B+ A

2.(A+B)+C=A+(B+C)=A+B+C
3. A+ Opsn = A ot O,,xy est la matrice nulle de taille m x n
4. MA+B)=XA+ B

5 AN+ A= A+ pA

6. (M)A = ApA)
7. 1A=A
8. 0A = Omnxn
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Multiplication matricielle

On a vu comment multiplier des vecteurs et des matrices, maintenant on va voir comment
multiplier des matrices entre elles. La multiplication "matrice-vecteur" vient des applications
(voir le chapitre 1). La multiplication "matrice-matrice" vient des compositions d’applications.
Rm

RP R™

matrice canoniquement matrice canoniquement,

associée B n X p associée A m xn

? matrice associée ? application T 7

Soit & € RP, on a Tp(¥) € R™ et Tp(¥) = BZ.
Donc Ta(Tg(%)) = Ta(BT) = A(BT) € R™
On a que A(BZ) est une composition d’applications T4, T. On peut écrire

A(BZ) = (AB)&

Définition 2.2 (Produit matriciel).
Soient A une matrice de taille m x n et B une matrice de taille n x p. Le produit matriciel AB
est défini par

AB:(A& Ab, -~A@)
AB est une matrice de taille m x p.
Remarque: On a
nombre de colonne de A= nombre de lignes de B

Exemple 2.3.
Soient
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"Régle ligne-colonne"

Soient A de taille m x n et B de taille n x p alors la matrice C' = AB est définie par

Cij = (@il aiz - Clm) .

b

Exemple 2.4.

2 3 9 1 2:2+3-(-1) 2-14+3-1
1 -1 (_1 1): 1-24(-1)-(-1) 1-14+(-1)-1
0 4 0-2+4-(-1) 0-1+4-1

1 5

= 3 0

—4 4

Remarque: On appelle matrice identité la matrice carrée avec des 1 sur la diagonale et des 0
partout ailleurs. La matrice identité de taille n X n est notée I,, et vaut

1 0.-.... 0
017
Ly=|:"
L0

O vnn. 0 1

Théoréme 2.5. Soient A une matrice m x n et B et C' des matrices telles que les produits
ci-dessous soient définis. Soit X € R. On a

1. A(BC) = (AB)C = ABC
2. A(B+C) = AB+ AC
3. (A+ B)C = AC + BC
/. MAB) = (AA)B = A(AB)

5. A= Al, et A= 1,A ou I, est la matrice identité de taille n x n et I,, de taille m x m.
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Composition d’applications

R! RP R", R™

T\/)’('

8y

Tapc(Z)=A ' B

Pour pouvoir faire les multiplications, la matrice A doit étre de taille m x n, la matrice B doit
étre de taille n x p et la matrice C' de taille p x [.

Remarque:
1) Le produit matriciel n’est pas commutatif, c¢’est-a-dire AB # BA (en général).
2) AB peut étre défini mais BA pas. En effet on peut avoir I'existence du produit AB mais
pas l'existence de BA.

3) Soient a,b € R tels que ab = 0 on aura a = 0 ou b = 0 (ou les deux). Mais cela n’est plus
valable pour le produit matriciel. On peut avoir AB = O (O la matrice nulle) avec A ou
B (ou le deux) non-nulles.

4) Soient a,b,c € R : a # 0, tels que ab = ac. Alors on aura b = c¢. Mais cela n’est plus
valable pour le produit matriciel. On peut avoir AB = AC' sans avoir B = C.

Définition 2.6 (transposée).
Soit A une matrice m X n. Sa transposée, notée A' est la matrice de taille n x m dont les
colonnes sont les lignes de A.

Exemple 2.7.
10
1)A:(é E _;)etAT: 2 3
2 -1 2

2) A=(1 2 7 0)et AT =
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Théoréme 2.8. Soient A et B des matrices telles que AB existe. Alors
1. (AT =4

2. (A+B)T = A" + BT
3. Soit e R, (ANA)T = AT

J. (AB)T = BTAT

Exemple 2.9.
Soient A, B données par
1 11
A_G _(2) (1)> et B=[ 011
-1 10
On aura
1 2
ap= (L VTN umr = (-1
2 4 3
-1 3
De l'autre coté on a
1 3 1 0 -1
AT=-2 0 et BT 11 1
01 1 1 0
Ainsi
1 2
BTAT=|-1 4
-1 3

On a donc BTA" = (AB)T, alors que AT BT n’existe pas.

Exemple 2.10.
Sous quelles conditions avons-nous A = AT ? 1l faut tout d’abord que A soit carrée, donc de
taille n x n.

1) A= (a), on aura AT = A.
2) A= (0 ) on aura AT = A.

3) A= (’g ) on aura AT = A.

1 —
4) A= (1 5 ) on aura A" # A.
Définition 2.11 (symétrique, antisymétrique).

Soit A une matrice. Alors

A est symétrique si Aest n x netsi AT = A:a; = ay

A est antisymétrique si Aest n xnetsi AT = —A: a;j = —aj;
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Remarque: Les composantes sur la diagonale de A, les a;;, sont fixes. Ils ne bougent pas dans
la transposée. Donc :

1) si A est symétrique, a;; ne changent pas.

2) si A est antisymétrique, on a a;; = —a;; par définition, donc a; = —ay;. Or la seule
possibilité dans R est que a; = 0. On aura donc que chaque matrice antisymétrique
posséde uniquement des 0 sur la diagonale.

Exemple 2.12.

11 =2
1) 1 3 0] est symétrique, mais pas antisymétrique.
-2 0 4
0 2 -1
2) | =2 0 —3 | est antisymétrique, mais pas symétrique.
13 0
0 2 —1
3) [2 0 —3|n’est ni symétrique, ni antisymétrique.
13 0

4) la matrice nulle est symétrique et antisymétrique.

Théoréme 2.13. Toute matrice A de taille n X n est la somme d’une matrice symétrique et
anti-symétrique.

Démonstration. voir le cours. On montre que A = (A + A") + (A — AT), avec 3(A+ AT)
une matrice symétrique et %(A — AT) une matrice antisymétrique. O

Exemple 2.14.

1 2
1) A:<_3 4) On a

1 12 1 1 1/ 05
§<A+A>—§<_1 8) et §<A‘A>—§<_5 0)'

On a bien que 3(A 4+ AT) est symétrique et 3(A — AT) est antisymétrique. De plus
A=2(A+AT)+1(A-AT).

0 2
2) A= 9 0

le théoréme :

. A est une matrice antisymétrique. Mais on peut quand méme appliquer

1 1

§(A + AT = 5 (8 8) qui est symétrique

1 1/ 0 4 02\ . o : .

§(A —A)= 5 (_4 O) = (_2 O) qui est antisymétrique (c’est la matrice A)
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Puissances de matrices

Soit A une matrice n x n, et soit k € N alors on peut définir le produit A*

AF = AAA---A
|
k occurences de A

Sik=0onaA’=1,.
Exemple 2.15.

(1 2 o (7 10 4 (199 290 . .
1) A= <3 4>. On a A® = <15 22) VA = <435 634)' Les calculs deviennent compli-

qués.

(30 s (9 0 s (27 0 (3% 0
2)A—<0 2).OnaA _(O 4),/1 —(0 8).OnaﬁnalementA —<0 ok

Remarque: Pour les matrices diagonales A = (a;) on aura A* = (a¥), qui reste une matrice
diagonale. Les coefficients sur la diagonale sont élevés a la puissance k, les autres restent nuls.
Remarque: On peut utiliser une notation simplifiée pour les matrices diagonales

1 0-v---- 0 1
0.1 -0

2.2 Inverse d’une matrice

Dans R : trouvons x tel que 7x = 30, on a z = %

On divise 30 par 7 ou multiplie 30 par %

De plus on dit que % est 'inverse de 7 et on a :

17—1—71
T T

Mais est-ce qu’on peut faire un raisonnement similaire avec les matrices ? Supposons que Ax = b.

On ne peut pas diviser par A... Cela ne fait pas de sens : en effet & = %ne veut rien dire

Comme % n’a pas de sens, on ne peut pas dire que c’est l'inverse de A. On doit trouver une

autre maniére de définir 'inverse, car % n’a pas de sens et n’est pas défini.

Soit r € R* Soit A une matrice
On cherche A~! une matrice telle que

1 1
—r=r-—=1
r r ATTA = AAT =1,
On dira que % est 'inverse de r. On le note
rih = % Pour que les deux produits soient égaux et
existent on doit avoir A carrée

= Aestn xn.
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Définition 2.16 (inverse).

Soit A une matrice n x n. Alors elle est inversible s’il existe B de taille n x n telle que
AB=BA=1In

L’inverse est unique, on la note A~!. Si A n’est pas inversible, on dira que A est singuliére (ou

non-inversible).

Remarque: Les matrices m X n, avec m # n ne sont pas inversibles. Une matrice carrée n X n
peut étre inversible, comme elle peut étre non-inversible. Pour les matrices non-inversibles, il
existe des pseudo-inverses. On ne parlera pas de cela dans ce cours.

Exemple 2.17.

1) A= (? _11) On veut résoudre AA™ = I,.

20 —c=1

2—1ab_10:>Qb—d=
1 1 c d) \0 1 atc=0

b+d=1
. _ 1/3 1/3 1 1
1 _1
On obtient A —(_1/3 2/3)—3(_1 2)
11
2)A:(1 1).Ona
a+c=1
1 1\ (fa b\ (1 0 N b+d=0
1 1 c d)  \0 1 a+c=0
b+d=1
Ceci nous donne @ = —¢c = —c+c=1 = 0 =1 Le systéme est inconsistant, donc

A est singuliére.

Formule pour une matrice 2 x 2

Théoréme 2.18. Soit A une matrice 2 x 2, A = (a b). Alors si ad — bc # 0 on a

c d

1 d —b
Al =
ad — bc (—C a )

On appelle ad — be, le déterminant de A, noté det(A) (voir le chapitre 3).

Exemple 2.19.
1) A= (5 _2), det(A) = 26 # 0. Donc la matrice est inversible, on a

3 4
1 (4 2

-1 _ =
A _26(—3 5)

2) A= G D, det(A) =1 — 1 = 0. La matrice est singuliére.
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Une utilité de ’'inverse

Théoréme 2.20. Soit A une matrice n xn. Si A est inversible, alors pour tous be R" AZ = b
admet une unique solution donnée par A=1b.

Exemple 2.21.

1= 3 =a ()

:1). La solution de A% = b est

@)
@]
=
S
|
7N
ot
~__
@]
B
o}
o
=
&%)
Wy
Il
-
(o)}
/l_\
W =~
(S N)
~__
/|\
(S )
~__
Il
&[=
/|\
|
w
Al N}
~_

Théoréme 2.22. Soient A, B des matrices n X n inversibles. Alors
1. A7 est inversible et (A7)t = A

2. AB est inversible et (AB)™' = B~1A™!

3. AT est inversible et (A7)t = (A"H)T

Matrices élémentaires

On va utiliser les opérations élémentaires pour calculer I'inverse de A.

Définition 2.23 (matrice élémentaire).
Une matrice F est dite élémentaire si elle s’obtient par une seule opération élémentaire sur les
lignes de I,,. E/ est une matrice carrée de taille n x n.

Exemple 2.24.
Regardons les trois types de matrices élémentaires de taille 3 x 3. On part donc de I3.

Type I: L; <+ L;. Par exemple : Ly <+ L3. On a
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Type IIl : L; < L; + pLj, p € R. Par exemple : Ly <— L; + %Lg. On a

10 1/2
Eng=101 0
00 1
1 01
Mais [ 0 —2 0| n’est pas une matrice élémentaire, car elle s’obtient avec deux opérations
0 01

¢lémentaires : Ly < —2L9 et Ly < L1 + Ls.

Résumé

Les matrices élémentaires sont n x n, elles sont inversibles et on peut les utiliser pour trouver
I'inverse d’une matrice (si 'inverse existe).
Mais on a une autre utilité qui n’est pas liée aux inverses.
ailr G2 a1z Qg
Soit A= | as1 ass as3 asy | qui est de taille 3 x 4.
az1 as2 a3z a34
Soit 'opération élémentaire Ly <+ L3 (type I)

a1 Q12 Az aig
A~ az; Gsy asz ass | = AL A est de taille 3 x 4
L2<—>L3
Q21 Q22 A23 (24
On peut écrire A’ comme un produit matriciel de A avec une matrice élémentaire F; de type I.
Question : doit-on prendre AE; = A" ou EjA = A’?
A’ s'obtient en faisant une opération élémentaire sur les lignes de A. On a 3 lignes dans A, et
Ep "agit" sur les lignes de A. Elle sera 3 x 3.

Ici
1 00
Er=10 01
010
et E;A=A.

Constat : multiplier par la gauche (F1A) modifie les lignes de A.
On verra plus loin que AFE; (multiplication par la droite) modifie les colonnes de A.

Théoréme 2.25. Soit A une matrice m X n. Si E est une matrice élémentaire obtenue de I,,
avec une seule opération élémentaire. On a que EA est une matrice m X n qui s’obtient de A
avec la méme opération élémentaire.

Exemple 2.26.
Soit A donnée par

N

I
o O =
—os N
W DN W

Soit L2 — (—2>L2
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1 0 0 1 2 3
La matrice élémentaire est By = [0 —2 0| et EyA= |0 -8 —4 (2¢me ligne de A

0 01 0o 1 3
qui est mult. par —2.)
1 2 3 1 0 0 1 —4 3
Par contre AEp= (0 4 2 0 -2 0]=10 -8 2
013 0 01 0 -2 3

Constat : Une mutiplication par la droite modifie les colonnes (2éme colonne de A qui est
multipliée par —2)

Théoréme 2.27. Les matrices élémentaires sont inversibles et leurs inverses sont ausst des
matrices élémentaires.

Algorithme pour trouver A~!

Soit A n X m une matrice inversible. On a AA™' = A71A=1,.
La matrice I,, est donnée par

1 0-..... 0

01
I,=1:" =(&1 € €n)

L0

0.vunn. 01

et on cherche z; € R™ pour tout ¢ =1,...,n.
On a, d’apres la définition de la multiplication des matrices :

AATY = A(ziay ... a7,)
= A(Byzy ... 2y,) = (Az) Ay ... Ady)

On doit alors résoudre (Az] Azy...Ax;) = (61 €3...6,).
C’est-a~dire n équations : Az; = €;, 1 = 1,...,n. On utilisera 'algorithme de Gauss-Jordan.
Or on sait que A est inversible, donc Az; = €; admet
une unique solution, donc la matrice A posséde n pivots (il n’y a pas de variables libres)
On aura A ~ I, et I, est la forme échelonnée-réduite de A.
On a

(Alei) ~ -~ (In]23)

Avec 7; 'unique solution. Comme on devra résoudre n fois un systéme similaire (seuls les termes
de droite changent), on peut le faire une seule fois. Pour cela on met tous les termes de droites

— — — —
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Ce qui est équivalent &
(A[Lp) ~ -~ (L]ATY

Remarque: Si on n’obtient pas I,, dans la partie gauche de la derniére équation, la matrice A ne
sera pas inversible. On verra plus tard des critéres pour savoir si A est inversible.
(1) o o 1

0

0

1
0
Lg%i\gJ72L2 0 @ O _1 1
0 0 @ 2 2

Les deux opérations effectuées correspondent a deux matrices élémentaires, qu’on indicera avec
1 et 2 pour premiére et deuxiéme opération élémentaire respectivement :

1

001|100 0
tojoto], 2, o (1)o]
2 1 0 0 1 11 0

o = O

0
0~ (LA™
1

Pour la premiére opération Ly <— Ly — L1 : E; = | —

o = O
— o O

Pour la deuxiéme opération Lz <— L3 — 2Ly : Fy =

OO = O =
o = O
_ o O

On a E2E1A = Ig, A= <E2E1)_113 et E2E1[3 = A_l.

Théoréme 2.29. Soit A une matrice n x n. Alors A est inversible si et seulement si on peut
passer de A a I, avec l'algorithme de Gauss-Jordan. Dans ce cas, toutes suites d’opérations
élémentaires qui transforment A en I,, transformeront I,, en A7,
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Le prochain théoréme reprend plusieurs résultats déja vu dans le cours.

Théoréme 2.30. Soit A une matrice de taille n x n. Alors les propriétés suivantes sont équi-
valentes.

1. A est inversible

2. Vb e R", A7 = b admet une solution unique donnée par T = A-lb

3. les colonnes de A, dy,ds, .. .,d,, engendrent R™ : span{d,, ds,...,d,} = R"

4. A posséde un pivot par ligne (et donc aussi un pivot par colonne)

5. les lignes de A sont linéairement indépendantes

6. AT =0 n'admet que la solution triviale

7. on peut passer de A a I,, avec l'algorithme de Gauss-Jordan : A ~ --- ~ I,

8. A est un produit de matrices élémentaires

9. Uapplication linéaire ¥ — AT est surjective

10. Uapplication linéaire ¥ — AZ est injective

11. AT est inversible
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2.3 Matrices par blocs

But voir les matrices comme une collection ou liste de sous-matrices

AL :<m1AuAm>
9 211 9 A21‘A22‘A23

o Aj1:1x3, Aip: 1 x2, A13:1x2, Ay; : 2 X 3 sont des sous-matrices.

3
A=1| 0

1 01
1 110
1 0|2
On dira que A est de taille 3 x 7, ou 2 x 3 par blocs.

Addition et multiplication par un scalaire

Soient A et B des matrices m X n organisées en blocs de la méme fagon, on définit 'addition
par

_ A11A12A13> (311312313)
A+B_(A21A22A23 * Bs1 | By | Bos
:(A11+311A1Q+312A13+Bl3)

A21+BQI‘A22+B22‘A23+B23

ici A;; et B;; sont de la méme taille.
Soit A € R

AAip

. /\AH
AA‘( Mo

A

Az
A3

Produit de deux matrices par blocs

Soient A une matrice m X n et B une matrice n X p, des matrices par blocs, définies par

Bll
_ A11A12A13> _ B
A‘(&l@z&g P

Alors le produit AB est une matrice m x p définie par

/AHBH + A12Bo1 + A13Bs1\
\Alen + Ag Bo1 + A23331/
Le produit AB est une matrice 2 x 1 par blocs.

Exemple 2.31.
Soient A et B données par

AB =

2 0 1
3 10201 —01?(1)
A=[1 2 101 3 B=|y o o
00 0010 5 0 1
111
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On a AHBH = (6 —2 3>

1 5 2
1 1 11 . .
A3B3 = (3) (1 1 1) = <3 3 3> On calcule chaque produit entre les sous-matrices et on
obtient
7 -1 6
AB=|—-6 8 6
2 0 1

Le produit AB est une matrice 3 x 3 ou 2 x 1 par blocs.

Cas particuliers

Partition par colonnes

Ici chaque bloc est une colonne de la matrice.

a1 i @12 i i Q1n
a L a | -, a n | | | | | |

A= :21 3 > 3 3 2 = (C_ﬁ : _’2 : : C_I:n) = (COll(A) : COlQ(A) : e : COln(A))
am1 3 Am2 3 3 Amn

Partition par lignes
Ici chaque bloc est une ligne de la matrice

(o o1z ... a \ [ lgm(A4)
Ao | e aon | _ | lgma(4)
\tnt Gz - ) \lgnm(A),

On dira que A est partitionné en n colonnes ou en m lignes.

On peut alors écrire le produit matriciel de plusieurs fagons. Soient A une matrice m x n et B
une matrice n X p.

D) AB=A(By by b)) = (Aby ! ABy AT
2) Supposons que A ait une décomposition par blocs-lignes et B en blocs-colonnes
[ lgm(4).
R B (AT ARNTA
\l97(4),
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-

lgni(A)by  lgni(A)by - lgni(A)b,
AB = : :
Lgn, (A)by  Lgnm, (A)by - -- lgnl(A)gp
comme lgni(A)gj eR,i=1,...,met j=1,...,n, le produit AB n’est pas partitionné
en blocs. En effet

bi1

- bay
lgni(A)by = (a11 a12 -+ - a1,) : = ay1b11 + aroboy + -+ ainb €R

bnl

3) Supposons que A ait une décomposition par blocs-colonne et B en blocs-lignes

[lgm(B))
‘ ‘ ‘ lgno(B
FECREATNT SR L
\lgn.(B))
On a
AB = dylgn,(B) + daxlgne(B) + - - - + dnlgn,(B)
avec d;lgn;(B) une matrice de taille m x p, i = 1,...,n. En effet
Zi aiibin  anbig --- Clublp
§1lgn1(B) = . (bll b21 te blp) = :
' am1b11 s s Gmlblp
Qm1

qui est une matrice de taille m x p.

Remarque: Le produit est le méme, mais des fois le produit hérite de la partition des matrices,
des fois pas.
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Matrices triangulaires, diagonale et triangulaires par blocs

Définition 2.32 (triangulaire supérieure et inférieure (par blocs)).
Une matrice n x n est dite

1) triangulaire sup si a;; = 0,Vj < :

all a/12 ...... aln
0 A99 -+ Ao,
(| 0 Ann

2) triangulaire sup par blocs si A;; =0,Vj < :

3) triangulaire inf si a;; = 0,Vj > i :

ap;, 0--ooe- 0

21 (122.

A= o
-0
Qv e .

5) diagonale si

ay; 0-eenen 0
0 asm -
A= |l
. ... O
O evevnns 0 ap,
6) diagonale par blocs
A 0 0
0. Ay
A= ’
. .O
Oceevnnnnis 0 A,

Inverse des matrices triangulaires par bloc

On donne 'inverse pour une matrice 2 x 2 par blocs.
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Soit

On suppose que A est inversible : AA™! = A='A = I,,. De plus on aura que A! admet la méme
partition que A :

Aa-t — [AnBut AnBo AubBi + A B

et on aura des égalités blocs par blocs, ce qui donne un systéme de quatre équations

AnBi + ApBy =1y, (1.1)
A Big+ A1aByy = 0ny ¢y (1.2)
A By = Onyxny (1.3)
Az By = In, (1.4)

De , on a Asy inversible et By, = A2_21.

De : on obtient A5, Aoy Bo1 = Agy Onyxn, car Asy est inversible. On obtient Boy = 0,5, -
De . on a AIQBQI = 0n1><n1; donc AHBH = In17 ainsi BH = Ail.

De : comme A;p; est inversible et Byy = 142_21 on a

A AnBia + A A2 Ay = AT Oy,

Et on obtient
By = — A Ap Ay

Théoréme 2.33. Soit A une matrice n X n triangulaire supérieure par blocs. Si Ayp et Agg
sont inversibles, alors A est inversible et
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Chapitre 3 : Le déterminant

Objectifs.
e calculer les déterminants;
e utiliser le déterminant comme critére d’inversion ;

e connaitre et utiliser les propriétés du déterminant

On rappelle qu'on a, par le Théoréme [2.18 que A = (Z 2) inversible si et seulement si
det(A) # 0, avec det(A) = ad — be.

3.1 Introduction

ann G2 a13
Calculons det(A) pour une matrice A de taille 3 x 3 : A = | a2 a2 a | On va faire
asy asz Gsg
apparaitre des déterminants 2 x 2, et pour cela on choisit de faire le développement a partir de
la premiére ligne de A.

\/(71:5 ) -
det(A) = N a2 A23 asr  As3 —i—c | a2 az
= = — (| a13 )
a21 a22 a23 32  as33 as1  ass \\7)// @31 32
a a a
31 32 33 =An =A12 =A13

= ay1 det(A11) — ajpdet(Asa) + a3 det(Ags)

Définition 3.1 (matrice des cofacteurs).
Soit A une matrice nxn. On appelle A;; la matrice des cofacteurs de A par rapport a la premiére
ligne et j-éme colonne d A;; s’obtient en éliminant la premiére ligne et la j-éme colonne de A.

Formule pour une matrice 4 x 4 : on procéde par rapport a la premiére ligne (c’est un choix
qu’on fait pour le moment)

+ -+ -
ailr Qi aiz Q4
A= T @91 Q92 Qo3 Qo4 | = aqq det(AH) — 19 det(A12> + a3 det(Alg) — Q14 det(A14)

+
a31 Aazz G33 34
S Q41 Q42 A43 Q44

Il y a une alternance de signes.
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Généralisation aux matrices n X n

Définition 3.2 (déterminant).
On appelle application déterminant, I’'application qui associe a toute matrice n X n un nombre.
Ce nombre s’appelle le déterminant. On a

1) pour une matrice 1 x 1 : det((a)) = a
2) pour une matrice 2 x 2, A= (2b%) : det(A4) = ad — be.

3) pour A = (a;;)1<ij<n une matrice n X n : en choisissant de calculer le déterminant par
rapport a la premicre ligne :

det(A) = (l11|A11| — CL12|A12‘ + CL13|A13| — CL14|A14| —+ ... (—1)1+”a1n|A1n|
= (=1)"ay A
7j=1

Si on choisit une autre ligne, par exemple la ligne k, on remplace les 1 par k.

Exemple 3.3.
Soit A donnée par

1 2 =3
A=12 1 1
0 -1 O

On va calculer le déterminant par rapport a la premicre ligne :

11
-1 0

21

0 0

det(4) = <—1>1+1<1>' -

) ol o]

2 w
=14+6=7
Faisons le développement par rapport a la deuxicme ligne :

1 -3
0 0

3]

— (~2)3)+0-(1)=7

Faisons le développement par rapport a la troisieme ligne :

det(A) = (=1)*(2) ' (1l —%'

)

1 -3
2 1

1 ey

—0+1(1+6)4+0=7

det(A) = (=1)**1(0) '

Do) ]

21

Remarque: On préfére prendre la ligne avec le plus de zéros.
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Calcul rapide pour les 3 x 3 : la régle de Sarrus

a b c
d e f|=+aei—afh—bdi+bfg+cdh—ceg
g h 1

On peut illustrer la régle de la maniére suivante, en considérant des "diagonales". Malheureu-
sement cela ne fonctionne que pour des matrices 3 x 3.

o ‘b G
d & 14
g h®lg h

Définition 3.4 (cofacteur).
Le cofacteur est le nombre défini par

= (—1)HA..

cij = (=1)"7]Ay]

ol A;; est la matrice des cofacteurs. Le déterminant peut alors s’écrire, avec un développement
par rapport a la premiére ligne

det(A) = ajic11 + aracia + . ..+ apncin

Théoréme 3.5. Le déterminant d’une matrice A de taille n X n peut étre calculé par un
développement

1. Selon la ligne i de A

det(A) = ajca + aiocio + ... + QinCin, 1=1,2,....n
2. Selon la colonne j de A

det(A) = ayje1; + agjco; + ...+ anjcnj, j=1,2,...,n

Cas particuliers

1) Le déterminant d’une matrice A, diagonale, est donné par le produit des éléments sur la
diagonales (les a;;). On a

@y 0 0
0, gy :

A= = det(A):a11a22a33~~am
Oeevnnnn. 0 ap,

2) Le déterminant d’une matrice A, triangulaire supérieure (inférieure), est donné par le
produit des éléments sur la diagonales (les a;;). Par exemple, on a

a1l Qi - A1in
Q G2 ERRREE Qo

A= Z = det(A) = a11022033 - - - Gy
Ocveennn, 0 an,
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3.2 Propriétés des déterminants

Dans cette section on essaiera de simplifier les calculs du déterminant, en échelonnant la matrice
A. On rappelle qu’échelonner la matrice A revient & multiplier A, par la gauche, par des matrices
élémentaires. Soit A une matrice 3 x 3 donnée par

2 =3 4
A=|1 01
2 1 2

On a det(A) = 2. Regardons I'influence qu’a, sur le déterminant de A, une multiplication par
la gauche par une matrice élémentaire. On a trois types de matrices élémentaires.

Type I : L; <+ L;. Par exemple L; <+ Lo.

01 0 1 01
1 0 0JA=12 =3 4| =FE;5A
0 0 1 2 1 2

E12

On a det(F12A) = —2 et det(F12) = —1. Ceci nous donne la relation

(—=1) = -det(E2)

N

det(A) =2 det(E12A) = -2

Type Il : L; < al;, o € R*. Par exemple Ly <> 3L5.

1 00 1 01
03 0J]A=1[12 -3 4| = EQ(?))A
0 0 1 2 1 2

E2(3)

On a det(FE3(3)A) = 6 et det(FE2(3)) = 3. Ceci nous donne la relation
3 = -det(F2(3))

.

det(A) = 2 det(Ex(3)A) = 6

\_/

1 1

3 det(E»(3))

Type IIl : L; <~ L; + SL;, B € R. Par exemple Ly <> Ly + 3L,.

1 30 1 01
01 0]Aa=1[2 -3 4| =E»©B)A
00 1 2 1 2

E12(3)

On a det(E12(3)A) = 2 et det(F12(3)) = 1. Ceci nous donne la relation
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1 = -det(E12(3))
/\

det(A) =2 det(E12(3)A) =2

Théoréme 3.6. Soient A une matrice n X n et E une matrice élémentaire obtenue a partir de
I,,. Alors

det(EA) = det(E) det(A) et det(A):—dSZE(E’;?

ou
—1 st E est de type 1
det(E) =< a  si E est de type 11

1 st E est de type 111

Théoréme 3.7. Soient A et B deuzx matrices n X n alors
det(AB) = det(A) det(B)

Remarque: On a par contre

det(A + B)#det(A) + det(B)

Notations et résumé

Type Il | L; + al; Ei(a) | det(E;(a)) =«
Type 111 Ll — Lz + OéLj Eij (CY) det(E”(oz)) =1
Exemple 3.8.
2 -6 8 4
: -1 0 5 =2 ) . . .
Soit A = 3 1 9 o On va échelonner A. Divisons la ligne 1 de A par 2, pour faire
6 -2 0 7
apparaitre un pivot en premiére composante de A.
1 -3 4 2 5 000
— 05 =2 0100
B@A=1 3 15 of & BG={g91 0
6 -2 0 7 0 001
Par le théoreme [3.6] on a
det(E; (1) A
det(4) = 2B <22 ) _ g det(Br (1) A)
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Ceci nous donne

@—34 2
det(A)=2] -1 05 =2
3 12 2
6 20 7
(1) -3 4 2
-2/ 0 @ 9 0
0 10 —10 —4
0 16 -24 -5
(1) =3 4 2
a0 () =3 0
0 10 —10 —4
0 16 -24 -5
O
0 30
eV @
0 0 24 -5
oFl
—2(-3)20| " (1) -3
0 V@ -
0 0 24 —
© s
—2(-3)20| " (1) -3
0 V@ -
0 0 0 -
1
= 2(-3)20— =2

1
Faisons Ly + —gLQ

SN Tra= O [\

QU= Ol =

On va faire trois opérations du type III
pour mettre des zéros dessous notre pivot
cela ne change pas le déterminant

le det restant est mutliplié par —3

On va faire deux opérations du type III
pour mettre des zéros dessous notre pivot en colonne 2
cela ne change pas le det de A

1
Faisons L3 < %Lg le det restant est mutliplié par 20

On va faire une opération du type III
pour mettre un zéro dessous notre pivot en colonne 3
cela ne change pas le det de A

Onaobtenuunematricetriangulairesup

Stratégies pour calculer le déterminant

1. prendre une ligne ou colonne avec beaucoup de zéros

2. échelonner A un petit peu pour rendre les calculs plus simples :

A~ .-~ UouU est

une forme échelonnée de A ou alors une matrice "intermédiaire" sympathique. Supposons
qu’on ait fait p opérations élémentaires et appelons les matrices élémentaires F;, pour la

matrice élémentaire correspondantes a l'opération ¢

E,E, -

.on a
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Et le déterminant de A est donné par

B det(U)
 det(E,) det(E, 1) - - - det(Ey) det(E})

det(A)
Théoréme 3.9. Soit A une matrice n X n alors
1. det(A) = det(A")

2. A est inversible si et seulement si det(A) # 0.

3.3 Interprétation géométrique du déterminant

Dans R?
(72n “72
£ e
2 0 N, -2 0 L
A= (0 3) = (d; a») A= ( 0 3) = (d; dy)
det(A) = 6 = aire du rectangle jaune det(A) = —6 # aire du rectangle jaune

Théoréme 3.10.

1. Si A est 2 x 2 alors | det(A)| donne laire du parallélogramme délimité par les colonnes
de A.

2. Si A est 3 x 3 alors |det(A)| donne le volume du parallélépipede délimité par les colonnes
de A.
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Chapitre 4 : Espaces vectoriels

Objectifs.
e définir les espaces vectoriels et les notions associées ;
e trouver la matrice associée a une application linéaire ;

e utiliser ’application coordonnée

Définition 4.1 (espace vectoriel).
On appelle espace vectoriel un ensemble non-vide V' composé d’éléments sur lesquels on définit
une opération d’addition et une opération de multiplication par un scalaire. On les note

+: VxV — V 0 RxV —  V
(u,v) +— u+w (A\v) = v

On appelle vecteurs les éléments de V' on Ird note v € V. Si V = R" on notera v comme dans
le Chapitre 1.

Remarque: V' x W est le produit cartésien
VxW:={(v,w)veV,weW}

Les opérations + et - vérifient les 10 axiomes ci-dessous.
Soient u,v,w € Vet A\, u € R

1) u+ v €V (stable pour I'addition)

2) u+rv=v+u

3) (ut+v)+w=u+ (v+w)

4) il existe un élément de V', noté 0y tel que u + Oy = wu, Oy est I’élément neutre pour
I’addition

5) pour tout v € V, il existe un élément inverse pour I’addition, noté —v, tel que v+ (—v) =
Oy

6) \v € V (stable pour la multiplication par un scalaire)

\]

Au~+v) = Au+ v
A+ p)v = v+ po

Apw) = (Ao
lu = u, 1 est I’élément neutre pour la multiplication par scalaire

NeENe)
~— — — ~— ~—
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Propriétés

P1) Oy est unique

I’élément inverse de v pour 'addition, —v, est unique

‘ g
N

P3) Ov =0y (ici 0 € R)

P4) A0y = Oy

Exemple 4.2.
1) R,R? R3 ... R" sont des espaces vectoriels.
) Pensemble des fonctions est un espace vectoriel
3) Mpxn(R) est un espace-vectoriel
)

I’ensemble des polynomes de degré au plus n est un espace vectoriel. On le note
P, = {p(t) = ao + a1 (t) + ast> + ...+ a,t"la; € R}

Par exemple, dans Py = {p(t) = ag + a1t + a2t*|a; € R} on trouve
(a) 1+¢+¢
1
(b) 1 —2t+ 5t?
() —3+4¢?
(d) —4 — t est un polynome de degré 1, il appartient & Py, et aussi a Py, P3 etc.

On a alors un inclusion entre les espaces des polynomes
PCcP,CPyC...

Par contre 1 +t — t*> + 3 ¢ P, car c’est un polyndéme de degré 3.
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4.1 Sous-espace vectoriel

Prenons V = R? et soit 7 € R?, on a span{d} est un sous-espace vectoriel de R?. Quelles sont
les conditions pour avoir un sous-espace vectoriel 7 On a

1) 0 € span{#}

2) solent @,w € span{v} on a ¥ + W €
span{v’}

3) soit ¥ € span{v’} on a \u € span{v}, pour
tous A € R

<y

En effet @ = av, W = U, a, 5 € R, on a

U+ W= at+ pv=(a+ B)U € span{v}

On peut faire de méme pour A\u € span{v}

Définition 4.3 (sous-espace vectoriel).
Soit V' un espace vectoriel (EV). On appelle sous-espace vectoriel une partie W de V telle que

1. 0y e W
2. pour tous u,v € W : u+ v € W (stable sous 'addition)
3. pour tous u € W, A € R : Au € W (stable sous la multiplication par scalaire)

Exemple 4.4.

A

La droite bleue n’est pas un sous-espace vec-
/ toriel de R2. Les deux autres droites sont des
sous-espaces vectoriels de R?. En effet la droite
bleue ne contient pas 0, elle ne passe pas par
I'origine. De plus, comme les vecteurs (dans ce
cours) partent de ’origine pour aller & un point
de R?, les axiomes 2. et 3. de la définition

ne sont pas non-plus vérifiés.

Remarque: Par la définition [4.3] un sous-espace vectoriel W est aussi un espace vectoriel. Avec

les trois axiome de la définition d’un sous-espace vectoriel, on peut montrer les 10 axiomes de
la définition d'un espace vectoriel .1} Donc

étre un sous-espace vectoriel = étre un espace vectoriel

Mais on a aussi qu’'un espace vectoriel est aussi un sous-espace vectoriel de lui méme. Car un
espace vectoriel V' vérifie aussi la définition [4.3]

On garde quand méme les deux définitions car on aura souvent besoin de la notion d’inclusion
entre les espaces vectoriel. En effet "étre un sous-espace vectoriel" implique étre inclu dans un
espace vectoriel. On aura un espace vectoriel qui contient un autre espace vectoriel.
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Exemple 4.5.

1.

2.

Mais on a aussi que span{u} et span{, W} sont des espaces vectoriels. Par contre quand on les
regarde comme espaces vectoriels, on risque de perdre 'information qu’ils sont contenus dans
un autre espace vectoriel (dans R"™ c’est peut-étre encore clair, mais quand on généralise on

Soit 7 € R2,i # 0, on a span{@} C R%. On a que span{i} est une droite de R?, c’est un

sous-espace vectoriel de R2.

Soient 7, w € R3,7, 10 # 0 span{#, W} C R3. On a que span{@,w} est un plan de R?, c’est

un sous-espace vectoriel de R3.

pourrait perdre des informations).

Exemple 4.6.

1)

Soit P = {p(t) = ag + art +ast* + ... | a; € R} 'ensemble des polynomes. Il y a plusieurs

maniéres de montrer cela

i) P est un EV, on montre les 10 axiomes
ii) IP,, est un sous-EV de P, on montre les 3 axiomes

iii) P, est un EV. On peut montrer cela avec les 3 axiomes (au lieu des 10) En effet P,
est inclus dans P et P est un EV. Comme P, est un sous-EV de P, par la remarque

précédente, P, est un EV.

On a que P, est inclus dans IP, on a une inclusion, une notion de structure entre les espaces

vectoriels.

Soit V un EV. Alors {0y} est un sous-EV de V', c’est le plus petit sous-EV de V. Mais

{u}, u # 0y n’est pas un sous-EV car Oy ¢ {u}.

x
W = y| €R®|axr+by+cz=0,a,b,c#0 . W est un plan de R3. On montre que
z
W est un sous-EV de R3.
0
1.0oeW: |0l eWecara-0+b-04+¢c-0=0
0
U1q U1
22u+veW, powru,veW :u= |uy |, 0= | v
us U3

sont dans W donc au; + bug + cuz = 0 et avy +bvy +cv3 =0. Onau+v € W car :

a(uy +v1) 4+ b(ug + v9) + c(ug + v3) = auy + avy + bus + bvg + cus + cuz
= auy + buy + cus + avy + bvy + cus
-0 =0

=0+0=0

3. i e W, uwe W : on fait le méme raisonnement qu’au point précédent.
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x
4) W = y| €R3|ar+by+cz=1,a,b,c# 0 . On montre que ce n’est pas un sous-
z

espace vectoriel de R3. On a <§) ¢ Weara-0+b-04c¢-0=0# 1. W reste un ensemble

de R?, mais ce n’est pas un sous-espace vectoriel de R? (ce n’est pas non plus un espace
vectoriel).

Sous-EV engendrés par une partie de V'

Dans R", on a vu que span{v}, span{v;, v} etc sont des sous-espaces vectoriels de R™.
On peut généraliser la notion de span aux espaces vectoriels V. Soient u,v € V on peut définir
W = span{u,v}. On a que W est un sous-espace vectoriel de V'

W =span{u,v} ={w €V |w = au+ pv,a, f € R}

Par définition on aura W C V. Vérifions les trois axiomes.

Oy € W :onprend a = =0 et
Oy =0-u+0-v

u,us EW =u  +u €W :ona

up=au+ f1v et ur = agu + Pov, 0, a0, Fr, B2 € R
On a

U + Uz = a1u + S1v 4+ aou + fov = (o + a)u + (1 + B2)v
Donc uy +ug € W.
up EW,XeR = A ugs € W :onawu =au+ fv et

Auyp = Nau+ fv) = (Aa)u + (A\B)v

Donc Au; € W.

W est un sous-espace vectoriel de V.

Théoréme 4.7. Soient vy, v, ...,v, des éléments (des vecteurs) d’un espace vectoriel V.. Alors
span{vy, v, ..., vy} est un sous-espace vectoriel de V.

Définition 4.8 (famille génératrice).
On dira que {vy,...,v,} est une famille génératrice de span{vy,...,v,}. Elle génére (engendre)
span{vy, ..., v,}.

Par exemple on peut avoir

span{1,t,t*} = {p(t) = a + ft +vt* | a, B,7 € R}
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4.2 Noyau, image et applications linéaires

Rappel : Si T': R” — R™ est une application linéaire, il existe une unique matrice A (canoni-
quement associée) de taille m x n telle que T'(¥) = AZ.

Par exemple T : R3 — R? T'(7) = (2%1; :1:3). On a
57T2

A= (T T(&) T(€3>=<(2) / _01)

Maissi T : V — W, avec V, W des espaces vectoriels différents de R™, R™, comment pouvons-
nous trouver une matrice A telle que T'(z) = Az ? Est-ce que A existe? On verra, a la section
7?7 qu'une telle matrice n’existe pas directement.

Définition 4.9 (noyau d’une matrice).
Soit A une matrice de taille m x n. Le noyau de la matrice A, noté Ker(A) est ’ensemble des
solutions de AZ = 0. On le note

Ker(A) = {7 € R" | A7 = (0}
On a Ker(A) C R™.

Remarque:Comparer Ker(A) avec Ker(7T') définit dans la Définition [1.71} On verra surtout la
différence quand T sera une application linéaire de V' vers W, des espaces vectoriels différents
de R™, R™.

Théoréme 4.10. Le noyau d’une matrice A de taille m X n est un sous-espace vectoriel de R™.
Démonstration. voir le cours. O

Définition 4.11 (image d’une matrice).
Soit A une matrice de taille m X n et soient dy, ds, ..., d, € R™. L’image de A, noté Im(A) est
I’espace engendré par les colonnes de A. On a

Im(A) = span{d, ds, ..., d,}
Théoréme 4.12. ITm(A) est un sous-espace vectoriel de R™.

Remarque: Pour T : R® — R™ linéaire, on a l'existence et I'unicité de A telle que T'(¥) = AZ.
L’image, Im(T") est alors définie par

Im(T) = {6 e R™ |37 e R" : T(7) = 5}

{7
{beRmeeR"'Ax—g}

On peut montrer que Im(7") = Im(A) (dans ce cas précis)
1) Im(T") C Im(A) : Soit b € Im(T). Alors il existe Z € R™ tel que T(Z) = b. Or T(Z) = AZ
donc il existe © € R™ tq A7 = b.

— J7 e R" telque5:x161+x262+~~+xn&’n

77



Or il s’agit d'une combinaison linéaire des colonnes de A, ainsi

b € span{di, ..., d,} = be Im(A)
2) Im(A) C Im(T) : Soit b € Im(A), alors b = \a@; + Aads + - -+ + A, N €R. Ona

. )\1 /\1
An An

A1

—
Ainsi, il existe un vecteur de R", ( : ) tel que b= ( )
An
).

S

A1

Puisque T'(¥) = AZ, ona b= T( : ) Donc b € Im(T
>\7l

On a Im(A) = Im(7).

Exemple 4.13.
1 1 —1

Soit A=12 7 3 Par la définition, on a
1 3

1 1 -3
Im(A) = span 21,11, -1 CR?
1 3 1

Mais peut-on "mieux décrire" Im(A)? est-ce que {dy, @2, d3} est une base de Im(A)?

La derniére colonne n’est pas une colonne pivot, donc les colonnes ne sont pas linéairement
indépendantes.
On a que —2a; + dy = dsz. Donc

1 1
Im(A) = span 21,11 as est superflu
1

et span{dy, dy, d3} = span{d;, ds}.
On a Im(A) C R? (et pas Im(A) = R?)

Cherchons maintenant le noyau de A : Ker(A) = {f eR3 | AT = 6}
On prend la forme échelonnée-réduite de A

10 =210
01 10
00 010

On obtient



Ce qui nous donne
Ker(A) = span { < %) } CR?

Définition 4.14 (application linéaire).
Soient V' et W deux espaces vectoriels. Soit T': V' — W. T est une application linéaire si elle
associe & tout élément v de V' un unique élément T'(v) de W et si T vérifie

1. T(u+v)=T(u) +T(v)
2. T(au) = aT(u)
pour tous u,v € V, o € R.
Définition 4.15 (noyau et image d’une application).

Soient V', W des EV et T : V' — W une application linéaire.
Le noyau de lapplication T, noté Ker(T') est I’ensemble des solutions de T'(z) = Op. On le note

Ker(T)={x €V |T(x) =0y} CV
L’image de lapplication T, notée Im(7T') est définie par
Im(T)={beW |JzeV :T(x)=b}CW

Exemple 4.16.
Soit T' : Py — Py définit par

T(p(t)) = (aolar) + art + ast®

On cherche Ker(T') et Im(7T'). Ici on a pas de matrice qui représente notre application.
1. Ker(T') : on cherche les polynomes p € P, tels que T'(p) = 0 ou 0 est le polynéme nul.

On a
alpFar) + art +ast* =0

On doit égaliser "degré par degré", ceci nous donne un systéme de trois inconnues et trois

équations
apg+a; =0
aq =0
ao =0

On obtient ag = a; = as = 0 et Ker(T') = {0}.
2. Im(T) : soit b € P, un polynéme donné par b(t) = by + byt + byt?. A résoudre T'(p) = b.

(ap + a1) + ayt + agt? = by + byt + bot?

On obtient un systéme
Qo + ap = b()
a; — bl
a9 = b2
Ce qui nous donne ag = by — by, a; = by et as = by. En fonction de by, by, et by on pourra

trouver ag, a; et ag et avoir T'(p) = b - I’équation est toujours compatible. On a alors que
pour tout b € Py, il existe p € Py tel que T'(p) = b. Ainsi Im(7T') = Ps.
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4.3 Bases d’espaces vectoriels
Une base est une famille d’éléments linéairement indépendants et génératrice.

Définition 4.17 ((In)dépendance linéaire).
Soit V' un espace vectoriel. Alors la famille {vy, vs,...,v,} d’éléments de V' est dite linéairement
mdépendante si

a1 + auy + ...+ oy, = Oy

n’admet que la solution triviale oy = ag =--- = a, =0 (€ R). Sinon, la famille est linéaire-
ment dépendante.

Exemple 4.18. 1) Soient pi(t) = 1, po(t) = t, et p3(t) = £, trouvons ay, a9, az € R tels que

o pi(t) + aapa(t) + asps(t) = 0,Vt € R.

C’est-a-dire

oy + C(Qt + Oégtz = O,Vt e R.
On prend plusieurs ¢ € R bien choisis :

-t=0:onaa;+ay-0+a3-0=0 = a; =0.

-t=—-1l:onaa;—a;-0+a3-0=0 = a9 = a3 car a; = 0.

-t=1l:onmaa;+a3-0+a3-0=0 = 209=0 = ay=0
Donc a; = ap = a3 = 0 donc 1, ¢, 2 est linéairement indépendante.

2) {1,t,1 — t} est linéairement dépendante car p3 = p; — ps.

1 1 1
3) 11,1-11, 0 est-elle linéairement indépendante 7 On met les vecteurs dans
0 -1 -1

une matrice et on échelonne.

1 1 1 10 1
1 -1 0|~...~|1 1 1/2
0 -1 —1 00 —1/2

On obtient 3 pivots et donc 3 colonnes pivots, donc elles sont linéairement indépendantes.

Remarque: Dans R™ on peut construire une matrice A = (v; v3 ... v,) et échelonner. Mais
avec V =P, ou V = M,,(R), on ne sait pas comment construire une matrice pour échelonner.
Par exemple, on ne peut pas construire (1 ¢ 1—t), cela ne veut rien dire. On verra au chapitre
4 comment faire.

Théoréme 4.19. Une famille {vy,...,v,}, p > 2 est linéairement dépendante < au moins un
des éléments de la famille est combinaison linéaire des autres.

Définition 4.20 (base).
Soit V' un espace vectoriel. Soit B = {vy,...,v,} une famille d’éléments de V. Alors B est une
base de V' si
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1. B est linéairement indépendante

2. B est une famille génératrice de V, c’est-a-dire V' = span{vy, va, ..., v,}
Remarque: 11 existe aussi des bases de sous-espace vectoriels.

Exemple 4.21.
1) {€1,é,...,6,} est la base canonique de R™.
2) A= (dj,adz,...,d,),n x n inversible <> {ay, a3, ..., d,} est une base de R™.

3) 1,t,1? est la base canonique de Py

ot

1 0 0 1 0 0 0 0 .
{(O 0) , (O O) , (1 O) , <O 1)} est la base canonique de My, (R).

6) Soient pi(t) = 1+t, po(t) =t et p3(t) = 2. On a span{py, p2, p3 }=P;. On montre cette éga-
lité. Soit ¢(t) € Py. On a ¢(t) = ap + at. Il s’écrit comme combinaison linéaire des p; avec
q(t) = 0-pr(t)+ay-pa(t) + % -p3(t) avec ag, a1, as les coefficients de la combinaison linéaire.
Donc Py C span{p, p2, p3}. Or par définition, span{py, ps, p3} C P;. Donc Py = span{p1, p2, p3}-
Est-ce que {p1, p2,p3} est une base de P, ? Non, car p; = py + %pg donc elle n’est pas
linéairement indépendante. On a que p; est superflu.
On a span{p1, p2, p3} = span{pa, p3} = P1. On a {ps, p3} est une base de Py, mais ce n’est
pas la base canonique.

)
)
4) 1,t,t% ..., t" est la base canonique de P"
)
)

Théoréme 4.22 (base extraite). Soient V' un espace vectoriel et S = {vy,...,v,} une famille
de p éléments de V. Soit W = span{vy,...,v,} le sous-espace vectoriel de V' engendré par S.
Alors

1. 57 un des élément de S, disons vy, s’écrit comme combinaison linéaire des autres, on aura
) ) )
que {v1,V2, ..., Up—1, V11, - - ., Up} Teste une famille génératrice de W.

2. Si W #0,, alors il existe une famille d’éléments extraits de S, qui forme une base de W.

Remarque:
{0,} n’a pas de base.

Bases de Ker(A) et Im(A)

Exemple 4.23.

2 -4 6
Soit A= | -2 —4 2] Cherchons une base de Ker(A) et Im(A).
4 8 —4

On a Ker(A) = {# € R}|AZ = 0} C R®. On échelonne A

2 —4 6 10 1
A=-2 -4 2| ~---~n|01 1
4 8 —4 00 0

On a z1, x5 variables principales et 3 libre
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On obtient §= t] =t 11,teR.
t 1
—1
On obtient Ker(A) =span{| 1]}.
1

Résultat : Le nombre de variables libres est égal au nombre de vecteurs dans la base de Ker(A).

Cherchons maintenant une base de l'image de A: Im(A) = span{aj,d3,d3} mais est-ce que
{ai, d3,a3} est linéairement indépendante? Non car a; — a3 = a3 (on trouve cela grace au
noyau). Donc Im(A) = span{aj, as},{ai, as} est une base de Im(A).

Théoréme 4.24. Soient A une matrice de taille m x n et B une forme échelonnée de A. Alors
1. Les colonnes pivots de B sont linéairement indépendantes

2. Les colonnes pivots de A (c’est-a-dire celles qui correspondent aux colonnes pivots de B)
sont linéairement indépendantes.

3. Les colonnes non-pivots sont combinaisons linéaires des autres.

Constat : Les opérations élémentaires préservent les relations d’indépendance ou de dépen-
dance linéaire.

Stratégie pour trouver une base de Im(A)

1. échelonner A
2. trouver les colonnes pivots

3. prendre les colonnes de A correspondantes aux colonnes pivots de la forme échelonnée

On obtient ainsi une base de Im(A).

Attention on doit prendre les colonnes de A et pas celles de la forme échelonnée ou
échelonnée-réduite, car on risque d’avoir un sous-EV différent de Im(A)!

Suite de ’exemple :

2 -4 6 10 1
A=|-2 -4 2| ~---~n|01 41
4 8 —4 00 0

On a que Im(A) = span{aj,d3,d3}. Or, a3 = a7 — a3 donc a3 est superflu et donc Im(A) =
span{ay,as} et comme la famille {aj,d3} est linéairement indépendante, c’est une base de
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Im(A).

Montrons qu’il faut bien considérer les colonnes de la matrice A et pas celles de la forme éche-
lonnée réduite (ou échelonnée) : on montre Im(A) # span{by, b2 }.

Si aj ou a3 ¢ span{b:, b;} on aura Im(A) # span{b:, b;} On peut aussi montrer que 51 ou (et)
by n’est pas dans Im(A).
On montre que d; ¢ span{b, by} :

2 -1 0
—2]l=al|l 0 |4+0[]1] <= a=2,0=-2,0=4.
4 0 0

Or 0 = 4 n’est jamais vraie donc cette équation n’admet pas de solutions ! Donc a; ¢ span{b:, b;}

Résumé : les colonnes pivots de A nous donne une base de Im(A)

Le nombre de variables libres nous donne le nombre de vecteurs dans la base de Ker(A).

Mais attention, les colonnes non-pivots de A ne nous donne pas une base du noyau Ker(A).
En effet : si A est de taille m x n, on a a; € R™

Ainsi 'ensemble des combinaisons linéaires des colonnes (ou de n’importe quelle famille compo-
sée de colonnes de A) reste un sous-espace vectoriel de R™ : span{colonnes non-pivots de A} C
R™. Or, par définition du noyau Ker(A) C R™, donc les colonnes de A (pivot ou non) ne peuvent
pas nous donner une base du noyau (en général). Voir I'exemple ci-dessous.
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Exemple 4.25.
-3 6 -1 1 -7
A= 1 -2 2 3 -1
2 4 5 8 —4
On échelonne A et on cherche une base de I'image et une base du noyau. On veut s’assurer que
les vecteurs obtenus pour le noyau sont bien linéairement indépendants.

-3 6 -1 1 -7 1 -2 0 -1 3
A= 1 -2 2 3 -1|~---~0 01 2 =2
2 4 5 8 -4 0O 00 0 O

On a z1, x3 variables principales et o, x4, x5 sont des variables libres.

On a Im(A) = span{ay, a3 }.
Cherchons le noyau Ker(A).

r1 = 2T9 + x4 — 35
To libre
T3 = —2£L‘4 + 21’5

x4 libre

| 5 libre

Prenons des paramétres pour xs, 24, et x5, supposons k, r,t respectivement :

2 1 -3
1 0 0
S=k|0|4+r|-2|+t 2
0 1 0
0 0 1

' N .

U1 Ua U3

On a Ker(A) = span{vi, v3,03}. Mais est-ce que {01, 03,03} est une base? Il faut vérifier si
elle est génératrice et si elle est linéairement indépendante. Elle est famille génératrice, par
définition du span. Montrons qu’elle est linéairement indépendante :

0 2 1 -3
0 1 0 0
Ol=a 0| +8|-2+7y]| 2
0 0 1 0
0 0 0 1

On obtient @« = 0, 8 = 0 et v = 0, donc oui elle est linéairement indépendante et c¢’est une base
de Ker(A).
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4.4 Systémes de coordonnées

Rappel

o) S = {a,b,c} est un ensemble qui contient a,b, et ¢, et ordre d’écriture des éléments
n'importe pas. {b,a,c} est le méme ensemble que S. On a vu cette notation lorsque 1'on
parle d’une famille de vecteur {vy,vs,...,v,} et pour les span.

®) s = (81,82,...,8,) est une liste ordrée qui contient si,...,s,. L'ordre des éléments est
important. On a vu cette notation lorsque 1’on parle de solutions de systéme d’équations
ou quand on a parlé des bases ordrées.

@ soit & = (€, €») la base canonique de R?. Soit 7 = (i)

o

y v

On a
S 3 - -
U= = 3€1 + 4éy
4
- \W—/
462 vecteur combinaison linéaire
On a
62 A - [N — —
35 3 = premiére composante de v = coeff devant €
€1 o - -
> 4 = deuxiéme composante de v = coeff devant €,
€1

ICI on a que les composantes de v sont égales
aux coefficients de la combinaison linéaire.

@ Soit B = (51,52) une base de R? avec b, = <?) et by = ((1)) Soit ¥ = (i) On a

toujours
’17 = 351 + 452

Mais on ne peut pas dire que les composantes de v sont les coefficients de la combinaison linéaire
de ¥ dans la base B. En effet
U # 3by + 4by

On cherche a7, as € R tels que v = algl + a252.

- On obtient
2 3 2 0 3 5
Q) -n ) n)n-io-?
et donc 3 .
U= 261 + §b2

ICI les composantes de ¥ ne sont pas égales aux
coefficients de la combinaison linéaire de ¥ dans
la base B.
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On dira que les coefficients de la combinaison linéaire dans la base B sont les composantes de

v dans la base B.
o (3)2
[U]B - (5/2>

On note cela
On a que 3 et 4 sont les composantes de v dans la base £, comme c’est la base canonique, on
dira que 3 et 4 sont simplement "les composantes de v"'.

Résumé

Base canonique & : ¥ = (i) =3€] +4€;. On a [v]g =0 = (i)

Base B: = 30, + 2by. On a [t]5 = (3/2)

5/2
Théoréme 4.26. Soient V' un espace vectoriel et soit B = (by,...,b,) une base de V. Alors
pour tout v € V' il existe oy, o, ..., a, € R uniques tels que

vV = Oélbl —f-Oéng + .. -anbn

Définition 4.27 (composantes dans une base).

Les scalaires oy, ..., a, sont les composantes/coordonnées de 1'élément v dans la base B. On
note
aq
0%
[v]s =
Oy,

Remarque: Si'V = R"™ et si on prend la base canonique £ de R™ alors on a

U1 U1
I . V2
U= =v1€1 + ... + V€ = [U]e =

Uy, Uy,

Dans ce cas on a [U]g = .
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Exemple 4.28.
Soient P; = {p(¢)
pi(t) =1,pa(t) =t

= ap + a1t | ap,a; € R} et € = (1,t) la base canonique de P;. Posons
Soit p(t) = 2 + 3t. Alors

p(t) =2 1431 =2pi(t) + 3pa(t)

ol = (3) <

On a

Soit ¢(t) = —2t. On a

Schéma du chapitre 4

Vv

T linéaire

X matrice associée ?
xtransfert des infos & un ordinateur ?
xinterprétation du résultat ?

A

©

application coordonnée

\{

T linéaire

v matrice associée ?
v transfert des infos & un ordinateur ?
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Exemple et interprétation géométrique de |- |z
Soit B = (b1, by) une base de R? donnée par by = ((1)) et by = (;)

— 51, 52 sont des vecteurs de R?

— & = (€31, 63) est la base canonique de R?

Donc by, by peuvent s’écrire comme combinaisons linéaires de €7, €3 :

b1:(0):1'61+0'€2:>[b]]g:<0):b1
62:(2):1'61”'62 — [bo)e = (2) -

Mais on a aussi que by et by peuvent s’écrire comme combinaisons linéaires de la base B

1 . . 1

52:(;>2051+152 — [52][5:((1))
donc [bi]s # b;.

Soit ¥ € R? donné par [v]z = (_

1

S

1

3) et cherchons ¥ (et donc [0]g car [U]g = ¥)

On a [v]z = (_g) & 7= —3by + 2b,

)l

On obtient

Y
4
\ 4

On peut passer de [0]¢ & [U]z avec un changement de bases. On verra plus loin comment trouver
le changement de bases et le représenter par une matrice.
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L’application coordonnée

Soient V' un espace vectoriel et B = (by,bs,...,b,) une base de V. Alors pour tout v € V on a
(&3]
v =a1b + agbs + ... + ayb, et [v]p = : € R™. On définit I’application coordonnée par

Qnp
[lg:V —=>R"
v [v]g
Théoréme 4.29. |-z est une application linéaire et bijective.
Démonstration. voir le cours O

Exemple 4.30.
1. Soit V' = Mays(R). Soit B la base canonique de V. Alors

e T

2. Soient V =P3 et & = (1,t,t%,13) la base canonique de V. Alors

_3/2
) =5+ = o= |
—1

: une application linéaire et bijective d’un a4 un autre s’appelle un isomor-
Remarque licat | t bijective d’'un EV tre EV ¢’ 11
phisme. Les relations d’indépendance linéaire sont conservées.

Exemple 4.31.

Soit E = (1,t,t%,t%) la base canonique de Ps.

Soient p(t) = 1+ 2t — t* et q(t) =t — ¢* — 2¢3, sont-ils linéairement indépendants ?
On peut procéder de deux maniéres différentes.

Soit on résout ap(t) + Bq(t) = 0 et on regarde si a = 8 = 0 est 'unique solution.
Soit on utilise I'application coordonnée [-]¢ : P3 — R%. On a

1 0
2 1
[p(t)]e = et [q)]e = | _
0 1
-1 —2

1 0

. . ) . 2 1 .
On a p,q linéairement indépendants si et seulement si 0 et 1 sont linéairement
-1 —2
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indépendants. On a

1 0 10
2 1 0 1
o -1~ """ oo

1 2 0 0

Donc les deux polynomes sont linéairement indépendants car il y a un pivot par colonnes (et
donc que les deux colonnes sont linéairement indépendantes).

Changement de bases

Idée : utiliser une matrice pour faire les changements de bases. On appellera cette matrice une
matrice de changement de bases ou une matrice de changement de coordonnées.

Soit V' un espace vectoriel et soient B et C deux bases de V' avec n éléments.

v

R™ R™
matrice ?

Comme [v]g et [v]c sont dans R™ on pourra trouver une matrice pour passe de I'un a l'autre.

Exemple 4.32. L
Soit V' = R? et soient £ = (€}, &) la base canonique de V et B = (b, by), une autre base donnée

- 2 - —1 L 4
par by = (1) et by = ( 1). Soit U = (_2) .

On va chercher [U]s et une matrice associée a ce changement de bases/ coordonnées.

On cherche aq, as € R tels que v = a151 + 04252 On aura [v]p = (gl)'
2
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U = a1by + agby

(2) = (3) +e ()
(

2/3
—8/3)

On étudie la matrice augmentée :

G0 )6 ()

=[7]s [T]e

Donc [U]5 =

On voit que (? _1) = (b by) et quelle envoie [7] sur [7]e :

(b by)[t]s = [0]e

-

Comme on a b; = [b;]e on peut écrire

([ble  [bale)[0]5 = [Te

On dira que ([bi]e  [bo]e) est la matrice de changement de bases ou matrice de changement de
coordonnées de la base B (de départ) vers la base £ (d’arrivée).
On la note Pep ou Pg_p et elle est donnée par

—

Pep = ([51]5 [b2]<‘3>

On obtient
Peplv]s = [U]e
Remarque:
- on obtient [U]s en résolvant un systéme ou une matrice augmentée

- si on cherche [0]¢ et qu’on connait [¢]g, on devra faire une multiplication matrice-vecteur.

Généralisation a R”
Soient £ = (€}, €s, ..., €y,) la base canonique de R™ et B = (l;l, 52, e l;n) une autre base de R™.

Soit ¥ = < : ) € R” (ici [v]g = 7).

Un
al

On cherche [U]p = ( :

Qn

) , ¢’est-a-dire :

17204151+04252+"'+Oén5n
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On devra résoudre Pglg[ﬂ[g = [17]5 avec Pg[g = ([gl]E . [gn]g>
Donc Peg = (51 52 I;n> Dans ce cas, la matrice de changement de base (ou coordonnées)

s’obtient facilement (les colonnes sont directement données par la base B.)

Exemple 4.33.

1
SoitB:((é),(g),(?)).smtﬁz(é),oncherche[ZT]B.Ona[U]g: 2| =47, et
3
1 00
Pes=10 1 1
1 01
On doit résoudre Peg[v]p = [V]¢, ¢’est-a-dire
1 00 1
011 2l ca=1a,=0,a3 =2
1 01 3

1
Donc [t]5 = | 0], c’est-a-dire & = 1by + 0by + 2bs.

[\

Généralisation a V

Soient B = (by,ba,...,b,) et C = (¢1,¢a,...,¢,) deux bases d'un espace vectoriel V. Soit v € V.
Supposons que Frp soit facile a obtenir. On a

PCB['U]B = [’U]c.

On a 2 situations

g
1. on cherche [v]; et on connait [v]c = | : |. Onav ="y1¢1 + Y2c2 + -+ + YuCy. On devra
Tn
résoudre
Fes vz = [vle
1 > <)
ou Pep = ([bi]e [ba]c - - [bnlc) est la matrice de changement de bases (coordonnées) de

la base B a la base C.

2. on cherche [v]¢ et on connait [v]g. On devra résoudre

Feplv]s = [vle
C’est une multiplication matrice-vecteur.

Remarque: si Pge est facile & obtenir on pourrait travailler plutot avec
Pelvle = [v]s
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Exemple des deux situations 1) et 2) dans R?

On va étudier le lien entre les deux stratéries énoncées précédemment, le but est de voir com-
ment les deux matrices se construisent et, plus tard, de faire le lien entre elles. Dans certaines
situations, une des deux matrices est "facile" a obtenir, mais ce ne sera pas le cas dans cet
exemple.

o 5 ((2). () v = ((2). (1)) deve b .

Remarque: On note qu’il n'y a pas la base canonique dans les deux bases données. La base
canonique est présente dans R? mais on cherche un changement de bases (coordonnées) entre

BetC.

1. Soit v € R?, tel que [v]¢ = (_33) On cherche [v]g. Ici Peg ou Pge ne sont pas "facile" a

obtenir.
On choisit Peg[t]s = [V]c, avec

Fep = ([51](: [52]c>

Il faut trouver les deux colonnes de la matrice.
[bl]C . bl = 05151 + 06252

1 - 2 0 20&1 =1 ap = 1/2
()= () +e () =202y =
- (2)- (2
[bo]c 52 = 161 + BaCa

N, (2 0 261 =1 Br=1/2
(-2 () =()={52 1A

Done Pes = ([bile [b3)e) = (162 1_/12)

On résout
1/2 1/2| 3 (103
0 —-1|-3 0 1]3
~ 3
Donc [u]g = (3>
2. Soit @ € R? tel que [w]z = _42 . On cherche [w]¢. Cette fois, il faut faire une multipli-
cation matrice-vecteur : Peg[w]g = [wW]c
On a
1/2 172\ (-2\ (1
0 -1 4 ) \—-4
—
Pen [@]s
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Donc [i]e = (_1 4).

On aurait aussi pu trouver Pge et résoudre un systéme, sauf que c’est plus compliqué car
il faut retrouver une matrice.

On aura alors que les vecteurs v et w, exprimés dans la base canonique, sont donnés par :

s = (g) = = 3b, + 3y = (g)
[@]c = (_D o= & — 47 = (i)

Exemple : une alternative
Soient V' un espace vectoriel et B = (b1, by) et C = (1, ¢2) deux bases de V.
Supposons que ¢; = by + 2by et ¢o = by 4+ by. On en déduit les coordonnées des vecteurs de C

dans la base B : [ci]s = (;) et [eals = G)

Donc, la matrice changement de bases (coordonnées) de C vers B est :

g

Poe = (fels [ese) = (1)

Elle s’obtient facilement dans ce cas, car on a directement les colonnes.

Soit v € V, avec [v|p = (é

On résout le systéme linéaire augmenté :

(21]3) = we= ()

La matrice Pge s’obtient facilement, mais est-ce qu’on arrive a trouver FPrg?
Si on avait Pep, on pourrait considérer 1’équation suivante, avec [v]c est I'inconnue :

. On cherche les coordonnées [v]c. On a Pgelv]e = [v]5.

Feplv]s = [vle
et on devrait juste faire une multiplication matrice-vecteur.

Le probléme est que la matrice Peg = ([b1]c  [b2]c) n’est pas facile a trouver.
Par contre Pge = ([c1]p  [ca]s) est inversible car :

— (c1,¢q) est une base de V, donc (cq, ¢2) est une famille linéairement indépendante ;
— [+]p est un isomorphisme, donc préserve les relations d’indépendance linéaire.
— les colonnes sont linéairement indépendantes, la matrice est carrée, donc inversible.

Donc [¢1]p et [co]p sont linéairement indépendants, et donc Pge est inversible.
On a alors que ’équation de changement de base Ppclv]e = [v]p, devient (on multiplie par
I'inverse de Ppe a gauche) :

st_clpBC[U]C = Pz?cl[v]lﬁ
——

=I5
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Donc Py [v]s = [v]e
Si on met nos différentes équations de changement de base ensemble, on obtient

Ppe [v]s = [vle = Pes[v]s
Comme Py [v]s = Pep[v]s pour tout vecteur v € V, on conclut que :
Fes =D, z;c1

Pour finir avec notre exemple, on a

1 1 -1 1
PBC:<2 1>, etPCB=(2 _1)

Changement de bases et [ |5

Soit V' un espace vectoriel et soient B et C deux bases de V' avec n éléments.

Vv

R" R™

Pep : matrice de changement de bases de B a C : FPeplv]g = [vle
Pge : matrice de changement de bases de C & B : Pge[v]e = [v]s

De plus les matrices sont inversibles et Prp = chl

Théoréme 4.34. Soient V un espace vectoriel, B = (by,bs,...,b,) et
C=(c1,¢2...,¢,) deux bases de V. Alors il existe une unique matrice Peg de taille n x n telle
que Peplvlg = [v]e avec

Feg = ([bi]e - - [bale)

De plus la matrice est inversile, d’inverse Pge donnée par

Pse = (leis - - [enls)
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4.5 Dimension d’un espace vectoriel

v1

On sait que si ¥ € R", ¥ a n composantes v = ( : ) On sait que si v € V, B = (by, b, ..., by,)
Un

on a [v]g € R"

Théoréme 4.35. Soient V' un espace vectoriel et B = (by,...,b,) une base de V. Alors toute
famille d’éléments de V' avec plus de n éléments sera linéairement dépendante.

Remarque: si la famille posséde moins de n éléments ou alors exactement n éléments, on ne sait
pas si elle est linéairement indépendante ou non, il faut le montrer en utilisant la définition ?7.

Théoréme 4.36. Soient V' un espace vectoriel et B = (by,...,b,) une base de V. Alors toute
autre base de V' possede exactement n éléments.

Définition 4.37 (dimension).
Soit V' un espace vectoriel.

1. si V a une famille génératrice avec un nombre fini d’éléments, n dira que V est de dimen-
sion finie. On note sa dimension avec dim V' et dim V' est égal au nombre d’éléments dans
chaque base de V' (chaque base aura le méme nombre d’éléments).

2. si V n’admet pas de famille génératrice finie, on dira que V est de dimension infinie. Dans
ce cas dimV = oo

3.1V ={0y}onadimV =0.
Exemple 4.38.

- dimR"=n

- dim Py = 3 (base canonique est (1,¢,1?) avec 3 éléments)

- dimP,=n+1

- dimP =00

- dim Myye = 4.
Théoréme 4.39 (Base incompléte).
Soient V' un espace vectoriel de dimension finie et W un sous-espace vectoriel de V. Alors toute
famalle d’éléments linéairement indépendants de W peut étre complétée en une base de W. On
adimW < dimV et W est de dimension finie.
Exemple 4.40.
Soit V = R3 et W est le plan O, de R? dim W = 2 car c¢’est un plan. Soit @ = (i) € W. La

famille {w} est linéairement indépendante, car w # 0 mais ce n’est pas une base de W. Il faut
compléter la famille avec un deuxiéme vecteur de W. On peut prendre €; et la famille {é&}, @}
est une base de W. On a dimW =2 et dimV = 3.

Théoréme 4.41 (Théoréme de la base). Soit V' un espace vectoriel de dimension finie, diimV =
n, n > 1. Alors

1. toute famille génératrice de V' d’exactement n éléments est une base de V,

2. toute famille linéairement indépendante d’exactement n éléments de V' est une base de V.
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Dimension de Ker(A) et de Im(A)

Soit A € My«n(R) avec A = (dy dy ... dy,), avec a; € R™.

1) Im(A) = span{dy,ds,...,d,} C R™. On a dimIm(A) < m. Comme {dy,ds,...,d,} n'est
pas forcément linéairement indépendante, on doit trouver les colonnes pivots de A pour
avoir une base de 'image de A :

dim Im(A) = nombre de colonnes pivots

2) Ker(A) = {# € R" | A#0} € R” donc dimKer(4) < n. Le nombre d’éléments dans
une base du noyau Ker(A) est égal au nombre de variables libres, donc aux colonnes
non-pivots :

dim Ker(A) = nombre de colonnes non-pivots.

Définition 4.42 (rang).
Soient V, W des espaces vectoriels et soit 7' : V' — W une transformation linéaire. On appelle
rang de T', la dimension de Im(7"). On a

rang(7") = dim Im(7")

Si T :R"™ — R™ linéaire, il existe une unique matrice A tell que 7'(Z) = AZ. On a Im(T") =
Im(A) et alors rang(7") = rang(A). On parlera alors du rang de la matrice A.

Exemple 4.43.

2 3 -1 2 @ 0 0 —4
Soit A= |0 1 0 3. Onad~-n| 0 (1) 0 3
00 2 =2
o o (1)
On a rang(A) = 3 et dim Ker(A) =1 et aussi
2 3 —1
Im(A) = span o.,(1], 0
0 0 2
4
-3
Ker(A) = span 1
1

Théoréme 4.44 (Du rang).

1. Soit A une matrice m X n. Alors

dim Ker(A) + rang(A4) =n
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2. SoitT :V — W ou V,W sont des espaces vectoriels avec dimV = n, alors
dim Ker(T') 4+ rang(T) = n

Exemple 4.45.
Si A est une matrice 6 x 7 et dim Ker(A) = 3 on a rang(A) =4 car

dim Ker(A) + rang(A) =7
Théoréme 4.46 (Suite du théoréme . Soit A une matrice n X n. Alors les propriétés
suivantes sont équivalentes.
1. A est inversible
2. rang(A) = n. On dira que A est de rang plein (full rank)
3. dimKer(A) =0
4. det(A) #0
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Espaces des lignes de A et AT

Dans cette partie on essaie de savoir si deux familles de vecteurs engendrent le méme espace
vectoriel.

@11 Q12 ... Qip
Soit A une matrice de taille m x n, donnée par A = 421
aAml -+ .- Qmn
On a vu qu’on pouvait décomposer A en lignes
_ ZQT}} (,42 _ a1 i a12 i i Q1n
lgno(A as1 | A2 | | Qop
A= ””’.(”2’ ot A= l 1 B
lgnm(A) Am1 | Qm2 ! ! Omn
On algni(A)7,lgna(A)T, ... lgn,,(A)T € R (la transposée des lignes nous donne des vecteurs

colonnes).

Définition 4.47 (Espace des lignes).
L’espace engendré par les lignes de A s’appelle l’espace des lignes et il est défini par

Lgn(A) = span{lgn,(A) ", lgny(A) ", ... lgn,(A)"}

On a Lgn(A) C R" et c’est un sous-espace vectoriel de R™.

Remargue: on a Lgn(A) = Im(A")
Théoréme 4.48. Soit A une matrice m x n alors

dim Lgn(A) = dim Im(A)
Autrement dit

rang(A') = rang(A)

Exemple 4.49.
Soit A une matrice 3 x 2 donnée par

I

I
o O =
o = O

Veérifions le théoréme précédent. On a rang(A) = 2 et Im(A) =spand [0 ], |1 C R%. On

T (100
A_(()lo)
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avec rang(A") =2 et Im(A") = span { ( ) ( )} (ici c’est égal R?).

On a bien rang(A) = rang(A") mais on a Im(A) # Im(A"), Ker(A) # Ker(A") et dim Ker(A) #
dim Ker(AT).

Théoréme 4.50. Si A est équivalente selon les lignes a B alors leurs espaces des lignes en-

gendrent le méme espace. Si B est sous forme échelonnée-réduire, ses lignes non-nulles forment
une base de Lgn(A).

4.6 Matrices d’application et changement de bases

T linéaire

M matrice?

Soient

B = (b1,bs,...,b,) une base de V
C = (c1,¢2,...Cp) une base de W

On rappelle que si T : R™ — R™ est linéaire,il existe une unique matrice A de taille m x n telle
que

La matrice A est donnée par

Cas général : Soit v € V| il existe ay,...,q, € R tels que v = a1b; + -+ + a,b, et [v]g =
aq
€ R"
79
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On a, par la linéarité de T :

T(v) =T(anby + -+ + ayby)
=aiT(b)+ -+, T(b,) €W

On applique [ ]¢ des deux cotés, c’est-a-dire on fait apparaitre [T'(v)]c :

[T(v)le = [anT(b1) + -+ + T (by)]e
= a[T(b)|c + -+ an[T(bn)]e

= ([T(bo)le -+ [T(bn)lc)

= M[U]B

On a fait apparaitre une matrice M de taille m x n donnée par

aq
M= (e - e ()
On obtient [T'(v)]e = M|[v]p. On dira que M représente T' dans les bases B (de départ) et C
(d’arrivée).
Remarque: La matrice M n’est pas une matrice de changement de bases! Mais pour obtenir

M il faudra des fois utiliser des matrices de changements de bases, car les colonnes de M sont
données par [T'(b;)]c.

Exemple 4.51.
Soient £ = (1,¢,t?) et C(t,t + 1,t?) deux bases de Py.

Py Py

RS R3

M

avec T'(p) = ay + 2aqt. Ici T est Papplication "dérivée". On cherche M qui représente 7' dans
les bases £ et C.

et M= (T(W]e [Tl [T(t)e)

101



OnaT(1)=0,T(t) =1 et T(t*) = 2t. On cherche [-]¢

On obtient

<
I
c oo

On voit que M n’est pas inversible car ses colonnes ne sont pas linéairement indépendantes (ou
que son déterminant vaut 0).

Exemple 4.52.

Exemple additionnel voir moodle. Soit T": Myy«o(R) — Py qui envoie une matrice A = (CCL 2)

sur
T(A)=a+ (b+c)t + dt?

Trouver M qui représente T’ dans les bases £, base canonique de Myyo(R) et C = (1,1 + ¢, ?).

Remarque: SiT : V — V est 'application identité, alors M sera une matrice de changements
de bases (et donc inversible).

Exemple 4.53.
Soit T' 'application linéaire définie par

T :Mays(R) —Mays(R)

(o) -G
#=((60) (0 o) (o)
e=((61)- (o) (0 0):

avec

)
)
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On cherche M telle que [T(A)]c = M[A]e pour tout A € Msy2(R). M est donnée par

= (G )l (G o)), (G 9L (@)
(621G )L 16 160

100 0
[ o000
(-1 001

0100

et M est singuliére.

Supposons maintenant que 7" est I'application identité. T'(A)

P (G o)L, (G o), (G
(6 o)) 1@ o)L 16 6 )

(Z Cbz) On a [T(A)]e = P[A]e.

D (@)L
)

et la matrice P est inversible et c¢’est une matrice de changement de base (il s’agit de Feg)
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Chapitre 5 : Vecteurs propres et valeurs propres

Le but du chapitre est d’étudier A7 = AU, A € R. On retrouve cela lors de I'étude des systémes
dynamiques (dans lesquels on fera apparaitre A*).

Exemple 5.1.
T s ()= (-0 )
Ou encore :

(Y-
Cependant :

Donc AU = AU pour certains v et certains .

Définition 5.2 (vecteur propre).
Soit A une matrice n x n. Alors ¥ € R™ est un vecteur propre de A si

o 7#0, et
e il existe A € R tel que Av = \v.

On appelle A la valeur propre associée a v.

Remarque: La valeur propre A peut étre nulle. Par contre ¥ = 0 n’est pas un vecteur propre
(méme si A0 = 0)

1
Suite de ’exemple |[5.1| Trouvons tous les vecteurs et valeurs propres de A = (2 g) On

doit résoudre AU = \v :

(1 3) (v1> (m) v1 + 3vy = vy,
=\ &
2 2 V2 V2 201 + 2vy = s,
(1 — /\)’Ul + 3@2 = 07
2"01 + (2 — )\)UQ =0.

N 1—A 3
2 2—-A

Pour trouver un vecteur propre, il faut que (x) admette une solution non triviale (# 6)

0
0

> <+ Systéme homogéne ()

Donc que (A — Al5)Z = 0 admette une solution non triviale. Autrement dit
{F € R* | (A — \)T = 0}
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contienne un vecteur non-nul, c’est-a-dire :
Ker(A — \I,) # {0}.

On va chercher une condition pour trouver des A qui vérifient Ker(A — AL,) # {0}.
On a dim Ker(A — Aly) # 0.

Par le théoréme [4.46, A — A5 est singuliére donc |det(A — Aly) =0

On a que det(A — Aly) = 0 est une équation d’inconnue .

—(1=N2-))—6=(\—4)A+1)

1—-A 3
2 2—-A

Ainsi :
det(A—AL) =0 A—4)N+1)=0< e {4,-1}.
On a trouvé deux valeurs propres : 4 et —1.

Pour A = —1 : On considére (A — A\l5)U = 0, avec A = —1 :

S (A= (—DL)i=0o (Z g) (5;) _ (8) .

3
2), t € R* (on ne veut pas § = 0)

—_

Donc :
3

{6€R2|U:t(_15), t € R*}
est I’ensemble des vecteurs propres associés a A = —1.

Comme 0 ¢ a cet ensemble, ce n’est pas un sous-espace vectoriel de R?. On ne peut pas non
plus I’écrire avec un "span".

On le compléte donc avec 0 pour obtenir un sous-espace vectoriel. On définit alors Despace
propre associé & A\ = —1 par :

3 .
Elz{ﬁeRQWZt( 2>,teR*} U 0}
1 ~—
~ ~~ pas un vecteur porpre!

vecteurs propres

On a donc :

E_{ =span { <_%) } ., sous-espace vectoriel de R?.
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Résumé : A est n x n. On cherche A € R, 7 € R™, 7 # 0 tel que : AT = \¥

(D On trouve A : det(A — AI) = 0, on résout

@ On trouve @ : on résout (A — AI)7 = 0, les solutions non-nulles sont les vecteurs propres.

L’espace propre E) est un sous-EV de R"

Définition 5.3 (espace propre).
Soit A une matrice n x n. Alors F\ est I'espace propre associé a . Il est défini par

Ey = Ker(A — )

C’est-a-dire :
E) = {vecteurs propres associés & A} U {0}

Théoréme 5.4. Soit A une matrice n x n. Alors X\ est une valeur propre si et seulement si

det(A — AI) =0

Définition 5.5 (équation et polynéme caractéristique).
Soit A une matrice n x n. L’équation det(A — AI,) = 0 s’appelle l’équation caractéristique de
A. On pose

pa(A) = det(A — \1,)

C’est un polynéme de degré n appelé le polyndéme caractéristique.

(les éléments sur la diago-
nale

aj; — A a2 ce Q1n ] ¢ ltinliés ent
o1 G — N o ay, seront multipliés entre eux)
En effet : det(A — \I,,) = .
a’rL]_ an2 PR ann _— )\

On obtient un polynéme de degré n (avec \")

Remarque: On cherchera les racines du polynémes p4 (). Les racines peuvent étres complexes
ou réelles.

Exemple 5.6.
1) paN) =X+ A=A +1)=AXA+4)(A—1). On a X € {0,4,—i} on a trois racines, dont
deux racines complexes.

2) pa(A) = A2 +T7A+12 = (A + 1)(A + 3). On factorise rapidement en utilisant la propriété
que 7=44+3 et 12=4-3. On a deux racines réelles A = —4 et A = —3.

Théoréme 5.7. Une matrice A de taille n X n admet au plus n valeurs propres distinctes.
En effet, pa(X) est un polynome de degré n et admet n racines.

Elles peuvent étre réelles, complexes, distinctes ou égales.
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Définition 5.8 (multiplicité (algébrique)).
On appelle la multiplicité (ou multiplicité algébrique) d’une valeur propre sa multiplicité en
tant que racine de pa(\).

Multiplicité = nombre de fois que A apparait en tant que racine.

Exemple 5.9.
1) paAN) =1 -=XN2=N(2+ ) = e {l1,2,-2} = 3 racines distinctes

2) pa(\) = (1 =XN)(2+ N)? = ) € {1, -2} = 2 racines distinctes mais 3 racines. On a que
-2 est de multiplicité 2.

3) paN) =X+ A +1=>Ae {3+ 22, _71%3} = 2 racines complexes distinctes

Définition 5.10 (trace).
Soit A une matrice n x n. On appelle la trace de A le nombre

n

TI'(A) = Z Qi

i=1
La trace est la somme des éléments diagonaux.

Exemple 5.11.

1) A= (“” ‘“2) = Tr(A) = ayy + ag.

Q21 A22

Calculons pa (M) = G —A - di

)\‘ = (an - )\)(022 - )\) — Q12021

21 Q22 —

= pa(N) = A2 — (@11 + a2) A + ar1a92 — a12a9

(. S/

-~

Te(A) det(A)

11 aiz2 A3
2) A= a2y asx a | On calcule pa(N).
a31 daz2 G33

= pa(A) = =X+ (a1 + ag + ass) \? — (...)A 4 |det(A)

N J/
-~

Tr(A)

Remarque:

(a) on aura (—1)"A"
(b) on aura (—1)”*1 Tr(A) -1

(c) on aura +det(A) a la fin du polynéme caractéristique.
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A Ici on considére det(A — AI). Si on considére det(A — A), on n’aura pas la méme
décomposition pour pa(A).

2 0 =3
A=101 2] onaps(N)=2-N1-N(1-)
0 0 1

= X € {1,2} avec A = 1 de multiplicité algébrique 2.

Trouvons les deux espaces propres associés, Fy et Fs.
Pour A =1, E; est donné par :

10 =310 o 2 = 0
Ei=Ker(A-T): {0 0 2|0 1;1&2
00 010 2
0 0
Onas=t|1]|,teR= FE; =span 1
0
Pour X\ = 2, E5 est donné par :
1 0 -3 10 2= 2e = 0
Ey=Ker(A-2I): [0 -1 2| 0 2_1“;_
0 0 —110 1 Abre
1 1
Onas=t|0],teR= FEy=span 0
0 0
2 0 =3
A=10 1 O0],onapsA)=2=-XN1=-XN(1-2XN)
00 1

= X € {1,2} avec A = 1 de multiplicité algébrique 2. Trouvons les deux espaces propres
associés, Iy et Fs.
Pour A =1, F; est donné par :

10 =310 _3
Ei=Ker(A—-I): (00 0|0 R
o0 o0lo T, x3 libres
3 0 3 0
Donc s=t 0| +r|1],t,r € R= E; =span 01,11
1 0 1 0

108



Pour A = 2, E5 est donné par :

0 0 =3[0\ _ - _,
Ey=Ker(A—20): 10 -1 0| 0 2_115);
0 0 -1 |0 1 Hbre
1 1
Onas=t|0],te€R= FE;,=span 0
0 0

Remarque: A — Al est une matrice singuliére (non inversible) donc rang(A — A\I) < n,
c’est-a-dire qu’on aura des variables libres et donc on n’obtient pas n colonnes pivots.

Théoréme 5.12. Soit A une matrice n X n avec A1, ..., \, des valeurs propres distinctes (r <
n). Alors v1, ..., 0, des vecteurs propres associés a Ay, ..., A, sont linéairement indépendants.
Remarque:

1. Des vecteurs propres appartenant a des espaces propres différents sont linéairement indé-
pendants.

2. Ce sera utile pour trouver une base de R™ formée de vecteurs propres.

Le cas particulier de A =0

SiA=0,o0na AT =\ =0 et il existe un vecteur propre 7 # 0 tel que A% =0
Donc Ey = Ker(A — 01I) # {0}.
Or Ey = Ker(A — 0I) = Ker(A), donc on obtient Ker(A) # {0}.

Donc A est singuliére.

Théoréme 5.13. Soit A une matrice n x n. A = 0 est une valeur propre si et seulement si A
est singuliere.
Et A\ =0 n’est pas une valeur propre < A est inversible
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5.1 Matrices semblables

On commence par donner un exemple de deux matrices semblables, puis on donnera la définition.

. 1 -2 1 —4 10
SmentA—(6 4>,B—(3 4) etP—(O 2).
1 -2\ /1 0 1 —4
OnaAP_(G 4)(0 2)_<6 8)
1 0\ /1 -2 1 —4
etPB:(o 2)(3 4):(6 8)

On obtient AP = PB. Or la matrice P est inversible donc on peut isoler B et avoir une relation
entre B et A :
B=P AP

De méme on peut isoler A : A = PBP~!

De plus, si on compare les polynomes caractéristiques, on aura que

pa\) = (1= N4 —\) +12
pe(N) = (1= \)(4 - \) + 12

sont les mémes.

On dira que A et B sont semblables.

Définition 5.14 (semblables).
Soient A et B deux matrices n X n. S’il existe une matrice P inversible telle que

B=P'AP
on dira que A est semblable & B.

Remarque: On choisit de mettre P~! en premier dans la définition m
On a que A est semblable & B

& B=P AP

& PBP'=A4

s (P YHY'!'BPt=A

S Q'BQ=A (avec Q=P

< B est semblable & A
Résumé : A est semblable & B < B est semblable & A

Pour savoir si deux matrices sont semblables on doit trouver P inversible telle que
AP =PB ou B=P'AP

Remarque: Montrer que deux matrices sont semblables n’est en général pas facile. Car il faut
trouver une matrice P inversible telle que AP = PB, et cela n’est pas facile.
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Théoréme 5.15. Deux matrices semblables ont le méme polyndome caractéristique et les mémes
valeurs propres

Remarque: Mais, avoir les mémes valeurs propres et le méme polynoéme caractéristique n’im-
plique pas que les matrices soient semblables.

On rappelle qu'on a déja vu une autre relation entre les matrices, celle d’équivalence (selon
les lignes). Etre équivalente selon les lignes et semblables sont deux notions qui n’ont pas de
rapport entre les deux. On voit cela dans I’exemple ci-dessous.

Exemple 5.16.

21 20
1) (0 2) et (O 2) ne sont pas semblables.
—— ——

A B
Mais pa(A) = pp(A) et les valeurs propres sont les mémes (A = 2).

On a par contre A et B sont équivalentes (selon les lignes) car A ~ B avec des opérations
élémentaires sur les lignes.

2) ((1) 8) et % (1 1) sont semblables mais elles ne sont pas équivalentes (selon les lignes).

3) (é (2)) et (g (1)> sont semblables et équivalentes (selon les lignes).

4) ((1) 8) et (8 8) ne sont pas semblables ni équivalentes selon les lignes.

Donc
e semblables n’implique pas étre équivalentes selon les lignes

e ¢quivalentes selon les lignes n’implique pas étre semblables
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5.2 Diagonalisation

Le but est de trouver P une matrice n x n inversible, telle que P~ AP soit une matrice diagonale.
On pourra ensuite utiliser cela pour calculer A¥ pour notre matrice A.

C’est-a-dire
D = P'AP et doncA est semblable & D

avec D diagonale.
On aura A = PDP~! et

A = (PDPY)*
=pDp'PDP'P---P'PDP!
1 1 1
= pPD"P!

On obtient A* = PD*P~1 et comme D est diagonale, D* s’obtient facilement

d’fl (IFERRE ()
0 d]2€2.'-. :

O
0. vvvn-- 0 dF

Ainsi A* sera facile & calculer!

Définition 5.17 (matrice diagonalisable).
Soit A une matrice n X n. Si A est semblable & D une matrice diagonale, alors on dira qu’elle
est diagonalisable. Dans ce cas on aura

D =P AP et A= PDP!

Remarque: Toutes les matrices ne sont pas diagonalisables. On pourra diagonaliser seulement
une petite partie des matrices.

Théoréme 5.18 (critére de diagonalisation). Soit A une matrice n x n. A est diagonalisable

st et seulement st elle admet n vecteurs propres linéairement indépendants.

Dans la pratique

e On cherche les valeurs propres, puis les espaces propres et les vecteurs propres.

e Si on obtient n vecteurs propres linéairement indépendants o1, . .., v,, on peut construire
une matrice P avec P = (0] v3...4,,) (donc les vecteurs @; sont les colonnes de P) et une
matrice D diagonale

A 0o 0

0, A

D= "
S0

[ 0\,



On a Av; = \;jv; et D est diagonale et P est inversible. En effet v7, . .., v, sont linéairement
indépendants donc on aura que P posséde 1 pivot par colonne.

De plus la famille {01, ...,v,} est une base de R", formée de vecteurs propres de A.

Ceci découle du théoreme [£.41] (le théoréme de la bases). On a dimR™ = n et la famille
contient n vecteurs linéairement indépendants, donc c’est une base.

Exemple 5.19.

1)

2 0 =3
A=10 1 2|, xe{1,2}, A =1 de multiplicité 2. On trouve les espaces propres :
00 1
0 1
E, = span 1 , E5 = span 0
0 0

On n’arrive pas a trouver trois vecteurs propres linéairement indépendants. On ne pourra
en trouver que deux :

0 1
1 et 0
0 0
Donc A n’est pas diagonalisable.
2 0 =3
A=10 1 0], Axe{l,2}, A =1 de multiplicité 2.0n trouve les espaces propres :
00 1
3 0 1
E; = span 0,11 , Ey = span 0
1 0 0

On aura 3 vecteurs propres linéairement indépendants :

3 0 1
0 et 1 et 0
1 0 0
Donc A est diagonalisable.
Ona D = P 'AP avec :
100 30 1
D=0 1 0]etP=|0 1
00 2 1 00

A 11 faut suivre ordre choisi des valeurs propres pour les colonnes de P et mettre les
vecteurs propres correspondants aux valeurs propre dans D. On aura plusieurs diagona-
lisations!
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A=1-3 -5 -3
3 3 1
on calcule p,(A\) = det(A — X) = p,(A\) = ... = (1 = AN)(A+2)?2 = X € {1,-2} avec

A = —2 de mult. 2.

On trouve Ey et By :

3 3 3]0 111 e
Eo=Ker(A+2[):A=|-3 =3 =3 | 0| ~---~ [0 0 0 F1PHIEDATe
3 3 310 000 | o) Tmuslibres

0 1
onc
-1 —1
E_5 = span 11, 0
)
1
E, =Ker(A—1): on trouve F; = span 11, 2,
1

On a 3 vecteurs propres linéairement indépendants donc A est diagonalisable.

-2 0 0 -1 -1 1
D = 0 -2 0 , P = 1 0 -1
0o 0 1 0o 1 1
On pourrait aussi prendre
10 0 -1 -1
D = 0 -2 0 P=1- 1 0
0 0 -2 1 0 1
ou encore
-2 0 0 1 -2 1
D = 0 -2 0 P=1-1 0 -1
0o 0 1 0o 2 1
Dans la derniére diagonalisation, on a pris deux autres vecteurs propres : ici les 2 vecteurs
associées & A = —2 ont été multiplié respectivement par —1 et 2.
2 00
A=10 1 0
0 01

Exercice supplémentaire sur le moodle.
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Résumé

A diagonalisable < A posséde n vecteurs propres linéairement indépendants.
Et donc il existe une base de R™ formée de vecteurs propres de A.

On a aussi :
A posséde r valeurs propres distinctes = A posséde au moins r vecteurs propres linéairement
indépendants.

Théoréme 5.20. Soit A une matrice n x n. Si A posséde n valeurs propres distinctes alors A
est diagonalisable.

Mais : A diagonalisable - n valeurs propres distinctes.

A posseéde r < n valeurs propres distinctes A A pas diagonalisable. (dans ce cas, on doit
trouver les espaces propres pour voir si on a le bon nombre de vecteurs propres linéairement
indépendants)

Théoréme 5.21. Soit A une matrice n x n. Si pa(\) admet n racines comptées avec leur mul-
tiplicité, alors A est diagonalisable < dim Ey; = m; pour toutes les valeurs propres distinctes,
ot m; = mult. algébrique de \;

Exemple 5.22.
Considérons les valeurs propres suivantes :

Ae{1,2,1,4,1,2}.

On a 6 valeurs propres au total, et 3 valeurs propres distinctes : 1,2, 4.

Les multiplicité algébrique sont données par :

A =1, multiplicité algébrique 3,
A = 2, multiplicité algébrique 2,
A =4, multiplicité algébrique 1.

La matrice A est diagonalisable si et seulement si :

d1mE1 = 3,
d1mE2 = 2,

On appelle multiplicité géométrique de A; la dimension de l'espace propre £}, :

m; = multiplicité algébrique de \;,

dim F), = multiplicité géométrique de A;.
Théoréme 5.23. Soit A une matrice n x n. St A est symétrique, elle sera diagonalisable.

Remarque: Si A est anti-symétrique, elle sera diagonalisable mais avec des valeurs propres et
vecteurs propres complexes.
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5.3 Applications linéaires et valeurs propres

Le but est de combiner la théorie sur les changements de bases et la théorie sur les matrices
canoniquement associées a une application linéaire.
Soit T une application linéaire donnée par

T:R" —-R"

r — A7
On a que A est la matrice canoniquement associée a T et donc représente T dans la base
canonique. On aimerait représenter 1" avec une matrice diagonale, et voir T" comme ’application

u — Du avec D diagonale. On aura que D est une matrice qui représente T dans une certaine
base (qu’'on devra trouver).

Théoréme 5.24. Soit A une matrice n x n diagonalisable en D = P~YAP. Soit B la base de
R™ formée des colonnes de P. Soit T ’application linéaire donnée par

T:R" —R"
T — AZ
Alors D est la matrice qui représente T' dans la base B (de départ) et B (d’arrivée).
SiB=(p1,p3, -+ pn) ona D =(T(p1)ls-[T(P)ls)
Démonstration. voir le cours O

Exemple 5.25.
72 1 1 5 0
A—(_4 1>,ona)\—{3,5}etP—(_1 —2>’D_<O 3>

On a Apy = 5p1 , Aps = 3p>
Soit T': R? — R? et montrons que D = ([T(p1)]s [T(p2)]5) avec B = (1, ph).

(.

r— AT M
Méthode 1 : avec les changements de bases

[T(p)]s = PeelT(p1)]e = PeplT(p1)e = PapAp:

et Ppp est facile & trouver :

Donc [T'(p1)]s = P~ Ap).

On calcule P71 :

et Aﬁl = 5ﬁ1
On obtient




et

0 3

Méthode 2 :
avec la déf de []g.

Donc]W:(5 O)zD

[T'(p1)]s = [Api]s = [5p1]s
On cherche les coefficients de la combinaison linéaire de 5p; dans la base B or

5p1 =5-p1+0- o
o 5}
= 1= (o)

Généralisation aux matrices semblables :

Que faire si A n’est pas diagonalisable ?

Si elle est semblable & ¢ n X n on aura
A=PpPCcp!

et si C' est "sympa" on pourra avoir A* facilement.

Exemple 5.26.

A (i :g) , pa(N) = (A +2)2 = X\ = —2 de multiplicité 2.

v 5., mnf ()

Donc A n’est pas diagonalisable. On aura pas une base de R? formée de vecteurs propres de A.
Il manque un vecteur propre.

3 .
9 en une base de R? en ajoutant un vecteur.

On peut compléter

Par exemple : { (g) , ((1)) } est une base de R%. (Et ((1)) n’est pas un vecteur propre de A).

30
On pose P = (2 1).

Dans ce cas, la matrice qui représente T : R* — R? dans la base B = (py, p) est C = P7TAP
r— AT
et elle est donnée par



et
v (9 (-3
e (9]~ ()
-9\ (3 n 0 L a= -3
-8) = %\2 1) 7 8=-2
-2 =3 : : : - ; fis T
Donc C' = ( 0 _2>. Ici C est triangulaire supérieure et c’est déja bien!

Diagonalisation dans les complexes

L’exemple ci-dessous nous donne une diagonalistion dans les complexes, c’est-a-dire que les
matrices auront des coefficients dans C

Exemple 5.27.

L9 8B
2 2
Soit A = 0O 2 0
V3
£ 0
Trouvons A
— 7
3—A 0 %
pa(A) =det(A—AI)=| O 2—A 0
—¥3 9 —A
2

2NN =A+1)

~—~

On obtient A € {2; I—T\/gi; 1+£/§i}

On a 3 valeurs propres distinctes de multiplicité algébrique 1, on a que dim Fy = 1 et A n’est
pas diagonalisable dans R (c’est-a-dire avec des matrices & coefficients réels).

Cherchons les espaces propres F)y; :
3 0% 0
FEy =Ker(A—21): 0 0 0 0

V3 3
- 0 510
0
On a Ey; = span 1
0
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|
@
(@)
ol
(@)

E%+73i - (3/§ ke @ 7 0
2 0 5 0
— 29 =0, —ix1 + 23 = 0= 21 = —ixs avec x3 libre.
—1
On a E, , 5. =span 0
PR 1

On fait de méme pour £, 5, et on obtient On a £, 5, = spang | 0
2 2 2

’ 1
On obtient
i —i 0 11— 0 0
P=(0 0 1|et D= 0 1+%i 0
1 10 0 0 2
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Chapitre 6 : Orthogonalité et moindres carrés

Objectifs.

définir des produits scalaires et les calculer;

savoir si des vecteurs sont orthonogaux ;

trouver le complément orthogonal & un sous-espace vectoriel.

trouver la projection orthogonale, appliquer Gram-Schmidt

e résoudre des probléme de moindres carrés.

Rappel et but Si A est n x n, on a les équivalences suivantes, par les théorémes

35 230 )
1) AZ = b est compatible, Vb € R"
2) Im(A) =R"

3) A est inversible

Mais si A est singuliére, donc non-inversible, on se retrouvera avec des équations
AT =10 incompatibles. Supposons que A soit m x n (elle pourrait aussi étre carrée
n X n et singuliére) alors il existe des b eR™ tq AT = b est incompatible.

Dans ce cas, notre but sera d’approximer b en cherchant 7 € R" tq

A~ Db

6.1 Produit scalaire et orthogonalité

Définition 6.1 (produit scalaire usuel dans R").
Soient @, v € R™. On définit le produit scalaire usuel @+ U (aussi noté (i, ¥)) par

n
Ue U= UV + UgVg + * -+ + UV, = E w;v; € R
i=1

Remarque: On peut écrire le produit scalaire d'une autre maniére

U1
U U1
- o U2
UV = i = (u1 U9 Un) .
Up Un
Un

On obtient 1’égalité suivante :
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Théoréme 6.2. Soient u,v,w € R" et soit a € R. Alors

l.u-v=1v-u

2. (U4 V)W =UW+ VW

3. (aid) « W = a(u « W)

Jod-@>0etd-d@=0 sietseulement si@=0

Généralisation a des espaces vectoriels quelconques

Définition 6.3 (produit scalaire).

Soient V' un espace vectoriel et u,v,w € V. On dira qu'une application
(,): VxV — R estun produit scalaire si

(u,v) +— (u,v)

u, vy = (v,u) (symétrique)

u+v,w) = (u, w) + (v, w)

Exemple 6.4.
Soit Py. Montrons que (p, ) = S_-_, p(i)q(i) est un produit scalaire sur Ps.

Soient
p(t) = ap + ait + ast?
) =

bo + bit + bot?
(p: @) = p(0)q(0) + p(1)q(1) + p(2)q(2)
= agby + (CL() + a1 + ag)(bo + by + bg) + (CLO + 2a; + 4&2)([?0 + 2by + 4[)2)
Par exemple, si p(t) =1+ tet q(t) =212 on a
(p: @) = p(0)q(0) + p(1)g(1) + p(2)q(2)

P, =M)2)+ )1 +B)(-2)=2+2-6= -2

On vérifie que (-, -) un produit scalaire.

L. (p,q) = p(0)q(0) + p(1)q(1) + p(2)q(2)

(p,q) = q(0)p(0) + q(1)p(1) + q(2)p(2) = (¢, p)
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2. (p+q,r) = {(p,r) + (q,r)? Oui, on a :
(p 4+ ¢)(0)r(0) = (p(0) + ¢(0))r(0) = p(0)r(0) + ¢(0)r(0)
3. Pour montrer que {ap, g) = a{p, ¢) on procéde comme au point précédent.
4. (p,p) = p(0)> +p(1)> +p(2)* > 0
(p,p) =0 <= p(0)* +p(1)* +p(2)* =0

Ce qui implique p(0) = 0,p(1) = 0 et p(2) = 0. On a que le polynome p
s’annule en 3 points en t = 0,t =1 et £ = 2. Or p est de degré 2 :

p(t) = ap + art + aqt?

et p a exactement 2 racines.Mais on cherche un polyndéme de degré 2 avec
3 racines. Le seul polynome de Py avec 3 racines est le polynoéme nul. On a
donc (p, p) = 0 si et seulement si p = 0 (le polyndéme nul).

Norme d’un vecteur et distance dans R"

Définition 6.5 (norme).
Soit ¥ € R™. Sa norme est le scalaire donné par La norme euclidienne (ou
longueur) d’un vecteur v € R" est donnée par

7l = o} + 03+ + o2 ER,
||¥]| peut étre nul ou positif.

Remarque: La norme coincide avec la notion de longueur.
Remarque:

1|7 = V7o
2. |7 =0 <= =0
3. Soita e R :

o] = v/(awn)? + (awa)? + -+ + (avn)?

= \/a20f+oz2v§+--~+oz2v,%

= a2} +E 4 1))

= \a|\/vf+v§+---+v%
= |af||v]] € Ry
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Exemple 6.6.

Y
.. 1 I

Soit v = <2> v
Ona|v]| = VI2+22=V1+4=1+5
On a

TS —2 2 2
=28l =]|{ _;)|[=V(=2*+ (-9

= V4116 =v20=2V5

Donc

I(=2)7]l = | = 2[|7]| = 2v5 B

=29
Définition 6.7 (unitaire).
Un vecteur ¢ est dit unitaire si v est de norme 1.
Exemple 6.8.
Y
Soit ¥ € R", U # 0, on a ||v]| > 0. ‘
Dans ce cas, le nouveau vecteur u = ﬁﬁ'
est unitaire. On a 7
1 1 u
]| = l|7= 0]l = 7= ll0]] = 1
7] 7] 1%
Remarque: On va essayer de créer des bases formées de vecteurs unitaires et
orthogonaux
Exemple 6.9.
Lz

Soit U = <§) On a ||7|| = v14 # 1. Donc ¥ n’est pas unitaire. Mais o =

oul.

Définition 6.10 (distance).

Soient u,v € R"™. La distance entre @ et ¢ est la norme du vecteur « — ¢. On la

note
dist (@, ) = i@ — |
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Exemple 6.11.

. L (1 L 4 L -3
Smentu-(s) etv-(_l).Onau v-( A et

]
I
=

£l

4]

6.2 Orthogonalité dans R”

Soient u#, 7 € R? et d; = span{a}, dy = span{7} deux droites de R>.
On va chercher une condition sur u,v pour que d; et dy soient orthogonales.

Yy
i On considére 4 — U et 4 + v. On fait

\ Y apparaitre un triangle isocéle . On a
: alors

; 0 d Ldy s = = i+ 7]

1 & @ -7 = [|a + 7|

sS4

On a

v i—v*=@-0)-(@-

124



Doncd; Ldys=tu-v=0

Définition 6.12 (vecteurs orthogonaux).
Soient u, v € R™. Ils sont orthogonauz si et seulement si w« v = 0.

Remargue: Le vecteur nul 0 est orthogonal a tous les vecteurs de R™.

Théoréme 6.13 (de Pythagore). Soient @, v € R" alors
i L i+ o) = |l + |7

Orthogonal & un sous-espace vectoriel de R"

Soit W = span{(3)} C R?. Cherchons I'ensemble de tous les vecteurs de R?,
orthogonaux a W.

Soit © = (ul) eR2. Onveut @ L W.Doncw LW < <u1) . (3> Cecl nous

U9 U9 2
donne 3uq + 2us = 0 qui est une équation linéaire a deux inconnues. On pose us
comme variable libre, que I’on renomme avec t € R et on obtient

ﬁ:t(_Q/B),teR.

1

Pour simplifier les calculs et la lecture, on peut simplifier les fractions. On obtient

u=t <_§> ,t € R. On obtient span{ (_§>} 1L wW.

Définition 6.14 (ensemble orthogonal).

Soient W un sous-espace vectoriel de R" et v € R". Si U est tel que v« W = 6,
pour tous w € W, on aura que v est orthogonal & W.

L’ensemble de tous les vecteurs orthogonaux a W s’appelle 'orthogonal a VW, noté
W+ et donnée par

WH={VeR"|v.w =0,V € W}

Théoréme 6.15. Soit W un sous-espace vectoriel de R". Alors

1. W+ est un sous-espace vectoriel de R™
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2. WNW+t = {0}
Démonstration. voir le cours.

Remarque: On a dim W + dim W+ =

Rappel

Soit A une matrice m X n, on peut la partitionner en blocs-lignes.

A | oo a2 e | lgna(d)
\aml aAm2 amn) \lgnm(A>)
Avec
41
T ;2 n -
lgni(A) = | | €R"i=1....,m
Ain

Théoréme 6.16. Soit A une matrice m x n donnée par A = (a - - -

a; € R™. Soient
Ker(A) = {# € R" | Ai =0} CR"
Im(A) = span{dy,ds,...,d,} CR"
Lgl’l(A) = Span{lgnl(A)Ta lgnQ(A)T7 SR lgnm(A)T} g Rn
Alors
1. Lgn(A) = Im(A")
2. Lgn(A)* = Ker(A)
3. Im(A)L Ke (AT)
Démonstration. voir le cours.

Exemple 6.17.

. 1 00
SmtA—(lOO
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transformation linéaire T : R? — R?, c’est-a-dire T'(¥) = AZ. On cherche Ker(A),
Ker(AT), Lgn(A), Im(A) et on veut vérifier le théoréme [6.16, Comme A est as-
sociée a une transformation linéaire on représentera la situation graphiquement.

On a
0 0
Ker(A) = span 1,10 C R?
0 1
1 2
Im(A) = span 1) (C R
1
Lgn(A) =spang | 0 c R?
0
T 1 2
Ker(A") = span { (_1> } CR
On a

Lgn(A)* = Ker(A)
Im(A)* = Ker(AT)

Graphiquement, on peut voir que les espaces sont orthogonaux.
3 <

A A

I A
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6.3 Familles orthogonales et projections orthogonales

On rappelle que notre but est d’approximer un vecteur b € R™ en cherchant
T € R" tq

Az~ b
On s’intéresse a des problémes incompatibles. A est une matrice m X n singuliére
(A peut étre carrée si m = n ou non-carrée si m # n).
Pour approximer b on va utiliser des projections orthogonales, et on aura besoin
d’utiliser des familles de vecteurs orthogonaux.
Pour savoir si une famille est orthogonale, il faut vérifier que chaque couple de

vecteurs est orthogonal.

1 0 1
Par exemple iy = |1 | ,io= [0 | et uz= | —1
0 1 0

On a ity =0, up+us =0 et ty+tuz = 0, ainsi {uy, Us, U3} est une famille
orthogonale. De plus chaque vecteurs est unitaire.

Définition 6.18 (famille orthogonale).
Une famille de vecteurs {uj,...,u,} de R" est dite orthogonale si @; « ©; = 0,
pour tout ¢ # 7,4,7 =1,...,p.

Exemple 6.19.

1 0 0
1)41: 1 ,?72: 0 et173: 1 .Ona171-172:0,172-173:0mais
0 1 0
U1 +v3 = 1 # 0. Donc la famille {#;, ¥, U3} n’est pas orthogonale.
1 0 1
2) Uy = |1]|,da={0] etus= | —1] est une famille orthogonale. On peut
0 1 0

aussi voir qu’elle est linéairement indépendante. C’est donc une base de R?

Remarque: On a que v; L v et ¥5 L v3 n’implique pas que v; L v3. L’orthogo-
nalité n’est pas transitive.

Théoréme 6.20. Soit {1, ...,u,} une famille orthogonale de R", p # n. Alors

si t; # 0 pour tout i =1,...,n la famille {t, ..., Uy} est linéairement indépen-
dante.
Démonstration. voir le cours. []
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Remarque: si p = n, par le théoréme de la base |4.41] la famille {u, ..., 4,} (donc
{t1,...,Un} ) sera une base de R". Si p < n alors ¢a ne sera pas une base de R",
car il nous manque des vecteurs.

Définition 6.21 (base orthogonale).
Soit W un sous-espace vectoriel de R"™. On appelle base orthogonale de W toute
base de W qui est composée d’une famille orthogonale.

Exemple 6.22.
i) la base canonique de R" est une base orthogonale de R”

ii) {(é), <g), (g)} est une base de R?, mais pas une base orthogonale.

iii) {(%), (—é), (%)} est une base orthogonale de R3.

Un intérét des bases orthogonales

Soient B = (1, Uy, U3) et ¥ donnés par

1 0 6
12’1: 1 ) 62: 0 , Us — —1 s et U = —2
0 1 0 11
ai
On cherche [t]g = | as | et on connait [v]¢ car []gv. On a aussi, par définition
Qg

de la matrice de changement de bases (ou coordonnées) de B a &€ : Pgplv]g = [V]e,
avec

10 1
Ps=[10 -1
01 0

On a alors plusieurs techniques, deux qui ont déja été vues au chapitre 4, et une
nouvelle méthode qui utilise les bases orthogonales.

1. inverser Pgg et avoir une multiplication matrice-vecteur [t]g = Peg [U]e.

2. résoudre un systéme pour trouver 'inconnue [¥]3.

2

On obtient [U]p = [ 11 | et U = 2u; + 11uy + 44s.
4

Calculons maintenant des produits scalaires
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Uetlp =4 Uetiy =11 Uty =
171°171:2 ﬁz‘ﬁgzl ﬁ3°U3:2
U e Uy U » Uy U »Us
Uy = Uz Uz * U2 ug = us

On voit que la derniére ligne (avec la fraction de produits scalaires) nous donne

les coefficients «;.

Théoréme 6.23. Soient W un sous-espace vectoriel de R" et {uy,...,u,} une
base orthogonale de W . Alors, pour tout w € W on a
W= Uy + aols + ... + oy, & =—S5—=,1=1,...,p
U; * U;

Démonstration. voir le cours.

Projections orthogonales

A

gopie 4 Soient @ € R?, 4 # 0
W = span{i} C R?

Soit 7 € R%, ¢ ¢ W. On cherche a dé-
composer ¥ en la somme de deux vec-

0y

teurs :

Ut=au+72 avecZ LW (ZL1u)

W

ol « est un scalaire et 2z est un vecteur.

On a deux inconnues, « et 2.

T=au+7 < Z=U—au
On sait que z2' L « donc Z« u = 0.

On a: o ~ .
Zetl

I
o

1

Sl
S

&
m
7

Donc a =
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<y
]
]
Mm
S

Ainsi
Ueu
On appelle
Vel
— —)u
Usu

£

<y

la projection orthogonale de v sur W.
u

—

On la note
Usu
Le vecteur 2 = ¥ — atl = U — projy (V) est appelé la composante de ¢ orthogonale

aWw.
On a:
ze Wt

ot W+ (prononcé "W orthogonal) est le sous-espace orthogonal a W.

Exemple 6.24.
Soit ¥ = <_;) et U = G) et W = span{u}. On a
v0jup (7) = U'Ug_l 1y  [1/2
PrIwAO =a @ —2\1) 7 \uy2
L (—3/2
et 2= ( 3/2 )
Définition 6.25 (famille orthonormale).
On dira qu’une famille {1, ..., u,} de vecteurs de R" est orthonormale si
., p.

1) elle est orthogonale
2) si tous les vecteurs sont unitaires, ||u;|| = 1 pour tout ¢ =1, .

On dira alors que c’est une base orthogonale de I'espace qu’elle engendre, c’est-a-
oy Uyt

dire une base orthogonale de W = span{y, s,

Exemple 6.26.
., €y} est une base orthonormale de R™.

1) {é,..
2) Soient les vecteurs

3 —2 —6

h=|\2|, o=\ 3|, U3=|-4

2 0 13
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Calculons les produits scalaires :

U1« Uy =0
U1+ U3 =0
Uy s U3 =0

Donc {1, U, U3} est une famille orthogonale (et c’est une base de R3).

1] = V17
[7a]] = V13
|v3]] = V221

Comme ||7;]| # 1 pour tout 4, la famille {#), ¥, U3} n’est pas orthonormale.

Calculons les normes :

On peut cependant normaliser les vecteurs, et prendre

. 1 1

Uy = 5701 = U1
el V17

. I -

Uy = 75702 = (%
[ V] V13

. 1 1

u3

= TS V3= U3
|| Ts| V221

La famille {u, 2, U3} est une famille orthonormale. C’est une base ortho-
normale de R3.

Théoréme 6.27. Soit U = (U - - u,) une matrice m x n. Alors les colonnes
Uy, ..., U, sont orthonormales si et seulement si

U =1,

Remarque: On a UTU # UUT et UUT 4 1,,,.
Remarque: Une telle matrice préserve les normes et les angles entre les vecteurs.

Exemple 6.28.

Soit U = .On a

o O =
_ o O



Mais

1
vut = 1|0
0

o O O
— O O

Donc ULTU =+ UUT et UUT £ 3.
Théoréme 6.29. Soit U une matrice mxn dont les colonnes sont orthonormales.
Soient i, v € R™. Alors

1| = |9

2. 0U0-U=u-vU

3. Uu-Uv =0 si et seulement si v = 0.

Généralisation de la projection a R"

Soient W C R™ un sous espace vectoriel de R" et v € R", & ¢ W. Alors
est

1. P'unique vecteur de W tel que 2" = ¢ — projy, (V)

2. I'unique vecteur de W qui minimise la distance entre v et W.

Théoréme 6.30. Soit W un sous-EV de R™. Alors tout vecteur v € R™ peut
s’écrire de facon unique comme la somme de deux vecteurs de R" :

T=wW+ 7 avec b € W, 7€ W+

De plus w0 = projy (V) et 2= v — projy, (7).
Plus précisément, si W = span{u, s, ..., Uy} avec {uy,us, ..., Uy} une base
orthogonale de W, on a

. Uety T« Uy
projy (V) = = U+ ...+ ——=
Ui * Uy Up * Up

—

Up

£l
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Interprétation géométrique

Z

A

Si W = span{u, ta}, W est le plan O,,,.
On aura

proji (§) =t + %2

On a
i = proia () = L
]. U‘l 1—1/)1.71»11
On obtient
. Yl L, YU
ro = ———U] + D—=U
p JW(ZU) T - 1 Ty Uy 2

Remarque: La projection projy, (%) ne dépend pas du choix de la base orthogonale

de W. Si on change la base orthogonale de W on aura que les coefficients g%

)

changent (comme c’est le cas quand on change de bases), mais la projection reste

la méme (c’est toujours le méme vecteur obtenu). Si {uy,--- ,u,} et {dh, - , W}
sont deux bases orthogonales de W on a

p ol — o —
. - Z?ﬂuiﬁ Z?ﬂwiﬁ

Exemple 6.31.

1 2 1
Soientuy = | 1|, Uy = 0)etv=1[1].0naqueu; et iy sont orthogonaux.
2 —1 1

Soit W = span{uy, us} et {uy, U2} est une base orthogonale de W. On cherche la
projection projy (¥) ainsi que Z.

il 7 (10
projy (V) = = j U+ = 3 iUy = — | 10
Ui * Uy Ug * U9 15 17
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Z =10 — projy (v) = 1 5
—2

Prenons une atre base orthogonale de W, par exemple

4
W =span{uy, | 0]}
-2
On aura
1 4
1] - 0
o (7) = 2 1 MV 3 Y
prOJW/U — —_— e e e — —
6\, 20 I 15\

La projection ne change pas (ici la projection est donnée dans la base canonique).
Par contre il faut toujours prendre une base orthogonale de .
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Interprétation géométrique de la distance minimale

Soit Z € R? et soient 7, et 7, deux vecteurs différents de 2 (dans la figure on
choisit de représenter leur normes en rose, plutdét que de représenter les vecteurs
qui partent de l'origine. Notre but est de comparer des distances.)
Graphiquement :

12 < [|z2]] et IZ] < 2]

W

Il existe ag, as € R tels que
o+ 2

<y
I

et
U= OQIT-F ZQ

De plus v s’écrit comme décomposition unique en ¢ = projy, (v) + 2, avec 2’ L .
On a
|77 = projy (0) || < ||V — axid]

et
|77 = projy (0) || < ||V — azi]
Or aq, as sont arbitraires, donc
|7 = projy (0)[| < |t — ol Va € R
avec une égalité si atl = projy, (V).
Donc projy (v) est le vecteur de W' le plus proche de ¥ et il est unique.
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Théoréme 6.32 (de la meilleure approximation). Soient W un sous-espace vec-
toriel de R" et v € R". Soit projy (V) la projection orthogonale de ¥ sur W. On
dira que projy, (V) est la meilleure approximation de v dans W :

[0 = projy (V)| < [|v — |, Vi € W

Remarque: Si {ty, ..., Uy} est une base orthonogale de W, on a
projy (U) = (U« ty)ty + - - - + (U Up)
SiU = (ﬁl Uy - ﬁp),ona
U e Uy TEKY
projy (V) =U : =U| : | =U0U"
Ve ) ﬁgﬁ

Théoréme 6.33. Soit W un sous-espace vectoriel de R"™ et supposons que W =

span{uy, ..., Uy} ot {Uy,..., Uy} est une famille orthonormale. Alors pour tous
veR”
projy (¥) = UUTT

avec U = (U - - - Up), une matrice n X p.

Remarque:
1) On a
— UtU =1,
— UTUW = [ =4 Vi € RP
— UUTY = projy () Ve R"
— W =Im(U)

2) Si W =R" (ce qui implique p = n, donc U est une matrice carrée), alors :
vt =1,=U0"U

Définition 6.34 (matrice orthogonale).
Une matrice n x n inversible telle que UTU = I,, est dite orthogonale.

Remarque: 11 y existe une autre définition (similaire) : une matrice n x n inversible
telle que U' = UT est dite orthogonale.
Les lignes et les colonnes de U sont orthonormales.
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6.4 Gram-Schmidt

Dans la section précédentes, les bases étaient orthogonales.

Notre but va étre de trouver la projection orthogonale projy; (¢) quand on n’a pas
une base orthogonale de W.

Soit W = span{u}, U}, avec {¥1, U2} une base non-orthogonale.

La figure illustre ce qui se passe si la base n’est pas orthogonale.

W /3;' S /ﬁ'/ (e

af/\ VA

50111 i U.zj
Uuiaau 06 da W)

b .
sl YA LUz
[ — kg
Ar U2 VA

FIGURE 5 — description du procédé de Gram-Scmidt

Par le théoréme [6.30 on a

. UsU U« Uy |
projy (V) = ——— = a1v1 + ——— = aally
1*4 2 ° U2
——"

On a

- projy (V) est une combinaison linéaire de v; et s
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- les coefficients aq, o sont uniques et connus
)
- projy (V) est la somme de la projection de ¥ sur v et de ¥ sur s

Ceci ne fonctionne plus si on considére {#7, 05} car la partie en jaune dans la
figure [6.4{ n’est pas dans le span{ts}.
Orthogonalisation d’une base de W

On cherche {1, Uy} une base orthogonale de W, en partant de la base {7, v}

Etape 1 : On pose @, = 1, et on cherche @y € W, iy # 0, tel que @y L .
On pose Wy = span{u; }.
On sait que v — projy, (v2) L 4 et Uy — projy, (ta) € W.

U/l

Uy — projyy, (V)

Etape 2 : On pose @iy = ¥ — projyy, (02).
Alors {uy, 1>} est une base orthogonale de Wy = span{#;, #}.

Exemple 6.35.

3 1
Soient 7 = | 6| etvo=12].0na
1 1
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1 S 5 —1
S . 9 Uy 1
Uy = vy, U9 = 2 i _,’U,lz% -2

1) Wt 15

Théoréme 6.36 (Algorithme de Gram-Schmidt). Soit W un sous-espace vec-
toriel de R" et {vy,...,0,} une base de W. Alors on peut construire une base
orthogonale de W en suivant le procédé de Gram-Schmidt :

1. uy = v; et Wy = span{u;}
U9 = 172 — pI’OjVV1 (172) et W2 = Span{ﬁl, 172}

—

U3 = U3 — projyy, (v3) et W3 = span{uy, ty, i3}

SAR O NCIRS

Uiy = Up — projy, , (Up)
La famille {uy, ..., ud,} est une base OG de W.

Remarque: Si on change 'ordre ou le produit scalaire, on change la base obtenue.

Exemple 6.37.

1 0 0 0
. . 11 2 11 4 0 o 1 : S o
Soient v = N A N R R et vy = ol Soit W = span{u, U, s, Uiy }.
1 1 1 0

- Etape 0 : Base de W : est-ce que {@}, ¥, U3, U4} est une base de W ? On a
Uy — U3 = 74 (ou une relation similaire), donc le vecteur vy est superflu. Ainsi
W = span{, b, U3} (ou span{vy, th, v4}). On peut alors faire 'algorithme
avec notre base de W.

- Etape 1 : Vérification de I'orthogonalité : est-ce que {@;, ¥, T3} est une base
orthogonale ? Non, on a

Uy - Uy =3
Uy - Uz = 2
Uy - Uz = 2

o iy =), et W, =span{i}
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Lo Tyl 1
o Uy = Uy — projy, (th) = Uy — it = -+ = j 1
1
Comme la fraction compliquera les calculs, on multiplie s pour simpli-
-3
S 1 Lo
fier, et on prend s = N On pose Wy = span{uy, s }
1
0
o o =2 o | .
® iz = U3—Projy,(v3) = ... =3 e On simplifie aussi en multipliant
1
0
R —2
par 3 et on prend u3 = 1
1

On prend alors {7y, iy, 3} comme base de W.

Marche a suivre pour Gram-Schmidt
On a W = span{v,...,0,}.

1) on vérifie que {v1,...,0,} est une base de W, sinon on enléve les vecteurs
superflus et on choisit une base de W.

2) on regarde si v; « U; = 0 pour i # j

3) on fait I'algorithme de Gram-Schmidst.

6.5 Factorisation QR

On aimerait factoriser une matrice A en un produit de deux matrices, sous la
forme A = QR.

Soit A une matrice m X n. On aimerait obtenir A = QR, avec () une matrice
dont les colonnes sont orthonormées et R une matrice triangulaire supérieure.

Théoréme 6.38. Soit A une matrice m x n dont les colonnes sont linéairement
indépendantes. Alors il existe une factorisation A = QR avec :

1. Q) une matrice m X n, avec des colonnes orthonormées qui forment une base
de Im(A) : span{qi,...,q,} = span{dy,...,d,} = Im(A).
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2. R une matrice n X n, triangulaire supérieure, inversible avec ses coefficients
diagonauz strictement positifs.

Remarque:

1. Q"Q = I, QQ" = projp,a).
2.Si Aest n xn, Qestnxnet@ est orthogonale, Q' = Q7.

3. m > n car les colonnes de A sont linéairement indépendantes.

Remarque:|hors-cours|.

Il existe plusieurs maniére de "voir" la factorisation, ou décomposition, QR et
d’obtenir une décomposition de A en un produit d’une matrice () et d’'une matrice
R. Dans ces différentes décompositions, les matrices () et R n’auront pas la méme
taille que celles données dans le théoréme [6.38

Dans notre théoréme [6.38] la matrice A est m x n avec des colonnes linéairement
indépendantes, et la décomposition (QR obtenue est en fait une décomposition
QR tronquée. Par opposition a la décomposition QQR compléte ou la matrice ()
est une matrice orthogonale (m x m), dans cette version il faut compléter la
base orthonormales obtenue pour Im(A) avec des vecteurs afin d’obtenir une base
orthonormée de R™,

Dans la version compléte @ est orthogonale et donc Q! = QT ce qui n’est pas le
cas dans notre théoréme [6.38], car () n’est pas carrée.

Remarque: La maniére la plus efficace pour obtenir () et R et de faire Gram-
Schmidt sur les colonnes de A et de normaliser, en paralléle on peut construire la
matrice R.

Sinon on peut constuire @ et puis calculer R en utilisant A = QR et QTQ = I,,.
Ceci nous donne R = QT A. Cest peut-étre moins rapide (et pas nécessaire) car
il faut calculer un produit de deux matrices.

Exemple 6.39.

1 0 0 10 0

. . 7 PR 0 1 O 0 1 O
Soit la matrice A donnée par A = 1 0 1 0 0 1
1 1 1 0 0 0

On a un pivot par colonne, donc les colonnes de A, ai, ds, a3 sont linéairement
indépendantes. On cherche une matrice (0, 4 x 3 et R est 3 x 3 telles que A = QR.

Etape 1 on orthogonalise {a3, a3, a3} avec G-S et on normalise. On va obtenir les
colonnes de @. Ici on va choisir de simplifier les fractions pour nos vecteurs u;, et
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ensuite de normaliser pour trouver les colonnes de @) (& comparer avec la méthode
vue en classe a la fin du chapitre 6.4. On obtiendra la méme décomposition mais les
calculs sont faits dans un ordre différent et la construction R est un peu différente)

1
- ) = ay, ||ui]| = V3. On prend ¢ = L+ 0
; 75|
1
—1
oo (@ — 1] 3 o
- Uy = G — Pl"OJuq(Cm) =3 _1| Pour continuer l'algorithme on prend
2
. 3 S 5 1 3
U2 = _4 et up = [|15]|. On prend ¢ = v IREE On pose Wy =
2 2
span{uy, s }.
L . 11 -1 . . !
- U3 = d3 — projy, (ds) = 3 o | On obtient finalement g5 = T 5
1 1

Ona@Q=(@ ¢ @)
Etape 2 Pour trouver la matrice R on a deux manieéres :
1. avec R =QTA

2. en utilisant le lien entre @; et ¢ (ici il faut juste faire attention car dans cet
exemple nous avons pris des vecteurs u; non-normalisés, donc la construction
de matrice R est un peu différente de celle vue a la fin du chapitre 6.4. Le

résultat est le méme)

Ji+d1 qi+dy a3 3v/15 V5 215
R = 0 Ghedy Ghods| = — 0 5 1
0 0 @ea) VP \ o o 3

Remarque: si on n’avait pas choisit de simplifier les calculs pour le vecteur s nous
aurions trouvé d’autres produits scalaire dans R.
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6.6 Meéthode des moindres carrés

Notre but est de considérer AT = b incompatible, A est m x n.

Pour certain b (ou pour tous), il n’existe pas de & tel que Ax = b. Ceci implique
que b ¢ Tm(A).

On alm(A) ={veR™ |37 e R": A7 = v}.

On a: V¥ e R" A¥ € Im(A)

On cherche ¥ € R" tq A est le plus proche de b (voir le chapitre sur les projections
orthogonales).

—

b

/\

Donc on cherche 7 € R” tq
AZ = projyy(ayb

C’est une ¢éq. qui est compatible car projp, A)l; € Im(A)
On va chercher 7 € R” tel que A% soit le plus proche de b.

—,

On sait que projpy,4)(b) est dans Im(A) et on devra résoudre :

-

AT = Projpy, 4 (b)

—,

C’est une équation qui est compatible car projy, 4)(b) € Im(A).
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Exemple 6.40.
Soient A = <; ;) et b= ((2)) On a Im(A) = span{ (;)} et b ¢ Im(A).

A

L’équation AT = b est incompatible.

On sait par contre que est
dans Im(A), donc que 'équation AZ =

—

Projmm(4yb est compatible.

Par le théoréme de la meilleure approxi-

1 b ) ,
mation on a, pour tous ¥ € Im(A)
16 = projuabll - < 16—
N — ” ——
longueur du vecteur blonc foncé longueur des vecteurs roses

Définition 6.41 (solution au sens des moindres carrés).
Soient A une matrice m X n et b € R"™. On appelle solution au sens des moindres
carrés de AT = b le vecteur & € R” tel que

b — AZ| < ||b— AZ|| VYT € R™

Stratégie
1) calculer projy, A)l;, pour cela il faudra une base orthogonale de Im(A).

2) résoudre Ax = Projp,(4)b et la solution de cette équation sera . On pourra
avoir une solution unique ou une infinité de solutions.

Suite de ’Exemple 6.40

1) On aque { (;) } est une base orthogonale de Im(A). On calcule la projection

: > 1
et on obtient projp,4)b = % <2>

1
2) résoudre AT = 2 ( s

2). On obtient ;1 = 2 — x5 et 5 est libre. On a & =

<2(/)5> 4+t <_11> ,t € R. On a une infinité de solution
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L’équation normale

Dans cette section, on donne une méthode alternative pour calculer rapidement
la projection sur Im(A) et cela sans calculer une base orthogonale de Im(A).
Soient A= (dy @y ... @) une matrice m X n. On a que {a, ds,...,d,} est
une famille de vecteurs de R", mais pas forcément linéairement indépendante, ni
orthogonale.

b

(S

Im(A)

La solution 2 (ou les solutions) satisfait AZ = projy,4)(b). On pose z = b— Az,
et ona 2 L Im(A).
On a Im(A) = span{ds,...,d,}, donc Z'« a; = 0 pour tout ¢ = 1,...,n (donc
Z 1 d; pour tout i =1,...,n).
Or @; sont les colonnes de A, donc Z € Im(A)T. On a vu que Im(A)+ = Ker(AT),
ainsi Z € Ker(AT). On obtient ATZ = 0.
On a

ATh—AT)=0 = ATAz=A"b
On trouve une autre équation a résoudre pour trouver z :

—

- 801t AT = pProjyy, )b
- soit ATAZ = ATb (ici pas besoin de faire Gram-Schmidt)
La solution obtenue est & (unique ou non).

Théoréme 6.42. L’ensemble des solutions au sens des moindres carrés de Ax =
b est égal & l'ensemble des solutions de AT Az = ATb.

On appelle cette équation, [’équation normale.
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Exemple 6.43.

40 1 4 0
Soient A= [0 2| etb=|0].Onalm(A) =span{|0],[2]} Onaun
11 2 2 1

systéme incompatible A7 = b.

On trouve ATA = <117 é) et ATh = (g) On résout ATAZ = ATh. On obtient

. 1/3 . . . .. .
T = ( 1? 3) qui est la solution au sens des moindres carrés, et ici elle est unique.

Remarque:Dans 'exemple la solution est unique car la matrice ATA est
inversible. Mais il se peut que la matrice AT A ne soit pas inversible, et dans ce
cas on obtiendra une infinité de solutions.

Exemple 6.44.

. 11 - 2
Soient A = (2 2) et b= (O)

On a ATA — (5 0

. 5). C’est une matrice singuliere et I'ensemble de solutions au

sens des moindres carrés est T = <2(/)5> +1 <_1) ,t € R.

Théoréme 6.45. Soit A une matrice m x n. Alors les propriétés suivantes sont
équivalentes :

1. Pour tout b € R™ : AZ¥ = b admet une unique solution au sens des moindres
Carres.

2. AT A est inversible.
3. Les colonnes de A sont linéairement indépendantes.

Dans ce cas, la solution au sens des moindres carrés est @ = (AT A)"tATb.

De retour a QR

Théoréme 6.46. Soit A une matrice m X n dont les colonnes sont linéairement
indépendantes. Soient @ et R comme dans la décomposition QR (A = QR).
Alors pour tout be R™, Ax = b admet une unique solution au sens des moindres
carrés, données par

i=RTQ"

147



6.7 Droite de régression ou droite des moindres carrés

Supposons qu’on ait des données expérimentales du type (1, y1), (€2, Y2), - - -, (Tn, Yn)
(on appelle cela un nuage de points).
On va chercher la droite qui approxime au mieux nos données.

()

A

e

.

La droite est notre inconue. On cherche une droite du type y = ma + h appelée
droite de régresion. Pour trouver la droite, on cherche une pente m € R et une
hauteur h € R. La droite va minimiser la distance entre les points et la droite.

Il y a plusieurs ditances que I'on peut considérer pour minimiser la distance entre
les points et la droite. Le plus simple sera de prendre une distance entre les
ordonnées. Une autre méthode serait de prendre une distance orthogonale, mais
on ne traitera pas de cela dans ce cours (c’est plus compliqué).

Si on prend les distances en jaunes ci-dessous (c’est-a-dire la différence entre les
ordonnées, les y), nous obtiendrons une équation normale & résoudre.
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Notre but est de trouver une matrice A et un vecteur 5, pour ensuite avoir une
équation normale a résoudre AT A7 = ATb.

Avec notre choix de distance, l'erreur entre (x9,y2) et (x2,72) est y2 — 7. On
cherche & minimiser la somme de toutes les distances de ce type. Comme nous
avons une valeur absolue, c’est plus simple de mettre toutes les distances au carré
et de prendre (yo — 72)>.

Cherchons maintenant la matrice A et le vecteur b (le terme de droite).

On a y = max + h donc 7o = mas + h. On peut faire cela pour toutes les données
(x;,yi). Les valeurs (x;,7;) sont les valeurs prédites, sur la droite de régression.
On obtient la relation suivante :

y; prédites : mz; +h et observées :y;

On a b est ce que nous voulons approximer (nos valeurs connues) et Z notre
inconnue. Ainsi

Y1
b= y,2 et ¥ = (7:)
Yn
1 1
La matrice A sera donnée par A = :1::2 et on aura AT = b.
£y 1
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Il s’agit d'une probléme des moindres carrés : & est la solution au sens des moindres

carrés et vérifie .

1Az — b||* = Z(yi — i)’

1=1

Exemple 6.47.
Trouver la droite de régression y = ma+h qui approxime (2, 1), (2, 2), (0, —2), (4,0)

2 1 1
2 1 - 2
A= 01l et b= 9
4 1 0
On a
(24 8 6
S\ 8 47 1
On résout et on obtient m = % et h =—2 A1n51 Yy = %x — %.
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Chapitre 7 : matrices symétriques

Objectifs.
e diagonaliser en base orthonormée
e calculer la décomposition spectrale d'une matrice;

e faire une décomposition en valeurs singulieére (SVD).

7.1 Diagonalisation des matrices symétriques

Dans le chapitre 5, nous avons vu la diagonalisation (pour des matrices pas néces-
sairement symétriques). Nous allons voir maintenant comment la diagonalisation
se fait lorsque la matrice A est symétrique.

Rappel du chapitre 5

Soit A une matrice de taille n x n pas forcément symétrique. Si A est semblable
a une matrice diagonale, elle sera diagonalisable, c¢’est-a-dire : il existe P une
matrice n X n inversible et D diagonale, n x n telles que

A=PDpP!

Critére de diagonalisation

A est diagonalisable si et seulement s’il existe n vecteurs propres linéairement
indépendants.

Soient 7, ..., U, les n vecteurs propres linéairement indépendants de A. On a

P=(171 172 17”> et D =

avec Av; = \u;, 1=1,....,n
Remarque: {1, ...,U,} est une base de R" formée de vecteurs propres de A.
De plus on a

1) pa(A) = det(A — M) est un polynome de degré n.
2) pa(A\) admet n racines (pas forcément réelles; ni distinctes) Ay, Ao, ..., Ay

3) pa(\) se factorise en
PA(N) = (“1)(0 = M) = Ag) - (A = A
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Théoréme 5.23 (théoréeme spectral version 1). Soit A une matrice n X n symé-
trique. Alors A est diagonalisable.

On va modifier ce théoréme pour obtenir ce qu’on appelera le théoréme spectral.

Exemple 7.1.
6 —2 —1
Soit A= -2 6 —1] Ona AT = A, donc la matrice est symétrique.
-1 -1 5
On commence par trouver les valeurs propres de A. On a ps(A) = —\3 + 172 —

90\ + 144. Il faut trouver les racines de ce polynome de degré 3. On voit que 3
est une racine : py(3) = 0. On peut faire une division euclidienne de p4(\) par
(A —3).

On obtient pg(A) = —(A—=3)(A —6)(A —8) et X € {3,6,8}.

Ensuite on trouve les espaces propres

1 —1 —1
FE3 = span 1 ,  FEg=span —1 , FEg =span 1
1 2 0
1 —1 -1
Ainsi 11,1—-11, 1 est une base de R? formée de vecteurs propres
1 2 0
de A. Ona A= PDP~! avec
1 -1 —1 300
P=11-1 1}, D={(060
12 0 00 8

Onaﬁ’l-ﬁg:O, 171'173206t172'173:0.
Donc {#, %, U3} est une base orthogonale de R? formée de vecteurs propres de
A. On peut normaliser la base et obtenir une base orthonormale de R? formée de
vecteurs propres de A :
1 I I
— |1, —=|-1],— 1
Va\1) VB o) V2

o 1/v/3 —1/vV6 —1/V2
P=[1/V/3 -1/v/6 1/V2|, D=
1/v/3 2/V6 0
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La matrice P est une matrice orthogonale, c¢’est-a-dire ses colonnes sont ortho-
normales (orthogonales entre elles et de norme 1), on a Pt = PT.
Ainsi, la diagonalisation de A devient A = PDPT.

Diagonalisation en base orthonormale / orthonormée

Soit A une matrice n X n. Alors si A est diagonalisable en base orthonormale,
il existe P orthogonale, D diagonale telles que A = PDPT. On va chercher les
conditions sur A pour avoir une telle diagonalisation.

On voit rapidement que A sera symétrique. En effet

AT = (PDPY = (P DT PT = PDPT = A
On obtient A diagonalisable en base orthonormale — A est symétrique. On verra

que A symétrique — A diagonalisable en base orthonormale. On pourra alors
trouver une base de R” formée de vecteurs propres de A.

Théoréme (théoréme spectral version 2) A est une matrice n X n symétrique si
et seulement si A est diagonalisable en base orthonormée.

Remarque:

1) si A n’est pas symétrique, alors elle n’est pas diagonalisable en base ortho-
normée. A pourra étre diagonalisable, mais on n’arrivera pas & obtenir une
base orthonormée. C’est 1'orthogonalité entre les n vecteurs propres de A
qu’on ne pourra obtenir.

2) P71 = P et PPT = PTP = I,. Tous les vecteurs propres choisis dans P
sont orthogonaux entre eux et de norme 1. On obtient alors que deux vecteurs
propres appartenant a des espaces propres distrincts sont orthogonaux entre
eux.

Théoréme 7.2. Soit A une matrice symétrique de taille n x n. Alors deuz vec-
teurs propres appartenant a des espaces propres différents sont orthogonau.

Démonstration. voir le cours. ]

Schéma du théoréme Soient E), = span{vy, vh} et E), = span{vz}. On
a que ¥ « U3 = 0 et Uy« U3 = 0, par le théoréme [7.2] mais par contre on n’a pas
d’information sur vj « vs.

Si U1 « U5 = 0 alors on pourra prendre {vy, U, U3} comme base orthogonale for-
mée de vecteurs propres de A puis ensuite normaliser et construire la matrice P
orthogonale.
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Si par contre, U7 et U ne sont pas orthogonaux, il faudra faire Gram-Schmidt sur
{¥, U2} et obtenir une base orthogonale de E),. Par Gram-Schmidt on sait que
la nouvelle base sera toujours dans l'espace vectoriel de départ, ici £, et donc
que ca reste des vecteurs propres de A, associés a 1.

E,,

Exemple 7.3.
3 =2 4
Soit A=1-2 6 2
4 2 3

On a pa(A) = —(A = 7)) (A +2), donc A € {=2,7} avec A\ = 7 de multiplicité
algébrique 2. On cherche ensuite les espaces propres E_5 et E7. On obtient

~1 1\ [/—1/2
E_5 = span —1/2 , FE7 =span 0], 1
1 1 0

On appelle ces vecteurs, vy (pour E_s) et 0, U3 (pour E7). Par le théoreme [7.2]
on sait que ¥ est orthogonal a ¥, v5. Mais par contre vy » U3 = —% donc ils ne
sont pas orthogonaux. Il faudra faire Gram-Schmidt sur {v5, U3} et obtenir une
base orthogonale de E7. On pose

—1/4
ﬁ2=172, etﬁ;,:---z 1
1/4

La famille {u,u3} est une base de F7, elle est orthogonale et s, @3 sont des
vecteurs propres de A associé a A = 7 (car u; € Er!).
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La famille {@, i, U3} est une base orthogonale de R3 formée de vecteurs propres
de A. On normalise pour trouver les colonnes de P :

—2/3 1//3 —1/3/2 —2 00
P=1-1/3 0 4/3v2 |, e D=| 070
2/3 1/v/2 1/3v2 007

Remarque:On aura plusieurs diagonalisations possible, en fonction de I’ordre choisi
pour les vecteurs, pour les valeurs propres, du sens des vecteurs (on peut prendre
U; ou —v; dans les colonnes de P) et pour l'ordre de Gram-Schmidt.

7.2 Le théoréme spectral

Regardons les conditions et implications de la diagonalisation en base orthonor-
mée. On part d'une matrice A symétrique et regardons ce que ¢a implique.

On sait que : A est symétrique si et seulement si A est diagonalisable en base
orthonormeée.

Prenons une matrice 2 x 2 symétrique et étudions les valeurs propres de A.

b d

On cherche A telles que pa(A) = 0. Avec la formule du discriminant on obtient

A= (a b) — pa(\) = A2 — (a+ d)\ + ad — V?

A = (a+d)?—4(ad — b*) = 4b* + (a — d)*

I1 s’agit de la somme de deux carrés, donc A > 0, et on aura alors deux valeurs
propres réelles (distinctes ou non).
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Théoréme 7.4 (Théoréme spectral). Soit A une matrice n xn symétrique. Alors
on a

1. A admet n valeurs propres réelles, mais pas forcément distinctes.

2. Pour chaque valeur propre distincte on a dim E)y, = m; ot m; est la multi-
plicité algébrique de A;.
3. A est diagonalisable en base orthonormée.

4. Les espaces propres sont deux a deux orthogonau.

Remarque: Il ne s’agit pas d’énoncés équivalents. Si 1. ou 2. ou 4. cela n’implique
pas A symétrique.

Dans les deux exemples ci-dessous, A n’est pas symétrique. Nous verrons alors
que les 4 points du Théoréme spectral ne sont pas tous vérifiés.

Exemple 7.5.
0 -1 1
Soit A=[—-1 0 1| Onaps(A)=-A+12A—1)et X € {-1,1} avec
0 0 —1
A = —1 de multiplicité algébrique 2. On a
—1 1
FE, = span 1 , et FE_i{=span 1
0 0

Alors

1. A admet n valeurs propres réelles, mais pas forcément distinctes : oui nous
avons deux valeurs propres réelles.

2. Pour chaque valeur propre distincte on a dim E), = m; ot m; est la mul-
tiplicité algébrique de A; : non, car ici nos deux espaces propres sont de
dimension 1, et la multiplicité algébrique de A = —1 est 2. La matrice n’est
pas diagonalisable.

3. A est diagonalisable en base orthonormée : non elle n’est pas diagonalisable,
donc elle ne peut pas étre diagonalisable en base orthonormeée.

4. Les espaces propres sont deux a deux orthogonaux : oui nos deux espaces
propres sont orthogonaux. Attention c’est le cas dans cet exemple, mais ce
n’est pas toujours le cas, voir 'exemple 7.6
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Exemple 7.6.

1 33
Soit A=|-3 =5 3
3 51
On a A € {—2,1} avec A = —2 de multiplicité algébrique 2. On a
1 —1 —1
E; = span —1 , et o =span 1], 0
1 0 1

Appelons les vecteurs v (pour Ej) et v, U3 (pour E_5).
Alors

1. A admet n valeurs propres réelles, mais pas forcément distinctes : oui nous
avons deux valeurs propres réelles.

2. Pour chaque valeur propre distincte on a dim E), = m; ou m,; est la multi-
plicité algébrique de A; : oui, car dim £} = 1 et dim £#_5 = 2. La matrice est
diagonalisable.

3. A est diagonalisable en base orthonormée : non elle n’est pas diagonalisable
en base orthonormée. On a que E; et E_5 ne sont pas orthogonaux. Elle sera

diagonalisable, mais nous ne pourront pas trouver une base orthogonale de
R? formée de vecteurs propres de A.

4. Les espaces propres sont deux & deux orthogonaux : non, nos deux espaces
propres sont orthogonaux.

157



7.3 Décomposition spectrale

Si A est symétrique on a A = PDPT avec P = (i iy - - - 1iy,) et

A 0eeeenn 0

D=

0

O vvvnnn 0\,

Alors
A= PDPT
= (?7;1 62 Un)D(Ul 112 ﬁn)T

up
iy
— (/\lﬁl )\262)\nﬁn) :
ZTT

On obtient alors

A = Mty + Aotigtly + - - - + AUy,

On appelle cette décomposition, la décomposition spectrale. On a w@;@i’ une ma-
trice n X n de rang 1.

Exemple 7.7.
Soit A = (; Z) On a une diagonalisation en base ON :
Ao 2/vV/5 —1//5\ (8 0\ [ 2/V5 1/V5
S \1/V5 2/v/5 ) \0 3)\—1/\V/5 2//5
—
PT

La décomposition spectrale est A = 81! + 3i»s . On étudie w4l :

Lo (2/V5
uruy = (1/\/3 (2/\/g 1/\/5)
~(4/5 2/5
~\2/5 1/5
(24 1o a 0
= (M %)~ (5 o
C’est une matrice de rang 1 car les colonnes sont colinéaires.
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7.4 Décompositions en valeurs singuliéres

Soit A une matrice m x n (m # n). Dans ce cas, il n’existe pas de factorisation
A = PDP7! avec D diagonale et P inversible. (Notons que pour des matrices
carrées, on pourrait aussi se retrouver sans diagonalisation).

On va voir qu’on peut factoriser A en :

A=UXV"

U,V orthogonales (donc carrées) et X diagonale par blocs.

Valeurs singuliéres

Soit A une matrice m x n. On sait que AT A est n x n et symétrique. Donc AT A
est diagonalisable en base orthonormeée.

On a lexistence d'une base orthonormée {vy, - ,v,} de R" formée de vecteurs
propres de ATA.

Soient A1, ..., \, € R les valeurs propres de AT A (elles sont toutes réelles, voir le
Théoréme - AT A¥; = \;v;. On pourrait avoir \; = Aj.

On a ||A%;||*> = A\; donc A; > 0 pour tout ¢ = 1,...,n. On peut alors organiser
les valeurs propres par ordre décroissant \y > \o > ... > X, > 0.

Définition 7.8 (valeurs singuliéres).

Soit A une matrice m X n, les valeurs singuliéres de A sont les racines des valeurs
propres de ATA. Onlesnote oq,...,0n, 0na0;, =N, i=1,....,net oy > oy >
>0, > 0.

Remarque: Si \; = ||At;]|? alors o; = ||Ad]|, pour tout i = 1,...,n.

Exemple 7.9.
1 -1 9 _9

Soit A= |—-2 2| Ona ATA = (_9 9) et A € {0,18}. On a A\; = 18,
2 =2

Ao = 0 et les valeurs singuliéres de A sont o1 = 3v/2 et 09 = 0.

Théoréme 7.10. Soit A une matrice m x n et soient {Uy,...,U,} une base
orthonormée de R™ formées de vecteurs propres de AT A. Soient \y > Xy > -+ >
An > 0 les valeurs propres correspondantes. Supposons que A posséde r valeurs
singulieres non-nulles, alors {Av, ..., Av,} est une base orthogonale de ITm(A)

et rank(A) = r.
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Décmoposition en valeurs singuliéres (SVD)

La matrice Y est diagonale par blocs et sera du type

ou D est r X r avec les valeurs singuliéres positives sur la diagonale.

Théoréme 7.11 (SVD). Soit A une matrice m x n de rang r. Il existe une
matrice X3, m X n diagonale par blocs, une matrice U, m x m orthogonale et 'V,
n X n orthogonale telles que

A=Uxv".
D0 . T
De plus ¥ = 0o avee D, r x r diagonale avec les valeurs singulieres oy >
o9 > -+ > 0. >0 sur la diagonale.

Remarque:La décomposition SVD n’est pas unique, par contre X oui.

On cherche a avoir

A=Uxv"
avec
- U orthogonale, de taille m x m : UT = U!
- V orthogonale, de taille n x n : VI = V!

- la famille {v7,7s,...,7,} forme une base orthonormale de R" formée de
vecteurs propres de AT A.

-\ = 0F AT Av; = (A9)T A,
- la famille { A%, ..., AU} est une base orthogonale de Im(A).

14%1 - On obtient
(| A ||

- on peut normalier la base orthogonale de Im(A) en prenant
une base orthonormale de Im(A).

- 0; = || Adi]
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Exemple 7.12.

1 —1
soit A=1| -2 2
2 =2

Les valeurs propres de AT A sont \; =18 et Ay =0. Ona oy = 3\/5, o9 = 0.
Les espaces propres associés a \; et Ay sont (aprés normalisation)

{0} @ w20

On a E1g L Ey car AT A est symétrique, voir le théoréme Spectral .

On a
v ( 1/vV2 1/V2

_1/\/§ 1/\/5) (onaVT:V_l)

Ona A=UXVT, avec

A=U © VI
P s
3Ix2 Ix3 3x2 2x2
On a
3v2 0
Y= 0 O
0 O

Ici Dest 1 x1et D= (3v2).
Construisons la matrice U. On doit prendre {uy,---,4,} o r = nombre de
val.eurs singuliéres non-nulles. Ici 7 = 1. On a

2/v/2
Avy = | —4//2
4/V2

Comme 09 = 0 on a seulement {#; } comme base de Im(A).

0
En effet, si on calcule At on a Avs = [ 0 |. On voit qu’on ne peut pas considérer
0
0 0
0 | dans notre base de Im(A) car {1, [ 0 | } n’est pas une famille linéairement
0 0

indépendante.
Comme U doit étre 3 x 3, on doit compléter {u; } avec deux vecteurs, pour obtenir
une base orthonormée de R3. C’est ici le point délicat de la SVD.
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On commence par normaliser Av; :

1 1/3
U = ——Av = | —2/3
S P R

On cherche s, 13 tels que @y « iy = 0 Uy » i3 = 0 et Uy « 3 = 0.
Des deux premiers produits scalaires on a :

1 1 x
3
2 z
On trouve une équation linéaire & 3 inconnues, on a ¥, z des variables libres.
2 —2
On choisit iy = | 1] (poury=1,2=0)etdg=| 0 | (poury=0, z=1).
0 1

On a uy » tp = 0, Uy + 3 = 0 mais Uy » g # 0.
On doit faire Gram-Schmidt sur {us, @3} pour obtenir une base orthonormale.

2/vV5 —2/\/45

On obtient 172 = 1/\/5 et 713 = 4/\/@

0 5/V/45

1/3 2/v/5 —2/4/45
U=|-2/3 1/v/5 4/V45
2/3 0  5/V45

Finalement
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