Algebre linéaire pour GM Mardi 14 octobre 2025
O. Pouchon EPFL

Série 6 (Corrigé)

Cette série suit le chapitre 2 du livre Algébre Linéaire et applications de D. Lay.
Mots-clés : matrice, déterminant, inverse

Remarques :

1. il existe plusieurs méthodes possibles pour résoudre ces exercices. Des fois le corrigé
donne aussi une méthode alternative, méthode que nous verrons plus tard dans le
cours;

2. il peut arriver que certaines questions soient reliées au cours du jeudi.

Exercice 1

a) SoitA:<(1) ?),Bz(} 1).Est—cequeAB:BA?

. . (1 0 (11
b) MemequeshonpourA-(O _1>,B_<1 1).

Sol.:

a) Oui. AB=BA— [ + !

1 1)
Remarque : A est la matrice identité, elle commute avec n’importe quelle matrice.

1 1 1 -1
b) Non.AB:<_1 _1>,BA:<1 _1>.

Exercice 2

1
3 6

a) Soit A = (
telle que AB = 0. (Idée : écrire AB sous la forme (A?l A?g))

). Trouver (si elle existe) une matrice B de taille 2 x 2 non nulle

b) Méme question pour A = ( ZI% ; >

c) Soit A = ( 3 _14 >, B = ( [ > Pour quelle(s) valeur(s) de k& € R a-t-on

-3 5 k
AB = BA?
d) Trouver une matrice A non nulle telle que A? = 0.

Sol.:



v Y -7 — —

a) On note b1 et by les colonnes de B : B = (bl b2>. On a AB = (Ab1 AbQ) =
— —

( 8 8 ) Ainsi, on doit chercher un vecteur non nul b1 tel que Ab, = 6> Si un tel

, — - =
vecteur existe, on peut poser par exemple B = ( b1 b 2) avec bo = 0. Sinon, une telle
matrice B n’existe pas.

. R - - . .
Soit b1 = < il ) Le systeme A b1 = 0 est linaire en x1 et 29 avec pour matrice aug-
2

. Ainsi, la solution

. 1 2 0 , i 1 0
mentée ( 36 0 ), dont la forme échelonnée réduite est ( 00 0

. 3 - _2
générale est x1 = —2x9, c’est-a-dire, sous forme vectorielle b1 = ( il ) = ( 1 >$2-
2

- -
12 > tel que Abq1 = . On peut

%
Ainsi, (en fixant 3 = 1) on trouve un vecteur b = (

- -2 0
donc proposer la matrice B = ( by b 2) — ( O )
¢ T N I 3 N e s . .
b) Enrésolvant A by = 0 pour by = il on obtient un systéme linéaire avec pour matrice
2

3 20

augmentée L 10
& 01 0

). La forme échelonnée réduite est ( 100 > Par conséquent, le

R . . C T 0 .
systéme a une unique solution triviale b; = 0 et la matrice B telle que AB = 0

n’existe pas.

c) On calcule AB = < —éO 1220_;1];; ), BA = ( 15 i 5k _2_02j_ i ) L’équation AB = BA
équivaut donc au systeme
12—4k = -24
—-30 = 15— 5k,

avec pour unique solution k£ = 9.

0 1
d) Par exemple, A = < 00 )

Exercice 3

Calculer les produits matriciels suivants, et indiquer les compositions correspondantes de
transformations linéaires, avec les dimensions des espaces, Typ : R™ o R~ o R

2 3 4

1 3 101
3 1>’B:<0 1 1)’02

2 1
c)ABC’,oﬁA(S B=(101),C=]0
1 1

10
a) ABjouA=1] 0 1 ,B:<111>.
11

S H O L
— O 0o



111

a) AB=| 2 3 4 |,Tap:R3 = R? = R3.
3 4 5 s 1a
8 16

ABC — T e : R? — R® — R? — R2,

b) C <816>, ABC sRoR D
40 4

c) ABC=]|6 0 6 |, Tapc:R> = R3 =R — R3.
2 0 2 TC TB TA

Exercice 4

a) Calculer l'inverse de la matrice A = ( ; i )

(i) en utilisant la formule générale de 'inverse d’une matrice 2 x 2;

(ii) en mettant la matrice (A Iy) sous forme échelonnée réduite.

1 0 =2
b) Calculer I'inverse de la matrice B=| —3 1 4 | en mettant la matrice (B I3)
2 -3 4
sous forme échelonnée réduite.

Sol.:

a) Pour la matrice A.

(i) det(A):2><4—2><2:4.Ainsi,A‘lz1<4 _2>:< ! _1/2>.

—2 2
(if)
2 21 0 2 2|1 0 2 0] 2 -1
2 4]0 1 0 2|-11 02/ -1 1
1 0] 1 —1/2
0 1|-1/2 1/2 J°

A S B VP
Ainsi, A —<_1/2 12 )

N

b) Pour la matrice B.

1 0 -2[100 100/ 8 3 1
-3 1 41]/010]|~--~[010]10 4 1
2 -3 4|0 01 0 0 1|7/2 3/2 1/2
8 3 1
Ainsi, B~'=| 10 4 1
7/2 3/2 1/2

Exercice 5

Démontrer ce théoréme.



Soit A une matrice n x n. Alors s’il existe une matrice C' de taille n x n telle que AC = I,
ouw CA =1, alors A est inversible d’inverse C.

Sol.: Soit A= (d1,..., dn).
Preuve 1 :

e On montre que AC = I, = span{E)l, ... E)n} = R™. Soit 7 € R™, on a
ACT =I1,7.

o o
Or CZ € R", pour tous 7 € R™. Donc pour chaque b € R™, il existe C' b € R™ tel que

ACT) =T,

Les colonnes de A engendrent donc R™ et par le théoréme de caractérisation des matrices
inversibles (paragraphe 2.2), la matrice A est inversible. On a alors AC = CA = I,,.

e On montre que CA = I,, = les colonnes de A sont linéairement indépendantes ou A7 = 0
n’admet que la solution triviale. Soit 7 € R" tel que A7 = 0. On sait que 0 est un
vecteur qui vérifie cette équation, et on veut montrer que c’est le seul. On a

- =
CAZ =C0 =0
et CA = 1I,. Ainsi N
CAZ = 1,7 et CAT = 0 = I,7 =

— — N
Or comme I, est inversible, 7 = 0 est la seule solution de AZ = 0. Par le théoréme de
caractérisation des matrices inversibles (paragraphe 2.2), la matrice A est inversible. On a
alors AC =CA = 1,.

Preuve 2 : sans utiliser le théoreme de la caractérisation des matrices inversibles (paragraphe
2.2). Mais en montrant que AC = I,, implique CA = I,,.

1. On montre que AC = I, implique que les colonnes de C engendrent R™. Soit 7 6 R™ tel que
C7 = O Alors ACZ = I, @ et ACT = 0 implique que 0 =, 7 et ¥ = 0 On a donc
que C7 = 0 n’admet que la solution triviale. Les colonnes de C' sont donc linéairement
indépendantes et C' posséde n pivots (un pivot par ligne). Or comme C' est une matrice de
taille n x n, il y’a aussi un pivot par colonne. Donc les colonnes de C engendrent R™.

— —
2. Ainsi pour tout b € R™ il existe 7 € R" tel que CZ=1b.

Alors
%

CAb =CA(CZ)=C(ACZ)=CT =
Or c’est vrai pour tout ? € R”, donc c’est vrai pour les vecteurs de la base canonique, i.e.

pour les €;,i=1,...,n. On a alors

Ceci implique que CA = I,,. On a obtenu que AC = I, implique C A = I, et donc, par la
définition de l'inverse, que la matrice A est inversible.



La preuve C'A = I,, implique AC' = I,, est similaire.
Exercice 6

Déterminer si les matrices suivantes sont inversibles (essayer d’utiliser le moins de calculs
possible, justifier votre réponse).

1 2 1 2 1 3 0 -1 1 -4 -7 3
0 0 3 4 0 1 -2 -1 0 3 1 -2
A= 2 4 5 1 ’ b= -2 -6 3 2 , O= 0O 0 18 3 ’
7 14 -1 -3 3 5 8 =3 0 0 0o 17
1 0 0 O 1 0 1
250 0 0 2 2
D= 36 8 0 |’ E= 1 0 3
4 7 9 10 0 2 4
Sol.:

A) Comme la colonne 1 est un multiple de la colonne 2, les colonnes sont linéairement dépen-
dantes, et donc la matrice A n’est pas inversible.

B) Apres plusieurs opérations de réduction sur les lignes, on obtient une forme échelonnée (non

réduite)
1 3 0 -1 13 0 -1
B 0o 1 -2 -1 01 -2 -1
0o 0 3 0 00 3 O
0 -4 8 0 00 0 -4

On trouve un pivot dans chaque ligne et la matrice est carrée, donc elle est inversible.

C) C est inversible car sous forme échelonnée (non réduite) avec pivot dans chaque ligne et la
matrice est carrée.

D) DT est sous forme échelonnée, avec un pivot dans chaque ligne et de taille carrée, donc DT
est inversible. Par conséquent, D est également inversible.

E) La matrice F n’est pas carrée, donc non inversible.

Exercice 7

On considere les matrices élémentaires de taille 4 x 4.

a
b

) Donner la matrice élémentaire qui permet de permuter les lignes 2 et 4.
)
¢) Donner la matrice élémentaire qui multiplie la ligne 3 par 17.
)

Donner la matrice élémentaire qui ajoute cinq fois la ligne 1 a la ligne 3.

d) Donner les inverses des matrices trouvées aux questions , @ et .

Sol.:

o O o
— o O O
o= O O
o O = O



d)

10 00
01 00
B = 5 0 10
0 0 01
10 0 O
01 0 O
¢= 00 17 0
00 0 1
Pour inverser la transformation associée a A, on considere la méme transformation qui
1 0 00
0 0 01
1 ceoa—1
permute les lignes 2 et 4, ainsi A7 = 00 1 0
0100
Pour inverser la transformation associée a B, on considére la transformation qui soustrait
1 000
0O 1 00
. . . N . . . 71 _
cing fois la ligne 1 a la ligne 3, ainsi B~ = 50 1 0
0 0 0 1
Pour inverser la transformation associée a C', on considere la transformation qui divise la
10 0 O
01 0 0
. . . 71 .
ligne 3 par 17, ainsi C~" = 0 0 1/17 0
00 0 1

Exercice 8

Soit A une matrice de taille m x n et soit 'application linéaire T4 : R® — R™ donnée par
Tu(7') = AZ. Montrer

a)
b)

T4 est injective < A a une position pivot dans chaque colonne.
T4 est surjective < A a une position pivot dans chaque ligne.

Préciser dans chaque cas quelle est la condition nécessaire entre m et n.

Sol.:
(a)

(b)

%
T4 injective 0 n’admet que la solution triviale
n’admet que la solution triviale

n?

a pas de variable libre
une position pivot dans chaque colonne.

— —
& Tyu(@)= b a une solution pour tout b € R™
— —

& A7 = b a une solution pour tout b € R™
=

— —
A7 = b est compatible pour tout b € R™
< A a une position pivot dans chaque ligne.

Ty surjective

Pour répondre & la deuxiéme question, nous observons que pour la matrice A on a

nombre de positions pivot < min{m,n},

comme le nombre maximal de positions pivot est atteint si chaque élément diagonal a;; de la
matrice A (de taille m x n) est une position pivot. Alors,



(a)
(b)

on a déduit que T4 est injective si et seulement si A a n positions pivot. Dongc, il est
nécessaire que n < m.
on a déduit que T4 est surjective si et seulement si A a m positions pivot. Donc, il est
nécessaire que m < n.

On retrouve au passage que nécessairement n = m lorsque T4 est bijective.

Exercice 9

Ceci est un autre exercice de base concernant les produits matriciels, pour nous assurer que
la différence entre W7 ¥ et W7 est bien claire.

On peut considérer tout vecteur de R” comme une matrice de dimension n x 1. Soient les
vecteurs U et U de R3 :

a 1
a=|b|, T=|2
3

c

On appelle uT Y produit scalaire (ou produit intérieur) des vecteurs U et .

a)
b)

c)

Ecrire @7 et ¥7.
Quelle est la taille des deux matrices produits UT Vet vT W7
Ces deux produits sont-ils égaux ? Pourquoi ?

Le produit @ U7 est appelé produit extérieur.

d)
)

Sol.:

a)
b)

Quelle est la taille des deux matrices produits @ o7 et ¥ w71 ?
Ces deux produits sont-ils égaux ? Pourquoi ?

7T:(a b c)etﬁT:<1 2 3).

La matrice 7T est une matrice 1 x 3 et la matrice ¥ est une matrice 3 x 1. La taille du
produit UT W est donc 1 x 1. Méme chose pour la taille du produit T .

Ces deux produits sont transposés I'un de I'autre, comme ils sont de taille 1 x 1, ils sont
égaux.

La matrice @ est une matrice 3 x 1 et la matrice U7 est une matrice 1 x 3. La dimension
du produit W UT est donc 3 x 3. Méme chose pour la dimension du produit v uT.

Non. Les produits sont transposés 'un de ’autre, mais ici on a des matrices 3 x 3. En général
une matrice n’est pas égale a sa transposée. Pour le démontrer, le plus simple est de donner
un contre-exemple concret. On peut choisir par exemple a = 1, b = ¢ = 0. Les deux matrices
3 x 3 sont alors distinctes.

Exercice 10

Soit

1.

0 3 4
C=10 0 5
0 00

Calculer C? et montrer que C? est la matrice nulle. On dit que C est nilpotente.



2. Montrer sans faire de calculs explicites que I3 + C' 4+ C? est 'inverse de la matrice

(I3 = O).
3. Trouver l'inverse (explicite cette fois!) de la matrice I — C.
— 1 —
4. Soit b = [ 2]. Trouver les solutions de I’équation Z =C7Z + b en échelonnant la
0

%
matrice augmentée (I —C | b).

_>
5. Résoudre la méme équation que ci-dessus en utilisant la formule 77 = (I-C)1o.

Sol.:
0 0 15 0 3 4 0 0 15
1. Oncalcule C2 = [0 0 0 | etalorsC>= [0 0 5 0 0 O | estla matrice nulle.
0 0 O 0 0O 0 0 O

On dit que C est nilpotente lorsqu’une puissance de C' est nulle.
2. 11 suffit de calculer le produit en utilisant la distributivité de la multiplication par rapport
a l'addition :

(I3+C+C?*)(I3—C) = I3- I3+C-I3+C* . I3—I3-C—C-C—C?*.C = +C+C*-C—-C*-C3

Par commutativité de I’addition matricielle on trouve donc I3 — C?® = I3 puisque C3 = 0.
Ainsi I3 + C + C? est inverse de la matrice (I3 — C).
3. Le calcul ci-dessus montre que

100 0 3 4 0 0 15 1 3 19

I-C)'=LB+C+C*=10 1 0f[+]|0 0 5[+]|00 0]=(01 5

0 0 1 000 0 0 O 0 0 1
7
4. L’échelonnage de la matrice augmentée donne la solution 7 =2
0

5. La formule 7 = (I — C)~!- ¥ donne la solution @ =

O N

Exercice 11

Déterminer ’ensemble des valeurs du parametre A € R pour les quelles les matrices suivantes
sont inversibles. Ensuite, donner l'inverse de la matrice considérée pour ces valeurs de \.

110 1 -1 0
A=|1 00|, B=|0 5 A
12 A 3 2 1-2)\

Sol.: Apres plusieurs opérations élémentaires, on a transformé la paire (A |I3) en

100/, 0 1 O
01 01 —-120
00 A|—-2 1 1



La matrice a gauche est ligne-équivalente a la matrice identité I3 si et seulement si A # 0. Donc
A est inversible si et seulement si A # 0, et dans ce cas son inverse est donné par

0 1 0
A7l = 1 -1 0
—2/X 1/XA 1/A

Pour la seconde, on procede de méme, et on montre que B est inversible si et seulement si A # 1/2,
et que dans ce cas

1 5—-TA 1—-X =)

Bl=—" | 3\ 1=-X =\
5(1-2}) —15 -5 5

Exercice 12

a) Les matrices sont de taille n x n.

U

Soient A, B deux matrices telles que A ou B n’est pas inversible. Alors AB n’est
pas inversible.

Il existe une matrice A inversible et une matrice B qui ne 'est pas telles que AB
est inversible.

Soient A, B deux matrices inversibles, alors A + B est inversible.

Soient A, B deux matrices inversibles, alors AB est inversible et (AB)™' =
A-1B~L.

b) Soit A une matrice m x n et B une matrice n X p.

O OO0

O

U

D

Alors (AB)T = ATBT.

Alors (A™1)T = (AT)~! si A est inversible.

Sim=net A= AT alors A est diagonale.
Sim=n=p, A= AT et B= BT, alors (AB)T = AB.

Une matrice C' de taille 2 x 2 vérifie AC' = C'A pour toute matrice A de taille
2 x 2 si et seulement C' est diagonale.

Une matrice C' de taille 2 x 2 vérifie AC' = C'A pour toute matrice A de taille

2 x 2 si et seulement C' est scalaire, i.e. C' = A, ou [ est la matrice identité et
AeR.

Soient A, C' deux matrices 2 x 2 telles que AC' = C'A. Alors A est diagonale ou
C est diagonale.

Soient A, C' deux matrices 2 x 2 telles que AC' = C'A. Alors A est scalaire ou C
est scalaire.

d) Soit A une matrice de taille 7 x 8 et T I’application linéaire définie par T#Z =A-7.
Alors 7 est un vecteur de

0 RY
O R®



)

f)

g)

Sol.:

2)

d)

O R15
0 R56

Soit A une matrice m x n et B une matrice n X p.

[0 Alors BA est une matrice n x n.

O Alors AT est une matrice m x n.

[0 Alors A représente une application linéaire R™ — R".
O Alors (AB)T est une matrice p x m.

Soient A, B, C' trois matrices n x n.

0 Si AC = BC, alors A = B.

[0 Si A est inversible et AC' = BC, alors A = B.
O SiC=C"1et AC = BC, alors A = B.

0 Si C=CTet AC = BC, alors A = B.

Soit A une matrice carrée et a un nombre réel. Alors

0 A+ I est inversible.
OA-I)A+1)=A*—1.
O A+I)(A+T)=A*+1
O (aA)? = a(A?).

Le point 1 est vrai. En effet, si AB est inversible, alors 'application linéaire représentée
par AB est bijective. On en déduit que B est injective et A est surjective, donc A, B sont
bijectives, donc inversibles, vu que ce sont des matrices carrées. Ainsi, si A ou B n’est pas
inversible, AB n’est pas inversible. Ce raisonnement montre également que le point 2 est
faux. Pour voir que le point 3 est faux, prendre A = I et B = —I. Pour le point 4, il est
vrai que si A et B sont inversibles, alors AB est inversible, mais 'inverse est donné par
(AB)"' =B~ tA~1

La réponse correcte est la 2. Pour le point 1, la formule est (AB)T = BT AT, Pour le point 3,
il suffit que A soit symétrique. Pour le point 4, on a (AB)T = BA.

Le point 1 est faux : prendre, par exemple, C' = (1) g) et A = (8 é) Le point 2 est

vrai. Pour voir que les points 3 et 4 sont faux, prendre les matrices
3 —4 0 2
RS,

10



e) Le produit BA n’est pas bien défini si m # p. La matrice A” est de taille n x m. La matrice
A représente une application R™ — R™. Le point 4 est vrai.

f) Pour voir que les points 1, 2 et 4 sont faux, prendre, par exemple,

10 3 -2 1 1
A_<0 3>,B_<2 1) etc_<1 1).
Le point 3 est vrai, car si on applique C~! = C & droite de chaque c6té de 1’équation
AC = BC, on obtient A = B.
g) Pour voir que le point 1 est faux, prendre A = —I. Le point 2 est vrai par distributivité :

A-DA+DN=A-A-T-A+AT-T-T=A*-A+A-T=A>—1

Le point3 est faux, car il manque le double produit A-I + 1 - A = 2A. Le point 4 n’est

vrai que si a®> = a. C’est donc faux en général. Par exemple si A = [ et a = 2 on a
(21)2 = 41 # 21 = 212,

Exercices additionnels

Exercice 13

Soit a € R. A T'aide de l'algorithme de réduction (ou de Gauss-Jordan), déterminer les
valeurs du parametre a pour lesquelles le systeme

ar+ (1 —a)y+ (1 —a)z =ad?
ar+ (1+a)y+ (14+a)z =a—a?
r+y+z =1—a

a) n’admet aucune solution,
b) admet une infinité de solutions,
c¢) admet une solution unique.

Ensuite résoudre le systeme dans les cas b) et c).

Sol.: On écrit la matrice augmentée du systéme, en échangeant la premiére et la derniére ligne

1 1 1| 1—a 1 1 1 1—a
a 1—a 1—a a LTt 0 1—2a 1—2a]|2a a | L2+L3
a 14a 1+al|a—a? e 0 1 1 0

1 1 1 1—a o 1 0 0 1—a

0 1 1 0 | Li1»L1-L2L3—L3—(1-2a)L2| 0 1 1 0

0 1—2a 1—2a|2d>—a 0 0 0]2®—a

La matrice est maintenant échelonnée et réduite. On distingue les cas :

e Sia#0eta#1/2, le nombre 2a® —a est non nul. La derniére équation ne peut étre vérifiée
et le systéme ne posséde pas de solutions. On écrit alors S = () pour dire que 1’ensemble des
solutions est vide.

11



e Sia =0 o0ua = 1/2 la derniére équation donne 0 = 0. Il reste alors deux équations a
trois inconnues. On a ainsi une infinité de solutions parametrées par z € R. On a toujours
z=1—aet y=—z On choisit z comme inconnue libre, c’est-a-dire comme parametre et
on obtient :

S={(1-a;—2;2) | z€e R}
Le systeme possede une droite entiere de solutions.

Exercice 14

Déterminer toutes les matrices échelonnées-réduites de taille 3x 3.

Sol.: 11 y a en tout huit matrices échelonnées-réduites de taille 3x3 :

100 10 a 1 ¢ 0 010
010/, 01 b, 00 1], 00 1],
00 1 000 00 0 000
1 d e 01 f 001 000
00 o0, 00 0], 000}, 00 0],
00 0 000 000 000

oua, b, ¢, d, e, f sont des nombres réels quelconques.

Copyright © Prof(s). de la section de mathématiques EPFL (Assyr Abdulle, Orane Pouchon,
Jeréme Scherer, José Luis Zuleta,...). Les exercices de type vrai ou faux proviennent du

livre: D.C. Lay. Algébre linéaire : théorie, exercices et applications. De Boeck, Bruxelles,
2005.
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