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Série 14 (Corrigé)

Cette série suit les chapitres 6 et 7 du livre Algebre Linéaire et applications de D. Lay.
Mots-clés : diagonalisation en base orthonormée, décomposition spectrale, SVD

Remarques :

1. il existe plusieurs méthodes possibles pour résoudre ces exercices. Des fois le corrigé
donne aussi une méthode alternative, méthode que nous verrons plus tard dans le
cours;

2. il peut arriver que certaines questions soient reliées au cours du jeudi.

Exercice 1

Soit A une matrice réelle de taille n x n. Montrer que si A = A’ alors pour tout z € C" le
nombre Z7 Az est réel. En déduire que les valeurs propres d’une matrice réelle et symétrique
sont réelles.

Sol.: Vu que A est réelle (A = A) et symétrique (4 = AT), on obtient

—_ _ T
T Ax = o7 Az = 2T Az = (acTAf> =7l Azx.
—
eC
Il s’ensuit que ZT! Az est réel. En plus, si # est un vecteur propre associé a la valeur propre \ de

A, alors
' Az =78\ = \T' .

3

T |z;]> € R. D’'ou A € R.

M=

On observe que T* x = TiT; =

i=1 i=1

Exercice 2

Déterminer I'équation y = az + b de la droite de régression correspondant aux points (3, 2),

(—1,2), (2,1), (0,3).

Sol.: On va résoudre ATAZ = AT? ol A, ? et 7 sont donnés par

3 1 2
a= 5 T e ()
0 1 3
On obtient
ATA:<144 j), tATb:<g>



Apres résolution, on obtient a = %1 et b= % Ainsi

L
=——x+ —.
Y=75% 75

Exercice 3

Soit A une matrice symétrique inversible. Montrer qu’alors 'inverse de A est aussi symé-
trique.

Contrairement au solutionnaire, on vous recommande ici d’utiliser le théoreme spectral.

Sol.: Nous avons montré que (A=) = (AT)~! pour toute matrice inversible A. Supposons
maintenant que A est symétrique, i.e. A = AT, Alors

(A_1>T — (AT)—I — A—l
Nous avons montré que A~! est symétrique.

Exercice 4

Soit

A:

— = =W
— = O =
— W = =
W~ = =

Diagonaliser A en base orthonormée.

Sol.: Soit

A=

— = = W
— = W
— W = =
W R =

Méthode 1 On calcule le polynéme charactéristique c4(t) = --- = (t — 6)(t — 2)3, et on trouve
A € {6,2}. Méthode 2 On voit que la somme de chaque ligne vaut 6. Ainsi

— = =W
o= W
— W~
W =
—
S S S -y

On obtient que 2 est une valeur propre en utilisant que la somme des valeurs propres donne la
trace de A et le produit des valeurs propres donne le déterminant de A. On obtient que 6 est une
valeur propre et 2 est une valeur propre de multiplicité géométrique 3 puisque la matrice A — 21y
est de rang 1. On en conclut sans faire de calculs que ca(t) = (t — 6)(t — 2)3.

On calcule ensuite les espaces propres et on cherche dans chacun d’eux une base orthonormée de
vecteurs propres. D’abord



1/2

1/2

Eg = span 1/2

1/2

On obtient

1 1 1
-1 0 0
FEs = Vect ol 121 o
0 0 -1

On utilise alors le procédé de Gram-Schmidt pour que la base de Fy soir orthonormée :

V2/2 V6/6 V3/6

B, — —/2/2 V6/6 V3/6
2 = span 0 , —\/6/3 , \/3/6
0 0 —V/3/2

La matrice de changement de base suivante est donc orthogonale :

V2/2  V6/6 /36 1/2
—V/2/2 V6/6 3/6 1/2
0 —/6/3 V3/6 1/2
0 0 —/3/2 1/2

P =

La matrice inverse de P est la transposée PT et la formule du changement de base donne enfin

D=PrTAP =

O O O N
O O N O
o N O O
o O O O

Exercice 5

Diagonaliser les matrices suivantes sous la forme A = QDQ”, avec ) une matrice orthogo-
nale.

1 1 3
a) A= 13 1|,

3 11

010
by A= 1 0 0

001
Sol.:

a) A est une matrice symétrique réelle, elle est donc diagonalisable en base orthonormale
d’apres le théoréme spectral. On trouve

5 0 0 1/V3 1/V/6 —1/V2
D=102 0 |, =] 1/V3 —2/V/6 0
00 —2 1/V3 1V6 1/V2



b) De méme, A est une matrice symétrique réelle, elle est donc diagonalisable en base ortho-
normale d’apres le théoréme spectral. On trouve

-100 ~1/v/2 1/vV2 0
D= 0 10|, Q= 1/v2 1/V2 0
0 0 1 0 0o 1

Exercice 6

Soit A une matrice symétrique de taille n x n.

i) Montrer qu’il existe une base orthonormale {uy,...,u,} de R™ et \j,..., A\, € R tels
que
A= Aluluf + )\gugug + ...+ )\nunug.

ii) Calculer la décomposition ci-dessus pour A = ( } } )

Sol.:

i) Méthode 1. On applique le théoréme spectral a la matrice symétrique A. Il existe une
matrice orthogonale ) et une matrice diagonale D telles que

A=QDQ".
A 0
On note @ = (uq,...,uy,) les colonnes de @, et on pose D = . Comme () est
0 An
une matrice orthogonale, (uq,...,u,) est une base orthonormée. De plus, on a
)\1 0 ur{
A = QDQT = (ulun)
0 Ao/ \ul
Alu{
= (ul,...,un> : = Alulu{—i— ...+)\nunug.
Aul
Méthode 2. Soit {u,...,u,} une base orthonormale de R™ donnée par le théoreme
spectral appliqué a A, c-a-d vérifiant Aup = Apug pour tout k ou Aq,..., A, sont les valeurs

propres.

Pour montrer que deux matrices sont égales, il suffit de montrer que leurs produits avec tout

vecteur v € R™ coincident. Comme {uy, ..., u,} est une base, tout vecteur v se décompose
n

sous la forme v = > agui. On calcule :
k=1

Av = Z opAuy, = Z QAL UL

k=1 k=1
et
n n n n n n
T T T
(Z Ay ) Z apuy = Z ANy apug = Z QEALULUL Ul = Z QE AL UL,
=1 k=1 =1k=1 k=1 k=1



ou l'on a utilisé ulTuk = -ur = 0 pour | # k et ug - ux = 1. On obtient ainsi ’égalité des

n
deux matrices A et <Z )\lululT>.
I=1

1/ﬂ>

ii) Les valeurs propres sont A\ = 2, Ay = 0. Les vecteurs propres associés sont u; = ( 1 NG

[ -1/V2 . .
Uy = ( 1/v/2 ) On a donc la décomposition

A:A1u1U{+A2u2ug:2< 1;@ ) ( 1/\/§ 1/\@)

Exercice 7

Chercher une décomposition en valeurs singulieres des matrices suivantes.

1 -1
i) A= -2 2 ,
2 =2
.. 3 2 2
i) A= < 5 3 _o ) :
Sol.:
i) Méthode 1. On calcule : ATA = _99 _99 . Les valeurs propres de AT A sont 18,0,

. . 1 1 .
avec pour vecteurs propres normalisés associés v; = % )2 = % L Ainsi, ¥ =

V18 0 3v2 0

0 0 = 0 0] (on ordonne les valeurs singulieres dans l'ordre décroissant), et
0 O 0 O
on obtient ainsi la matrice orthogonale V' :

1 (1 1
V:\/§<—1 1>'

La matrice U s’obtient en normalisant les vecteurs Av; avec v; associé a une valeur singuliére

2
non nulle, ici il y en a un seul : Av; = % —4 |. Ainsi
4
1
1 1
uy = ———Av; = - | =2
T AT T,

Les autres colonnes de U s’obtiennent en étendant la famille {u;} & une base orthonormée
de R3. 11 faut donc trouver deux vecteurs normés us, u3 orthogonaux solutions de I’équation
u1 - = 0. Une base de solution est

0 -2
w1 = 1 5 w9 = 0
1 1



On applique l'algorithme de Gram-Schmidt pour orthonomaliser la famille {w,ws}. On

0 -2
obtient uy = ”u}lel = ? 1| et wy — Hw1\|2w1 = —% d’ou en normalisant ug =
1
2
- oo
g —% . On obtient ainsi la matrice U = (u1,ug, u3) = % @ —% . Finalement,
3 2 V2 2
3 2 6
la décomposition A = ULV s’écrit
1 -1 Do 22\ 38 0\ 41
—2 2 | =|-2 2 2 0 0 (VF ﬁ)
2 -2 2 vz V2 0 0) \v2 2

Remarque : il y une infinité de solutions possibles pour us, us.

Méthode 2. On souhaite calculer la décomposition en valeurs singuliéres de A qui a plus
de lignes que de colonnes. Pour éviter de recourir a l'algorithme de Gram-Schmidt pour
compléter la matrice U (voir Méthode 1), on peut calculer la décomposition en valeurs
singulieres de la matrice transposée B = AT = U §I7T, puis transposer la décomposition
obtenue.

2 —4 4
On calcule BB = | —4 8 —8 |. Les valeurs propres de B sont 18,0,0 avec pour vec-
4 - 8
2
teurs propres associés vy = ) ,v3 = | —4 |, en choisissant vo, v3 de sorte
2 -5
que vy - v3 = 0. Ainsi, Y = 3\0/5 8) et on obtient la matrice V en normalisant les
vecteurs v, Vg, V3 :
SV e
v=|-3 % i
20 -
3 3v5

Ensuite pour la matrice U, on normalise le vecteur Bwv; associé a une valeur singuliere non

nulle. On obtient : .
1 —_—
up = ———Bv = ( V3 )
[ Bod | -

On obtient us en prenant un vecteur unitaire orthogonale a uq : ug = (

N IR
7=, %)
V2 V2

On aboutit a la décomposition en valeur singuliere

S-Sl
~
o
=
e

12 2
1 2 2\ _ (5 5 (3v2oo\[3d P ]
-1 2 =2) " \-5 L)oo 00| ¥ Y] .

EN RN AN -



d’ou en transposant

—_
|

—

W=

2 2
, o aG | (V2 0y
-2 2 =173 & —37%/5 0 0 (‘{5 i/§> .
— 2 _ 9 2 2
2 2 3 0 NG 0 O V2
13 12 2
ii) On calcule : ATA = |12 13 —2|. Les valeurs propres de AT A sont 25,9,0, avec pour
2 -2 8
1 1 -2
vecteurs propres normalisés associés v; = % (1) , Vg = ﬁ -1 ,v3 = % % . Ainsi,

0 30
sant), et on obtient ainsi la matrice orthogonale V' :

Y= < 02 g \/0§ 8) = <5 0 0) (on ordonne les valeurs singulieres dans 'ordre décrois-

11 2

2 3v/2 3

B
| v2 3v/2 3
0 _4_ 1

3v2 3

La matrice U s’obtient en normalisant les vecteurs Av; avec v; associé a une valeur singuliére

non nulle, ici : Avy = % (i) et Avg = % (_11> Ainsi

u—il Av—il u—il Av—i 1
AT T V2 T JAw T VR 1)

1 1
On obtient ainsi la matrice U = (u1,u2) = % ( -~ 1) . Finalement, la décomposition
A=UxVT gécrit

1 1
S T
<32 2)(& j§><500> veoovzoo
- 1 1 2 /o a2 /o a /o
2 3 =2 % 5 0 3 0 3_\/%5 3%\/5 3?

Exercice 8

Soit A une matrice de taille n x n.

i) Montrer que A est inversible si et seulement si A possede n valeurs singuliéres non
nulles.

ii) Si A est inversible et UX VT est une décomposition en valeurs singulieres de A, donner
une décomposition en valeurs singulieres de A7

Sol.:

i) On a A = UXVT avec U,V des matrices orthogonales de taille n x n et X la matrice
diagonale des valeurs singulieres. On a det(A) = det(U) det(X) det(V), avec det(U) # 0 et
det(V) # 0 (car U et V sont inversibles), ainsi

det(A) #0 <= det(X) #0

et A est inversible si et seulement si ses valeurs singuliéres sont non nulles.



ii) Ona A = UXVT avec U,V des matrices orthogonales de taille nxn et ¥ la matrice diagonale
des valeurs singulieres, inversible d’apres la question i). Ainsi, en inversant cette relation
(on utilise U™ = UT et V=1 = V7T), on obtient la décomposition en valeurs singulieres
cherchée A=! = VX~ 1UT.

Exercice 9

Trouver une décomposition en valeurs singulieres des matrices
-3 1 2 0
A:<(2) 8), B=16 -2, C=11 1
6 -2 -1 1

Sol.:

a) Pour la matrice A. Les valeurs propres de AT A sont A\; = 4 et Ay = 0. On obtient oy = 2 et
o2 = 0. Les vecteurs propres associés aux valeurs propres sont

g e

2) et AUy = <8> On cherche une base OG de R?, on prend

On calcule ensuite AV ; = ( 0

0 . . .
| | pour completer le vecteur A7 1. On normalise et on obtient

-(3)
()

81 =27
=27 9
On calcule les vecteurs propres 71, 79, et on les normalise. On obtient la matrice V

v <—3/\/ﬁ 1/\/ﬁ>

et

b) Pour la matrice B. On a BT B = ( ) Les valeurs propres sont Ay = 90 et Ay = 0.

1/v/10  3/v10

On a
3v10 0
Y= 0 0
0 0
On calcule BW1 et BV o
10 0
BUi=|-20| et BUs= |0
—-20 0



On a que {B1} est une base de Im(B). On doit la compléter avec deux vecteurs orthogo-
naux. Comme condition on a @ - B¥; = 0 ce qui donne z — 2y — 2z = 0. On trouve

2 2
1] et |0
0 1

Ces deux vecteurs ne sont pas orthogonaux entre eux. On doit faire Gram-Schmidt. On

obtient 13 2/\/3 2/\/@
U=|-2/3 1/V5 —4/V5
-2/3 0 5/V45

6 0
0 2

el e

On a obtenu les colonnes de la matrice V. Pour la matrice U qui est 3 x 3, il nous faut

c¢) Pour la matrice C. On calcule C7C = ( ) et A1 = 6, Ao = 2. Les vecteurs propres de

CTC correspondants sont

2 0
071 = 1 s et 072: 1
-1 1

{CV'1,C 3} est une base orthogonale de Im(C). Mais il nous manque un vecteur orthogonal
aux deux autres pour avoir une base OG de R3. On sait que W-CU1=0et W -CUy=0

T
On obtient un systéme & résoudre (si @ = |y |)
z
20 +y—2=0
y+z=0
1
Un vecteur @ possible est W = [ —1 | On a une base OG de R3, que 'on normalise pour
1

trouver les colonnes de U :

2/v6 0 1/V3
U=|1/v6 1/vV2 —-1/V3
—1/V6 1/vV2 1/V/3

Finalement la matrice X est

V6 0
=10 2
0 0

Exercices additionnels

Exercice 10

1
Soit W le sous-espace vectoriel de R* engendré par U= (21), Vo= (

9



1. Calculer et décrire W+.
2. Vérifier que dim(W) + dim(W+) = 4.

Sol.: Comme vu au cours, un vecteur v € R* appartient & W= si et seulement si ¥ L ¥ et
¥ L ¥s. On peut donc écrire

WL:{?GRéL’?'?l:O,?-?Q:O}.

xy

En posant v = (ig), les deux conditions impliquent que les ¥ € W+ sont les solutions du
Ty
systeéme suivant :

xr1 4+ 2x9 — x3 =0

— + xz3 + 224 = 0
T+ 2x0 — 23 =0
—r1+x3+2x4 =0

On résout ce systeme pour trouver

1 2
Wt = {:Ug (‘f) + x4 (01) ’xg,m libres}
0 1

Comme dim(W) = 2 (car engendré par deux vecteurs indépendants) et dim(WW 1) (car engendré
par deux vecteurs indépendants), on a dim(W) 4 dim(W+) = 4. On conclut que dans R*, I’espace
orthogonal & un plan est aussi un plan (alors que dans R3, 'espace orthogonal & un plan est une
droite).

Exercice 11

Soit A = (71 . 771) une matrice m xn dont les colonnes sont linéairement indépendantes.
Soient ) = (71 . 771) et R= (?1 e ?n) les matrices obtenues de la factorisation QR.

a) Montrer que 71 = 7’1171 + 7’2172 + .. r”72 On obtient que les colonnes de A sont
des combinaisons linéaires des colonnes de () avec comme coefficients les composantes
de R.
(Indication : utilisez @; = Q7;)

b) Trouver la factorisation QR de la matrice A ci-dessous, en utilisant le point précédant
pour trouver la matrice R.

O = O =
O = O O
= = O O

Remarque : pour trouver R on peut aussi utiliser R = Q7 A mais ici vous voyez une
maniere alternative.

Sol.:

10



a) Ona A= (d,...dy)=QR=(Q71...Q7,) Ainsi @; = Q7. Comme la matrice R est
triangulaire supérieure, on a

T

T2i

0
Ainsi Q?l = rn?l + 072 + 073 et Q?g = 7‘1271 + 1"2272 + 073. On obtient alors
Ti=riq1+radat i i
b) On trouve la matrice ) en apliquant Gram-Schmidt sur les colonnes de A. On obtient
1/v2 -1/v2 0
0 0

_ 0
Q=11 v o
0 0 1

Clairement 71 = \/571, ainsi 711 = v/2. Pour trouver rig et 799 on doit résoudre
1/V2 —1/V2

0 0
=T12 1/\/5 + 729 1/\/§
0 0

o = O O

et on obtient 715 = \/5/2 = r99. On procede de la méme manieére pour trouver rig, o3 et

r33. On a
v V3 V32 Va2
R=|[0 +2/2 v2/2
0 0 1
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Jeréme Scherer,Sacha Frieldi, ...). Les exercices de type vrai ou faux proviennent du livre:
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