Algebre linéaire pour GM Mardi 9 décembre 2025
O. Pouchon EPFL

Série 13 (Corrigé)

Cette série suit le chapitre 6 du livre Algébre Linéaire et applications de D. Lay.
Mots-clés : orthogonalité, moindres carrés, QR

Remarques :

1. il existe plusieurs méthodes possibles pour résoudre ces exercices. Des fois le corrigé
donne aussi une méthode alternative, méthode que nous verrons plus tard dans le
cours ;

2. il peut arriver que certaines questions soient reliées au cours du jeudi.

Exercice 1

Appliquer la méthode de Gram-Schmidt pour orthogonaliser les bases de sous-espaces vec-
toriels de R™ suivantes.

L’exercice ne vous demande que de calculer une base orthogonale (pas nécessairement or-
thonormée) et c’est aussi que ce que le solutionnaire vous propose. Vous pouvez bien sur
calculer une base orthonormée (car elle est orthogonale en particulier). Ceci a 'avantage
d’également révéler la factorisation QR comme vu en classe.

1 1
a) {Wy, s} base duns.e.v. de R3, avec Wy = | 1 |, Wy =| 2
1 1
1 0 0
b) {1, Ws, Ws} base d’un s.e.v. de R*, avec Wy = g , W = i , Wy = (1)
1 0 0

¢) Donner une base orthonormale pour a) et b).

Sol.:
1
a) La méthode de Gram-Schmidt donne 71 = ﬁl =11,
1
T —1/3
Wy =Wy — ==L =] 2/3
2 2 ﬁ 1 /
-1/3
1
b) La méthode de Gram-Schmidt donne 71 = Eﬂ = ; ,
1



~1/3

WQZﬁQ—g%ﬁl == 1(;3 ’
~1/3
By T By T o
B : | o2
W= T e, | s
~1/5
1 1 1 -1
¢) Pour a) : W1 /||W1|| = 7 1|, o/ W2 = 7 2
1 -1
1 -1 -1
1 3 1 0 1 2
Pour b) : W1 /|| 1] = vARRE o/ W2 = Al Us/|| W3] = 75| —2
1 -1 -1

Exercice 2

a) Montrer que si ) est une matrice orthogonale, alors Q7 est aussi une matrice ortho-
gonale.

b) Montrer que si U,V sont des matrices n X n orthogonales, alors UV est aussi une
matrice orthogonale.

¢) Soit @ un vecteur unitaire de R” (||| = 1). Montrer que la matrice Q = I, =27 u”
est orthogonale.

d) Montrer que toute valeur propre réelle A d’une matrice orthogonale @ vérifie A = £1.

e) Soit ) une matrice orthogonale de taille nx n. Soit {71, e 771} une base orthogonale
de R™. Montrer que {Q?l, - Q7n} est aussi une base orthogonale de R".

a) Par définition, une matrice orthogonale @ de taille n x n vérifie Q7Q = I,, et QQT = I,.
Comme Q = (QT)T, on a QT(QT)T = I, et (QT)TQT = I,,, ce qui montre que QT est aussi
orthogonale.

b) En utilisant VVT = UUT = I,,, on a UV (UV)" = UVVTUT = UUT = I,,. De méme, on
peut vérifier que (U V) UV =1, donc UV est une matrice orthogonale.

¢) On doit montrer Q7'Q = I,.

Méthode 1 : En travaillant avec des indices, on a

(QTQ) g Z Qkikj = Z (Ori — 2upu;) (O — 2uru;)

k=1

n
= 52']' + Z(_ékiQUkUj — 2(5kjukui + 4uiuju%),

avec 0;; = 1si i = j, §;; = 0 sinon. En utilisant >;_, uk =1, on obtlent QTQ =I,.
Méthode 2 : On calcule matriciellement : Q7 = (I, — 277T) (7T)T7T
ensuite,

QTQ = (I,—2u ") (I,—2u ") = I,—2u uT 20 T +4d (W) uT = I,—4u uT+ad u” =

2



ot Pon a utilis¢ w7 = || 7|2 = 1.
Remarque : de telles matrices orthogonales s’appellent réflexions de Householder.

d) La matrice orthogonale conserve la norme de tout vecteur 7 : ||QZ|° = (QZ)T(Q7) =
ZTQTQ7 = 777 = H?H2 Ensuite, si 7 # T est un vecteur propre associé a A, on a
17| = |Q7| = INZ|| = ||| 7]]. Comme || Z|| # 0, on obtient |A| = 1, ainsi A = +1.

e) On calcule pour tous 4, j :

QU Qu; =(QU)"QU; =Wl Q"QU; = U] Wj="; ;.

Comme les ; sont orthogonaux entre eux, ceci montre que la famille {Qﬁl, vy Qﬁn} est
orthogonale et constituée de vecteurs non nuls (de normes ||Q ;|| = || W4)).

Il reste & montrer que {Qﬁl, v Qﬁn} est une base.

Méthode 1 : Comme @ est inversible (d’inverse Q7), @ transforme les bases en bases,
donc {Q?l, ...,Qﬁn} est une base.

Méthode 2 : Comme la famille {Qﬁl, e Qﬁn} est orthogonale et constituée de vecteurs
non nuls, elle est automatiquement linéairement indépendante. Comme elle comporte n
vecteurs, c’est une base de R™.

Remarque : si {71, ey 771} est une base orthonormée, alors ||Q7,H =1, et {Qﬁl, ey Qﬁn}

est ausst une base orthonormeée.

Exercice 3

Soient les vecteurs

2 0 1
v=1], Wwi=|2], W.=|1
1 2 2

Par “meilleure approximation”, on veut dire “le vecteur le plus proche”. La distance entre le
vecteur et sa meilleure approximation (= sa projection orthogonale) dans un sous-espace est
ce qu’on appelle la distance entre le vecteur et le sous-espace. Il existe de nombreuses fagon
de calculer cette meilleure approximation : commencez avec ’approche basique comme vue
en classe. Plus tard, on verra aussi des fagons de procéder via moindres carrés (les équations
normales) et Gram-Schmidt : cela est aussi expliqué dans les solutions, mais vous pouvez
revisiter cela plus tard, quand on en aura parlé en classe.

a) Trouver la meilleure approximation de o par un vecteur de la forme oW + 572.
b) Calculer la distance entre ¥ et Span{w,, w5}

Soient maintenant les vecteurs

2 2 5
4 0 —2
v = 0 | W = -1 | W = 4
~1 —3 2

¢) Trouver la meilleure approximation de K par un vecteur de la forme ol + ﬂﬁg.
d) Calculer la distance entre o et Span{w, w,}.



Sol.:

a)

Soit W = Span{ﬁl, E?g} La meilleure approximation @ = a1 + W2 de ¥ correspond
a la projection orthogonale ?W(ﬁ) Attention, ici Wi et Wy ne sont pas orthogonaux

(W1 - Wa #0).

Méthode 1 : La projection orthogonale est déterminée par WeWet v — W e Wt

{(3—7)-3120 @{aﬁ1~ﬁ1+ﬁm2~m1:7~ml <:>{8Oé-|-6524

(ﬁ—?)'wQZO aﬁl-ﬁﬁﬂﬁg-ﬁgzﬁ-ﬁg 6a+658=5 "
4/3
La solution est « = —1/2, § = 4/3. Par conséquent, W= —%Eﬁ + %ﬁg =1 1/3
5/3

Méthode 2 : Soit A = . On doit trouver la meilleure approximation de o sous

NN O
DO = =

la forme A?, ol T = ( g ) L’équation normale pour la solution au sens des moindres

carrés de A7 = U est

T _ 4T 8a+ 65 =4
ATAZ = ATV = {6a+65:5 .

On conclut comme dans la méthode 1.

Méthode 3 : On applique la méthode de Gram-Schmidt pour orthogonaliser la famille

0 1
{E?l, E}Q} On pose 71 = Ezl = 2 et 72 = WQ 32 71 71 —1/2 . La famille
2 1/2
{1, o} forme alors une base orthogonale de W. On a ainsi 7w (V) = 771 71 +
4/3
7 72 72 1/3 | . Puisque W1 et Wo ne sont pas orthogonaux, cette méthode ne permet
5/3

pas directement de trouver les coefficients « et 53, il faut résoudre le systéme supplémentaire

A ( (; ) = Pw (7). On retrouve le méme résultat.

2/3
1T =FPw @) =|[| 2/3 ||=Z%
—-2/3

On pose a nouveau W = Span{ﬁl, ﬁg}. On remarque que les vecteurs W1 et Wy sont

orthogonaux. On peut ainsi facilement calculer la projection orthogonale.
1

?W(V) = _? 2| Puisque les vecteurs Wy et Wy sont ici orthogonaux, le calcul de
-3/2
la projection orthogonale fournit directement les coefficients « et 8. On trouve o = 1/2 et

B =0.

O |7 - Bw (@)l = /.



Exercice 4

Calculer la décomposition QR des matrices suivantes.

2 3
a) A= 2 4 |,

11

1

1

1

1 -1
b) A= 2 1 |,
2 -1
0 O
1 2
A=
-1 1
Sol.:
2 3
a) On applique la méthode de Gram-Schmidt aux vecteurs Wi=| 2 |etWy=| 4 , puis
1 1
2/3 -1/3 2/3 —1/3
on les normalise. On obtient W = | 2/3 |etWa=| 2/3 |, douQ=| 2/3 2/3 |,
1/3 ~2/3 1/3 —2/3
T 3 5
et R=Q" A= 01 )
1/vV3 —2/V6 0 V3 5/vV3 —1/V3
b) Q=1| 1/v3 1/v/6 1/v2 |,R=| 0 +6/3 +6/3
1/vV3 1/v/6 —1/v2 0 0 V2
0 0
e s | (v e
¢) @= o —ovm BT o 11/2)‘
~1/vV2  3/V22

Exercice 5

Soit U un sous-espace vectoriel de R" et {71, N 7p} une base orthogonale de U. On
considere la transformation T : R” — R" définie par T(7') = projy (7). Montrer que T est
une transformation linéaire.

Indication : utiliser la définition de la projection orthogonale.

Sol.: Méthode 1 :

(@ + W)
U1 U

(oW +BW) -
Up- Uy

B “%71 + 5%71 et ag%’% + B%p—ﬁp = T (7) + BT (T).

T(T + 67) = Cho v
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Méthode 2 : En utilisant I'identité @ - 7 = ?T7 = 7T?, on a

7T = %m - g_%ﬁ BT @TR) T 4+ TR (@I

= (TRt @Ta) " + .+ 2T () ) T

Ainsi, la transformation 7" est associée & la matrice de taille n x n définie par 7{(7{71)71 +
oo 71,75(7271))_1 et est donc linéaire.

Exercice 6

, ) ) ) , -
Déterminer la solution au sens des moindres carrés de A7 = b

a) en utilisant I’équation normale lorsque

2 1 4
%

A= <20, 7=|1]|

2 3 2

1 3 )

%

iyA=[1-1],7=]1]

1 1 0

1 1 0 2
1 0 -1 — 5}
iii) A= o 1 1 | b = 6 |

-1 1 -1 6

b) en utilisant la méthode QR lorsque

0 0 1

1 2 — 0
VA=l g 2P|

-1 1 0

2 3 0

%

i) A= 2 4 |,b=[0

11 1

Sol.:

a) en utilisant I’équation normale.

i) L’équation normale ATAZ = AT? est ( 128 ) z = < 10 >7

elle a pour solution 7 = < 5/14 )

o . (3 3 — (6 (1
11)AA_<311 ATE = L7 =)

z
300 . 1 1/3
i) ATA=[0 3 0 |[,ATb =| 14 |, 2= 14/3
00 3
b) en utilisant la méthode QR.



i) Les colonnes de la matrice A sont linéairement indépendantes, donc décomposer A

_>
selon A = QR et résoudre RZ = QT b est équivalent & résoudre I’équation normale.
La décomposition est donnée par

0 0
| o2 o3/v22 R V2 1/V2
@= 0 -2/v/22 |’ Lo 12 )
-1/vV/2  3/v22

L’approximation 7 au sens des moindres carrés est la solution du systeme R7 =

= 0 . 1/11
QTb,OUQTb:<_2/m>.A1n51,?:<_2/11>.

ii) Ici de méme, les colonnes de la matrice A sont linéairement indépendantes, donc dé-

%
composer A selon A = QR et résoudre R7 = QT b est équivalent & résoudre I’équation
normale. La décomposition a également été calculée a I’exercice 4 (question a)) et est

donnée par
2/3 —1/3 3 5
Q=1 2/3 2/3 ) RZ(O 1).
1/3 —2/3

T 1/3 B 11/9
On trouve Q* b = < Y >, 7= ( 93 )
Exercice 7

Les données suivantes décrivent le potentiel dans un cable électrique en fonction de la
température du cable.

LT O] U [V
1| o0 2
e 1
3] 10 0
i 15 1
5] 20 2
6| 25 1

On suppose que le potentiel suit la loi U = a+bT+cT?. Calculer a, b, c au sens des moindres
carrés.

Sol.: Le systéme linéaire s’écrit

U
avec ﬁ = | : | et A est donnée par
Us



0 O
5 25
10 100
15 225
20 400
25 625

T TP

_ = = = e

1
1
1
1
1
1 T TP

Pour résoudre ce systeme et trouver a,b,c au sens des moindres carrés, on considere 1’équation
normale

a
AT = ATA| »

c
On trouve "
= @ ~ 0.139
c 330 0.00357

Le graphique suivant montre les données (en rouge) et la courbe d’interpolation (bleue) obtenue
au sens des moindres carrés.

Exercice 8

On considere les points

x; 21568

On suppose que la relation entre les x; et les y; suit une loi y = ax + b. Calculer a et b au
sens des moindres carrés.



I 1
N s a N , T2 1
Sol.: Le systéme linéaire correspondant est 7 = A , | ou A est donnée par A = 1=
3
Ty 1
2 1 n 1
5 1 Y2 2 52 : T a
, et 7 = = . L’équation normale correspondante est A* A =
6 1 Y3 3 b
8§ 1 Y4 3
9
T . ) a\_ (3 \_[036
AT/ . On obtient la solution ( b ) ( 2% ) ( 036 |

Exercice 9

Indiquer pour chaque énoncé s’il est vrai ou faux et justifier brievement votre réponse.

V F
a) Une base d’'un sous-espace vectoriel W de R™ qui est un ensemble de vecteurs ortho-
gonaux est appelée une base orthonormale. 0 O

b) Un ensemble S = {1, Vs, ..., U,} orthogonal de vecteurs non nuls de R™ est linéai-
rement indépendant et de ce fait est une base du sous-espace qu’il engendre. [ [J
¢) Une base orthonormale est une base orthogonale mais la réciproque est fausse en
général. 0o o

d) Si 7 nappartient pas au sous-espace vectoriel W, alors @ — ?W(?) n’est pas nul
(ici ?W(7) désigne la projection orthogonale de 7’ sur W. O O

Sol.: Vrai : b), ¢), d). Faux : a).

a) Faux, il manque la condition que les vecteurs de base doivent étre de norme égale a 1.

b) Vrai. En effet, soient u,v # 0 et montrons que si u est orthogonal & v alors les vecteurs u
et v sont linéairement indépendants. Soient A, u € R tels que Au+ pv = 0 et supposons que
< u,v >= 0. On a que < \u + pv,v >= 0 et donc, par les propriétés du produit scalaire
on trouve A\ < u,v > +u < v,v >= 0. Comme < u,v >= 0 par hypothese on trouve que
1< wv,v>=0 et puisque v # 0 on a que < v,v >#* 0 donc u = 0. De méme on trouve que
A =0 et donc u et v sont linéairement indépendants.

c¢) Vrai, par définition toute base orthonormale est formée de vecteurs orthogonaux. Par contre
la base {2e1,2es} de R? est orthogonale mais pas orthonormale.

d) Vrai. Si @ ¢ W, alors @ # Pw (@) car Pw(7) € W par définition et donc @ — Py (7) #
0.

Exercice 10

Indiquer pour chaque énoncé s’il est vrai ou faux et justifier brievement votre réponse.
a) Soit A une matrice n X n qui peut se factoriser selon la factorisation QR comme
A= QR. Alors, QTA = R.
b) Soit W un sous-espace vectoriel de R™. Soit ? la projection orthogonale de 7 e R”
sur W. Alors ? dépend du choix de la base de W.

¢) Soit W un sous-espace vectoriel de R" n > 2, tel que W = Span{ﬁl, ﬁg} Si 7 e R"
satisfait 7 L ﬁl et 7 L Wg, alors 7 € W+,



d) Soit W un sous-espace vectoriel de R™. Si 7 € W, alors sa projection orthogonale

sur West 7w () =7.

Sol.: Vrai : a), ¢), d). Faux : b).

a) Vrai. Si A = QR avec @ orthogonale alors QQT = QTQ = I, et donc QTA = QTQR =
I,R=R.

b) Faux. Par définition ? = ?W7 est le vecteur de W qui est le plus proche de y (selon la
distance euclidienne), il ne dépend donc pas de la base de W choisie.

c¢) Vrai. Soit W = Span{ﬁl, 32} et soit 7 € R™ tel que 7 L Wi et Z L Wo. Montrons que
Z € W, Soit W € W, il existe A1, A2 € R tels que @ = A\w] + Aows done < 7,6 >=<
?,)\117{4-)\2@ >= )\ < ?,’LF{ >+ < 7,17% >=0.

d) Vrai. Par définition 7w (%) est le vecteur de W le plus proche de 3/ (pour la distance
euclidienne). Si Y € W on a donc ?W(ﬁ) =7.

Exercices additionnels

Exercice 11

Indiquer pour chaque énoncé s’il est vrai ou faux et justifier brievement votre réponse.

V F

a) Les colonnes d'une matrice A sont linéairement indépendantes si ’équation A7 =0
admet la solution triviale. R O O

b) Si A posséde des colonnes linéairement dépendantes, alors I’équation A7 = 0 admet
une solution non triviale. 0 O

c¢) Les colonnes de toute matrice de taille 4 x 5 sont linéairement dépendantes. [0 [
d) Si le vecteur nul est I'un des vecteurs d’une famille (71, Doy, 7]3), alors ces vec-
teurs sont linéairement indépendants. 0o o

Sol

a) Faux. Toute équation homogene admet la solution triviale, on ne peut donc rien dire & propos
des colonnes de A. L’assertion serait vraie si I’équation A7 = 6> admettait uniquement
la solution triviale.

b) Vrai. Si A posséde des colonnes linéairement dépendantes, cela siginifie qu’il existe des

nombres (A1,...,\,) # (0,...,0) tels que MNEt 4+ MG = ﬁ ol c_f,...,a sont les n
A1

colonnes de A. Le vecteur X) = : est alors une solution non triviale de I’équation
An

AT =T0.

¢) Vrai. Plus généralement, une matrice de taille m x n avec m < n (plus de colonnes de que
lignes) possede des colonnes linéairement dépendantes. Cela vient du fait que le nombre de
lignes linéairement indépendantes d’une matrice A est égal au nombre de colonnes linéai-
rement indépendantes de A (on dit que le rang-ligne de A est égal au rang-colonne de A).
Ainsi, A possede au maximum m lignes linéairement indépendantes et donc au maximum
m colonnes linéairement indépendantes. Comme n > m on en déduit que les n colonnes de
A doivent étre linéairement dépendantes.

10



d) Faux. Si le vecteur nul est 'un des vecteurs d’une famille (v_f, 3, .., ’U_p>), disons 0 = o},
pour un certain 1 < k < p alors la combinaision linéaire 0 - U4 +1-vp+-4+0- v_p> est
égale au vecteur nul 0 et donc ces vecteurs sont linéairement dépendants.

Exercice 12

Indiquer pour chaque énoncé s’il est vrai ou faux et justifier brievement votre réponse.

VvV F

a) Un systéme d’équations linéaires a trois équations et cing inconnues est forcément
consistant. O 0O
b) Tout systeme d’équations linéaires a trois équations et deux inconnues est inconsis-
tant. 0 O
c¢) Sila matrice échelonnée-réduite associée a la matrice augmentée d’un systeme d’équa-

tions linéaires possede une ligne formée de zéros, alors le systéme possede une infinité
de solutions. O O

a) C’est faux. Considérons par exemple les trois équations x; + o + 23 + x4 + 25 =0, 1 =0
et x1 = 1. Le systeme formé de ces trois équations a 5 inconnues n’a visiblement aucune
solution.

b) C’est faux. Par exemple le systéme a 2 inconnues et avec les trois équations z; + x2 = 1,
2x1 + 229 = 2 et 3x1 + 3x9 = 3 est consistant (les deux derniéres équations sont multiples
de la premiere, qui admet des solutions).

c) Clest faux. Le systéme peut ne pas avoir de solution comme par exemple celui, & deux
. Lo R s s . , 0 01
variables, dont la matrice échelonnée-réduite associée a la matrice augmentée est ( 0 0 0) .

En effet ici on a 0 - 29 = 1 ce qui est impossible.

Exercice 13

Indiquer pour chaque énoncé s’il est vrai ou faux et justifier brievement votre réponse.

VvV F

a) Une matrice A de taille m X n ne peut étre multipliée par la gauche que par des
matrices B de taille p x m. 0 O

b) Le produit matriciel est commutatif. g g
c¢) Sile produit de deux matrices A et B est AB =0, alors A =0 ou B = 0. O O
d) (ABC)T = CTBT AT, O O

a) Vrai. C’est la définition du produit matriciel.

b) Faux. Prenons par exemple A = ( _2 (1] ) et B = ( (1) (1) > On calcule et on trouve
0
1

AB = ( (1) _(1) ) tandis que BA = ( _(1) ) . Donc AB # BA.

11



c)

d)

00
10
dire A n’est pas la matrice nulle).

Vrai. Cela découle de la formule (AB)T = BT AT vue a I’exercice 77 et de l'associativité du
produit matriciel. En effet (ABC)T = ((AB)C)T = CT(AB)T = cTBT AT,

Faux. Prenons A = ( > = B.Onaque A> = AB = < 00 ), mais A # 0 (c’est-a-

0 0

Exercice 14

Indiquer pour chaque énoncé s’il est vrai ou faux et justifier brievement votre réponse.

V F
Si une matrice A est triangulaire inférieure, alors son déterminant s’obtient comme le
produit des éléments de sa diagonale. 0o o
det AT = — det A pour toute matrice carrée A. O O
Il se peut que l'inverse d’'une matrice A existe méme si det A = 0. 0 O
Soient A une matrice n x n et k € R. Alors, det(kA) = k™ det A. O O

Vrai. Si une matrice A est triangulaire inférieure, alors en développant successivement par
rapport a la lere ligne, 2eme, jusqu’a la n-éme on obtient bien le produit des éléments de
sa diagonale.
Faux. D’aprés un théoréme on a que det AT = det A pour toute matrice carrée A.
Faux. Par un théoréme du cours, A est inversible si et seulement si det(A4) # 0.
Vrai. Soient A une matrice n x n et k € R. Alors, det(kA) = k" det A. En effet, la matrice
kA s’obtient en multipliant chaque ligne de A par le nombre k. Puisqu’il y a n lignes on
aura donc multiplié le déterminant de A par k-...-k = k™

———

n fois

Exercice 15

Indiquer pour chaque énoncé s’il est vrai ou faux et justifier brievement votre réponse.

V F
Le plan défini dans R? par z = 2 est un sous-espace vectoriel de R?. O O
Ker(A) = {ﬁ} si et seulement si I'application @ — A7 est surjective. O O
Soit V' un espace vectoriel et u € V. Alors 'opposé —u de u est unique et —u =
(—DueV. O 0O
Soit A une matrice de taille m x n, alors Ker(A) est un sous-espace vectoriel de R".

O d

.2 Vrai : (¢), (d). Faux : (a), (b).

Faux. En effet le vecteur nul n’appartient pas a ce plan.

%
Faux. On a que Ker(A) = {0} si et seulement si Papplication Z — AT est injective et
non pas surjective

12



c)

d)

Vrai. Supposons qu’il existe v/, u” € V telsque u +v' =0 =u'+uet u+u”" =0 ="+ u.
Onaalorsque v/ =u' +0=u"+ (u+u") = (v +u) + v = 0+ = u”. Donc loppose
de u est unique, et on le note —u. Des lors, par les propriétes d’espace vectoriel on a
(—Du+u = (—1u+1lu = (-1 4+ 1)u = Ou = 0. PAr unicité de 'opposé on obtient que
(—Du = —u.

Vrai. En effet, si u,v € Ker(A) et si A € R alors A(u + \v) = Au + AMAv = 0 et donc
u+ v € Ker(A).

Exercice 16

Indiquer pour chaque énoncé s’il est vrai ou faux et justifier brievement votre réponse.

Q

o

o8 =3
~— — ~— ~—

Sol.:

\Y

La matrice A n’est pas inversible si et seulement si 0 est une valeur propre de A. [J
Une matrice A carrée est inversible si et seulement si elle est diagonalisable. [J
Les valeurs propres d’une matrice carrée sont sur sa diagonale. O
On trouve les valeurs propres de A en réduisant la matrice a sa forme échelonnée. [

[ R >

Vrai : a). Faux : b), ¢), d).

Vrai. Supposons A de taille n x n. Alors 0 est valeur propre de A si et seulement s’il existe
xo € R™ avec x¢ # 0 tel que Azg = 0. Ceci est equivalent a dire que Ker(A) # 0, c’est-a-dire
A n’est pas injective ce qui est equivalent a non inversible puisque A est carrée.

Faux. Prenons A = 0 la matrice nulle. Alors A est diagonale (donc diagonalisable) mais pas
inversible.

. 11 .
Faux. Soit A = 1 1) Alors 0 et 2 sont ses valeurs propres mais ces valeurs ne se trouvent

pas sur la diagonale.
11
Faux. Dans ’exemple ci-dessus la forme échelonnée réduite de A est (0 0) mais la valeur

propre 2 de A n’apparait pas dans celle-ci.
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