Algebre linéaire pour GM Mardi 18 novembre 2025
O. Pouchon EPFL

Série 10 (Corrigé)

Cette série suit les chapitres 4 et 5 du livre Algebre Linéaire et applications de D. Lay.
Mots-clés : bases, coordonnées, changement de base, valeurs et vecteurs propres

Remarques :

1. il existe plusieurs méthodes possibles pour résoudre ces exercices. Des fois le corrigé
donne aussi une méthode alternative, méthode que nous verrons plus tard dans le
cours;

2. il peut arriver que certaines questions soient reliées au cours du jeudi.

Exercice 1

Soit 7' : R3 — R Papplication linéaire donnée par

T 3.731 + x5
To | — | 229 + 23
T3 T+ X9

Soient £ la base canonique de R? et B une base de R? donnée par

1\ /1) /0
B=||1],l0],]o0
o/ \1/ \u

a) Donner la matrice M qui représente T' par rapport aux bases E (de départ) et B
(d’arrivée).

b) Méme question pour les bases B (de départ) et £ (d’arrivée).

¢) Méme question pour les bases B (de départ) et B (d’arrivée).

Sol.: Deux versions : une sans utiliser la théorie sur le changement de base, et une avec.
Sans utiliser la théorie sur le changement de base

a) On note ?1, ?2, €5 les vecteurs de la base canonique F de R3. Par définition, la matrice
canonique de 'application T est

On cherche



On va donc chercher_l)es LeCtE}HS cordonnées de T(€1), T(€3) et T(€3) par rapport &
la base B. On note b1, bo, b3 les vecteurs de la base B. Commengons par T(?l). On

r1
— — —
cherche 'unique vecteur 7 = ro | tel que T(?l) =ribi14+robo+r3bs,ie.
3
1 10 3 0
100 |7=|0]|ae7=| 3 |=T(C)5. (1)
011 1 -2
De facon similaire, on obtient
2 1
T(€2)lp=| -2 |, [T(€s3)g=]| 0
3 0
Ainsi,
0 2 1
M = 3 -2 0
-2 3 0

3 41
=12 11
210

Ici les 3 systemes a résoudre sont treés simples car ils font intervenir la matrice identité
(matrice dont les colonnes sont les vecteurs de la base canonique E).

¢) La matrice M recherchée est ici donnée par

M= (), T(T)]s T(F3)s).

Les 3 systeémes a résoudre font intervenir la méme matrice qu’en (??). On obtient

1
3
—2

M =

— =N
O O =

En utilisant la théorie sur le changement de base

a) On commence par prendre les vecteurs de la base de départ et & leur appliquer la transfor-
mation 7. On obtient

1 3 0 0 0 1
Tlol=1|o|, T[1]=|2]|, T|o|=]|1].
0 1 0 1 1 0

qui sont encore exprimés dans la base canonique F. Il faut maintenant calculer la matrice
de passage de la base E & la base B, notée Pgg (telle que [#]5 = Ppp[7’]y). On sait, du



cours, que cette matrice est I'inverse de la matrice de passage de la base B a la base F,
notée Prp. Cette derniere est donnée par

1
Pgp=11
0

— o
= o O

i.e. ses colonnes sont les vecteurs de la base B, exprimés dans la base E. Pour calculer
son inverse, on peut utiliser la méthode vue en cours (avec 'identité a droite), ou calculer
directement son inverse en résolvant PgpPp é = I3, ou 'on pose

c

f

?

-1
PEB_

Q@ Q2
> 0 o

On résout

o

1 10 1
100 0
011 0

S = O

0
0
1

Q@ Q. Q
> o o
~
I

~.

Comme la matrice Pgp contient beaucoup de zéros, il sera plus simple de résoudre le sys-
teme d’équations obtenu que d’utiliser la méthode vue en cours. On obtient facilement que
I'inverse est

0 1 0
Pop=|1 -1 0|=Psp.
-1 1 1

On applique alors P aux vecteurs obtenus précédemment (qui sont exprimés dans la base
E). La matrice M est

0 2 1
M= ([PspT (@1)] [PpeT(2)] [PopT(Ta))=|3 -2 0
2 3 0

On commence par prendre les vecteurs de la base de départ et a leur appliquer la transfor-

1 3 1 4 0 1
T|1]|=12|, Tlo|=(1]|, T|o]|=]1],
0 2 1 1 1 0

qui sont exprimés dans la base canonique F. La matrice M est

M =

NN W

4 1
11
10

%
Variante en utilisant la définition de la matrice associée a T. On sait que T'(b;) =

_>
Ab; avec A= ([T(e})]p [T(e3)]e [T(€3)]g). Ainsi on peut trouver les colonnes de notre
matrice cherchée en résolvant

(T@E)]e [TE))e [TE))(bile [b]p [bs]p) = (T(b1) T(b2) T(bs))



c)

On applique Ppp aux vecteurs obtenus au point précédent et on obtient la matrice

2 1 1
M= ((PspT(51)] [PpT(b2)] [PepT(Ds)])=|1 3 0
1 0

-2

Exercice 2

Soit A une matrice 5 x 6. Si dim(KerA) = 3, quel est le rang de A7

Soit A une matrice 7 x 3. Quel est le rang maximum de A7 Quelle est la dimension
minimum de KerA? Méme question si A est une matrice 3 x 7.

Soit A une matrice n x n. Donner une condition sur rang(A) pour que A’ soit inver-
sible.

Soit T': R?* — R? une transformation linéaire telle que T o T'o T = I3 (I'application
identité). Quelle est la dimension de KerT'?

On consideére Papplication linéaire associée de R® dans R®. Le théoréme du rang donne
rang(A) + dim KerA = 6 = rang(A) = 3.

Si A est de taille 7x 3, alors rang(A)+dim KerA = 3. Le rang maximum est 3 et la dimension

minimum du noyau est 0.

Si A est de taille 3 x 7, le rang maximum est 3. Comme rang(A4) + dimKerd = 7, la
dimension minimum du noyau est 4.

AT est inversible < A est inversible < rang(A) = n.

On a
3 =rang(l3) =rang(T'oToT).

Ainsi, Ker(T o T o T) = {0'}. Comme
U eKerT = ¥ €Ker(ToToT),

on obtient dim Ker7T = 0.

Exercice 3

Soit F I'ensemble formé des quatre premiers polynomes de Hermite :

a)
b)

F =(1,2t, -2 + 4t* —12t + 8t%).

Montrer que F forme une base de Ps.
Quelles sont les coordonnées [y(t)]+ du polynéome y(t) = 7 — 12t — 8t + 12t3?

Remarque. Les polynomes de Hermite sont utiles lors de ’étude d’équations différentielles
que 'on rencontre dans des problemes de physique. Ils se construisent facilement a ’aide
de relations de récurrence.



Sol.: Pour montrer que F forme une base de P3 il suffit de se rendre compte que nous avons
exactement un polynéme de chaque degré compris entre 0 et 3. En effet, dans la base canonique

1 0 -2 0
(1,t,t%,13) les coordonnées des polynoémes de Hermite sont ol 3 , 2 , _S 2
0 0 0 8

La matrice obtenue en plagant ces vecteurs de coordonnées dans les colonnes est déja échelonnée !
On voit que cette matrice est inversible ce qui prouve que F est une base.

Pour calculer le vecteur de coordonnées de y(t) = 7 — 12t — 8t% + 123 dans la base F, il suffit de
résoudre le systeme

10 -2 0 a 7 3
0 2 0 -—12 b —12 3
00 4 0 I On trouve [y(t)]r = 9
00 0 8 /)\d 12 3/2
Exercice 4
Trouver la dimension du sous-espace H défini par :
a — 3b+ 6¢
Sa + 4d
_ 4 _ N
H-{?GR]?— b 9% —d , oua,b,c,d e R}
5d

Sol.: Par construction, H est un sous-espace de R* défini comme Vect{?l, Uo, Vs, 74} avec

1 -3 6 0
D 0 0 4
71 = 0 s 72 = 1 y 73 = _9 et 74 = 1
0 0 0 5

On voit que U5 = —27 9, ce qui est équivalent A dire que H = Vect{?l, o, 74}. En vérifiant que
ces trois vecteurs sont linéairement indépendants (en calculant la forme échelonnée de la matrice
dont les colonnes sont 71, 72, Ty par exemple), on peut déduire que H est de dimension 3.

Exercice 5

Soient
1 -4 9 -7 1 0 -1 5
A=|-1 2 —4 1 et B=]0 -2 5 —6
5 —6 10 7 0O 0 0 O

a) Montrer que les matrices A et B sont équivalentes (selon les lignes). (Indication :
quelle est la forme échelonnée et réduite des deux matrices ?)

b) Calculer le rang de A et dim(KerA).

c¢) Trouver une base pour chacun des sous-espaces ImA, KerA et KerA”, ainsi que du
sous-espace Lgn(A) engendré par les lignes de A.

5



Sol.:

a)

b)

On constate que la forme échelonnée réduite des deux matrices est la méme, elles sont donc
équivalentes.

En analysant la matrice B on remarque alors que :

Il y a deux colonnes indépendantes ce qui donne rangA = 2 (le rang est le nombre de
colonnes-pivot) et une base de ImA peut étre formée par les deux premieres colonnes de A
qui correspondent aux colonnes-pivot de sa forme échelonnée. Par le Théoréme du rang on
trouve dimKerA = 4 — rangA = 2.

Trouvons les bases.

Base de Ker(A) : L’équation AT = 0 est équivalente & B7Z = 0; une base de KerA est

2 -5
, 5 -3 . .
donnée par exemple par : 2| o et donc dim KerA = 2, ce qui confirme le calcul
0 1

effectué ci-dessus.

Base de Lgn(A) : Une base du sous-espace engendré par les lignes de A est donnée par les
lignes non nulles de la forme échelonnée B :

1 0
0 -2
—1(’| 5
) —6

Base de Im(A) et Ker(A) : Enfin ImA coincide avec le sous-espace engendré par les lignes
de AT. Puisqu’il est de dimension 2, le Théoréme du rang nous apprend que le noyau de
2
AT est de dimension 3 — 2 = 1. On trouve que KerA” est engendré par | 7
1

Exercice 6

On considere la transformation T : Py — R? définie par

C

Sol.:

a) Vérifier que T est linéaire.

)
b)
)
)

Trouver la dimension et une base de ImT'.
Appliquer le Théoreme du rang pour trouver la dimension du noyau de 7.

d) Vérifier le résultat de c) en trouvant une base de Ker7.

L’application T est linéaire puisque chacune des composantes de T'(p + ¢) est égale a

(p+q)(0) = p(0) + ¢(0), par définition de la somme de polynoémes. De méme (ap)(0) = a - p(0)
pour tout nombre réel o, ce qui montre la compatibilité de T avec ’action.

L’image de T est constituée de tous les vecteurs de R? de la forme ( r(0) ) Leurs deux com-

p(0)

posantes sont égales et elles peuvent étre non nulles (il suffit de choisir le polynéme constant 1



pour obtenir le vecteur L Ainsi 'image de T est de dimension un, une base est donnée par

(1)

Par le Théoréme du rang, le noyau est donc de dimension dimPy — 1 =3 — 1 = 2. Pour terminer
il nous suffit de comprendre quels sont les polynémes p qui sont envoyés sur zéro par 1. Ce sont
tous ceux pour lesquels p(0) = 0, ce qui signifie que le coefficient constant est nul. Autrement dit

KerT = {bt + ct*|a,b € R} = Vect{t, t*}
Une base du noyau est ainsi donnée par (t,t?).
Exercice 7

—
Soit A une matrice de taille m x n. Démontrer que A7 = b admet une solution_gour tout
b dans R™ si et seulement si AT7 = 0 n’admet que la solution triviale 7 =0.

Sol.: Soit A une matrice de taille m x n.

Dire que A7 = ? admet toujours une solution est équivalent & dire que A est surjective, i.e.
dimImA = m. Par le Théoréme du rang la dimension du noyau de A vaut n — m, ou encore le
sous-espace engendré par les lignes de A est de dimension m. Les lignes de A étant les colonnes de
AT ceci veut dire que dim ImA”7 = m. Une derniére application du Théoréme du rang nous permet
enfin de conclure que dimKerA” = m —m = 0. La matrice A” représente donc une application
linéaire injective. Ceci équivaut a dire que I’équation ATZ =0 n’admet que la solution triviale.

Exercice 8
1. Soit T': R? — R3 I'application linéaire définie par
2r — vy
T (x) =|z+ 3y
Y oy

a) Donner la matrice A de 'application linéaire 7" par rapport aux bases canoniques
E de R? et R3.

b) Donner la matrice B de l'application linéaire 7' par rapport aux bases
1 1 1 —1 0
B={l,], }deR?* et C={[2],| 1 |,|1|}deR>
1 ! 2 0 1

2. Soit T': Matgy2(R) — Matyxo(R) I'application linéaire définie par 7'(C) = X - C, ou
X est la matrice de taille 2 x 2
(1 3/2
x= (%)

a) Donner la matrice A de 'application linéaire T' par rapport a la base canonique
de Matgxg(R).



Sol.:

b) Donner la matrice B de l'application linéaire T' par rapport a la base

BI{(—lz D(? —11><—32 8)’(—64 —32>}de Mato.o(R).

On cherche B = ([T(By)]s [T(B2)ls [T(Bs)ls [T(Ba)]s).

1. La matrice de I'application linéaire 1" par rapport a la base canonique est
2 -1
A=11 3
1 -1

Pour calculer la matrice B, on commence par calculer les images par T' des vecteurs de la

base B :
1 -3
T G) =4 et T (‘f) =1 2
0 -2

Ensuite, on calcule les coordonnées de ces deux vecteurs image dans la base C en résolvant
les systémes suivants :

1 -1 0]1 1 0 0| 5 1 -1 0|-3 1 0 0| 1
2 1 1/4|~101 0| 4 et 2 1 1|2 |~ 01 0] 4
2 0 1/0 0 0 1|-10 2 0 1|-2 00 1|—4
Ainsi
5 1
B=] 4 4
—-10 —4

La matrice de 'application linéaire T' par rapport & la base canonique est

1032 0
o1 0 32
A=13 0 3 o0
02 0 3

Pour calculer la matrice B, on commence par calculer les images par 1" des matrices de la
base B :
1 1\ (-2 5/2 -1 1Y\ [(1/2 -1/2
r(L )= ()-8 )
3 0 6 3
(2, 9)-0r(®, 9o

Ensuite, on calcule les coordonnées des deux premiers vecteurs image dans la base C (les
deux derniers sont les vecteurs nuls quelle que soit la base considérée) en résolvant les



systémes suivants :

1 -1 3 6 -2 1 0 0 O 4
1 1 0 3 |5/2 N 01 00 0
-2 1 -2 —-4| -4 0 01 0 —1
1 -1 0 =-2| 5 0 0 0 1 —1/2
1 -1 3 6 1/2 1 000 0
1 1 0 3 | —1/2 01 00 4
-2 1 -2 -4 1 0 01 0| 9/2
1 -1 0 -2| -1 0 00 1]|-3/2
Ainsi
4 0 00
0 4 00
B= -1 9/2 0 0
-1/2 =3/2 0 0

Exercice 9

-1 3

. -2 6

a) Soit A = 419
3 -9

O KerA est un sous-espace de R* de dimension 0.
O KerA est un sous-espace de R? de dimension 0.
O KerA est un sous-espace de R* de dimension 1.
O KerA est un sous-espace de R? de dimension 1.
b) On considere les polynomes p(t) = (1 —t)(1+t)=1—t*et q(t) = (1 +t)(1 +¢t) =
1+ 2t + t* de Py.
[J Les polynomes p et ¢ sont linéairement indépendants.
[ Les polynomes p et g forment une base de Ps.
(] Le polynéme g — p est le polynéme nul.
O (14 t)p — (1 — t)q est une combinaison linéaire de p et g.
¢) Soit W I'hyperplan dans RS donné par 'équation 1 + x4+ x5 + x4 + 25 + 26 = 0. On

1 -1 1

-1 1 2

_) — —
considére les vecteurs @ = _11 , b= 11 et @ = _?
1 —1 -2

-1 1 3

_)
[J On peut completer {E), b } en une base de W composée de 5 vecteurs.

9



Sol.:

%
[J On peut completer {E), b } en une base de W composée de 6 vecteurs.
(0 On peut compléter {7, 7} en une base de W composée de 5 vecteurs.

[J On peut completer {E), ?} en une base de W composée de 6 vecteurs.
Soit V' un espace vectoriel et vy, ..., v, des vecteurs de V.

O Si la famille {vy, ..., v} est libre, alors dimV = k.
O Si la famille {vy,..., v} est libre, alors dimV > k.
O Si la famille {vy, ..., v} engendre 'espace vectoriel V', alors dimV = k.
O Si la famille {vy, ..., v} engendre l'espace vectoriel V', alors dimV > k.

Soit Tr: Mataxo(R) — R I'application linéaire "trace" définie par

off )-res

[0 Le noyau de Tr est un sous-espace de Matoyo(R) de dimension 1.
O Le noyau de Tr est un sous-espace de Matsyo(R) de dimension 2.
O Le noyau de Tr est un sous-espace de Matoyo(R) de dimension 3.
O Le noyau de Tr est un sous-espace de Matayo(R) de dimension 4.

Soit Tr: Mataya(R) — R D'application linéaire "trace" définie a la question f. Les
matrices suivantes forment une base du noyau de Tr :

oy 8o o] |7 9] et o o)
- i —11 ’ 8 (1) ot (1) —11

ol Ao Y

= 1 —11_ et [8 (ﬂ

0 KerA est un sous-espace de R? de dimension 1.

La matrice A représente une application linéaire R? — R*. Ainsi KerA est un sous-espace
de R?, pas de R%. Pour trouver sa dimension il faut échelonner la matrice A. Comme toutes
les lignes sont proportionnelles le noyau de A est la solution de I’équation —x + 3y = 0, une
droite dans le plan.

10



b)

(] Les polynoémes p et ¢ sont linéairement indépendants.

En effet, bien que (1 4+ t)p + (1 — t)g = 0, ce n’est pas une combinaison linéaire, car
dans une combinaison linéaire seuls des coefficients réels sont permis, pas des coefficients
polynomiaux. Malgré cela ils ne sont pas assez nombreux pour former une base de Ps. Enfin,
le polynéme ¢ — p s’annule en 0, mais ce n’est pas le polynéme nul, c’est 2t + 2t2.

[0 On peut compléter {7, ?} en une base de W composée de 5 vecteurs.

Les vecteurs d@ et ? sont proportionnels, ils sont donc linéairement dépendants et ne
peuvent étre complétés en une base. Par contre les vecteurs d et  sont linéairement
indépendants, ils peuvent donc étre complétées en une base de W. Le sous-espace W est
donné par une équation a six inconnues. Cing d’entre elles sont des inconnues secondaires
qui jouent le role de parameétres, la dimension de W est donc 5.

O Si la famille {vy,..., v} est libre, alors dimV > k.

Si la famille {vq,..., vt} est libre, on peut compléter cette famille en une base et cette
base aura donc au moins k éléments. Autrement dit, la dimension de V est k& au minimum
(dimV > k). Alors que, si la famille {v,...,v;} engendre V, on peut extraire une base de
cette famille et cette base aura donc au plus k éléments. Autrement dit, la dimension de V
est k au maximum (dimV < k).

O Le noyau de Tr est un sous-espace de Matax2(R) de dimension 3.

d
noyau de l'application Tr correspond au sous-espace vectoriel de Matoyo(R)

Pour avoir Tr <[Z b]) = 0, il faut que a + d = 0, autrement dit que d = —a. Ainsi le

{[‘CL _ba] | a,b,c € R}

qui est de dimension 3.

ol A e o b 4]

Comme le noyau de Tr est de dimension 3, par la question f., il faut 3 matrices de ce sous-
espace pour ’engendrer. De plus, les trois matrices ci-dessus sont linéairement indépendantes
et appartiennent au noyau de Tr. Elles forment donc une base du noyau de Tr.

Exercice 10

-15 1 -9
On considere la matrice A = 0 6 0
4 1 3

a)
b)

Sol.:

Est-ce que A = 6 est une valeur propre de A?
Méme question avec A =1 et A = —9.

11



a) En calculant A — 613, on obtient une matrice dont la sgonde ligne est nulle, donc une
matrice non-inversible. Par conséquent, Ker(A — 613) # { 0 } et 6 est une valeur propre.
b) On calcule :

-16 1 -9 -6 1 -9
A—-1I3= 0 5 0 , A+913 = 0 15 0
4 1 2 4 1 12

Les déterminants de ces matrices (en développant par rapport & la deuxiéme ligne) sont
respectivement 5- (—16-2+4-9) et 15- (—6-12+4-9). Ils sont non nuls, par conséquent
ces matrices sont inversibles, et ni 1 ni —9 ne sont des valeurs propres.

Exercice 11
Le polynéme caractéristique d’'une matrice A € R™™ est la fonction pa(A) = det(A — AI,,).

Comme vous le constaterez, c’est en effet toujours un polynome de degré n. Les valeurs
propres de A sont exactement les racines de py4.

Soient
400 1 5 9
A:<_411>,B:<3‘i>,02 2 10|.p=| 5 -12],
9.0 1 9 92 9
39 1 0
0 4 17 1
CtE=140 1 7
00 0 2

Calculer le polyndéme caractéristique, les valeurs propres et les vecteurs propres de chacune
de ces matrices A, B,C, D, E.

Sol.:
A. Le polyndme caractéristique de A est A2—5\+5. Les valeurs propres de A sont {

—3—5 —3+v5
Les vecteurs propres correspondants sont 2 , 2 .

545 5—\/5}
2 0 2 :

1 1
B. Le polynome caractéristique de B est (A — 4)2. Les valeurs propres de B sont {4,4} (il y a

0
Remarque : I'espace propre est de dimension seulement 1 alors que la valeur propre est de
multiplicité 2, la matrice n’est pas diagonalisable.
C. Le polyndme caractéristique de C' est A3 — 612 +9X\—4 = (A—4)(A—1)%. Les valeurs propres
de C sont {4,1,1} c-a-d les coefficients diagonaux de la matrice triangulaire. Les vecteurs

e s 1
une seule valeur propre 4 de multiplicité 2). Vecteurs propres correspondants : { ) }

-3 0 0
propres correspondants sont 2 10 01,11
2 1 0

D. Le polynéme caractéristique de D est —\3 + 36\ = —A(\ + 6)(\ — 6). Les valeurs propres
de D sont donc {—6,0,6}. Les vecteurs propres correspondants sont

~1 ~1 1
1|, -1 ],]1
0 2 1

12



E. Le polynome caractéristique de £ est A* —10A3+35\2 50\ +24 = (A—3)(A—4)(A—1)(A—2).
Les valeurs propres de E sont {3,4,1,2} c-a-d les coefficients diagonaux de la matrice
triangulaire. Les vecteurs propres correspondants sont

1 2 31 113
0 1 —34 —60
o'l 0}’ 6 ’ 7
0 0 0 1

Exercices additionnels

Exercice 12

Trouver une base de I'espace engendré par les vecteurs suivants :

1 0 -1 2
=0, Va=|1], Ts=|3]|, Vi=]1
-3 2 9 6

Sol.: On échelonne la matrice constituée des vecteurs colonnes 71, 72, U5 et U4 On trouve :

10 -1 2

01 3 1

00 0 -1
Les colonnes-pivot nous indiquent que les vecteurs 71, U et U4 sont des vecteurs de base de
Vect(?l, 72, 73, 74). Autrement dit le vecteur 73 est combinaison linéaire des autres vecteurs
puisque c’est visiblement le cas de la troisieme colonne de la matrice échelonnée d’étre combinaison
linéaire des autres colonnes de cette matrice échelonnée. Une autre base est donnée par la base
canonique de R? puisque les vecteurs données engendrent R? tout entier.

Exercice 13

Pour chacun des systemes suivants

r+y+224+3w = 13 2r+y+z2—2w = 1

1. r—=2y+z4+w = 8 3 —2y+z2z—6w = -2
d+y+z—w = 1 2. r+y—z—w = -1
6r+2—9w = -2

r—y+22—8w = 3

a) Ecrire la matrice augmentée correspondante (pour l'ordre des inconnues x,y, z, w).
b) Mettre cette matrice sous forme échelonnée réduite.
¢) Déterminer la solution générale du systéme.

Sol.: Les matrices augmentées sont

2 1 1 -2 1
11 13 3 -2 1 —6 -2

1) 1 -2 1 1 8 2) 1 1 -1 -1 -1
1 -1 1 6 0 1 -9 —2

5 -1 2 -8 3

13



et les matrices sous forme échelonnée réduite correspondantes sont

1 00 —17/11 0
1 00 -1 -2 01 0 9/11 0
1) 010 0 -1 2) 001 3/11 0
00 1 2 8 000 0 1
0 00 0 0
Pour le premier systeme, w est une variable libre et la solution est donnée par : © = —2 + w,
y = —1 et z =8 — 2w. Sous forme vectorielle on écrira donc
—2 1
-1 0
S=/{ 3 +w 9 | we R}
0 1

C’est une droite dans R*. Le deuxiéme systéme n’est pas consistant et donc n’admet pas de
solution.

Exercice 14

Soit
16 0 8 -1 -2
001 -3 4 6
A= 00 0 O 0 1
00 0 O 0 0

Ecrire ’ensemble solution de I’équation AZ = 0 sous forme paramétrique vectorielle.

Sol.: Pour réduire la matrice A qui est déja échelonnée, il suffit d’effectuer deux opérations :
L+ 2L3et Lo —6L3 :

16 0 8 -1 -2 16 0 8 -1 0
A 001 -3 4 6 -~ {001 -3 4 0
000 0 0 1 000 0 0 1
000 0 0 O 000 O 0 O

On voit ici qu’il y a trois inconnues principales, celles des colonnes pivot, x1, x3 et zg, et 3
inconnues libres (x2, x4 et x5) que 'on utilise comme parameétres pour décrire la solution générale
du systeme :

I —6 —8 1
T2 1 0 0
T3 | 0 3 —
o =s 0 +1 1 +u 0 pour s,t,u € R
x5 0 0 1

Copyright © Prof(s). de la section de mathématiques EPFL (Assyr Abdulle, Jeréme Sche-
rer, ...). Les exercices de type vrai ou faux proviennent du livre: D.C. Lay. Algébre linéaire
: théorie, exercices et applications. De Boeck, Bruxelles, 2005.
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