Chapitre Rappels
8.1 Systémes d’équations linéaires et Gauss-Jordan

Un systeme d’équations linéaires aux inconnues i, To, ..., Ty, n € N* est :

)
ajlry +appxXo+ -+ apt, = by

ao11 +CL22$2 + -+ Aonly, = bg

@171 Fapore + -+ ATy = by,

ol a;j,b; € R. On a n = nombre d’inconnues et m = nombre d’équations.

Pour résoudre le systéme on écrit la matrice augmentée et on échelonne

ap aip - Q| by
a1 QA2 --- Qop bz
Am1 Am2 - Qmp bm
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Théoréme 1. Un systéme d’équations linéaires a n inconnues a coefficients
réels satisfait exactement une seule des situations suivantes :

1. A‘] Poss:ld.o_ VAL Solvkon ,wquuo_

o : \Sron-
2 )l pesitda une AnkaikE ba solurions JO

2 Al ne posttae  awwne wlumk/fnumm’%*
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Un systéme est dit homogéne si tous les termes de droite (b;) sont nuls. Une
solution est dite triviale si elle est nulle.

aj; ayp -+ Qi |0
g1 @ -+ Aoy |0
Aml Am2 - Qmp O
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8.2 Espace vectoriel

Un espace vectoriel est un ensemble non-vide V' composé d’éléments sur les-
quels on définit une opération d’addition + et une opération de multiplication
par un scalaire -, notées

+: VXV = V - RxV =V
(u,v) — u+wv (A, v) = v
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Exemple Soient les sous-ensembles ci-dessous de R?. Lesquels sont des sous-

[ S (R
E3 = {(i)\aER} By = {(SQ)MER}
By = {(Z) \abzo,a,bER} Iof {(Téf) \aeR}
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Dimension d’un espace vectoriel

Soient vy, ..., v, des éléments de V. L'ensemble des combinaisons linéaires
de vy, ..., v, s'appelle le span, c’est un sous-EV de V' et on le note

span{vy, v ..., v} = { v + Ava + ...+ N, | A, A, € R}

On dira que {vy,...,v,} est une famille génératrice de span{vy,vy. .., v,}.
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Soit V' un espace vectoriel. Soit B = {vy,...,v,} un famille d’éléments de V.
Alors B est une base de V' si

1. B est une famille génératrice de V'

2. B est une famille linéairement indépendante.
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Exemple

S5 (- ()-()- ()

la dimension de V.

vy = O}. Trouver
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8.3 Image, noyau, application

Soient V' et W deux espaces vectoriels. Soit 1" : V' — W . T est une application
linéaire si elle associe & tout élément v de V' un unique élément T'(v) de W
et si T' vérifie, Vu,v € V,a € R

L. Tu+v)="T(u)+T(v)
2. T(au) = oT'(u)

Soient V', W des EV et T': V' — W une application linéaire.
Le noyau de Uapplication T, noté Ker(T) est 'ensemble des solutions de
T(x) = Oy. On le note

Ker(T)={z eV |T(x) =Ow}
L image de Uapplication T, notée Im(T') est définie par
Im(T)={beW |z eV :T(x)=10b}
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Question 9 : Soit T : B* — B! I'application linéaire définie par

1 0
—2 1
—1 0
-2 1

Ty El:Tl
T Ty B —122 + by — 324 + 62,
Iq - —2‘4:T] + 18.1.'3
Ty —12xy + 629 + Gxq + 614
Alors
([ 1 1\ (-4
D ImT = span 4 g . _? . g : |:| Im7T = span ¢
\ 0 -2/ \ 0
([ 1 0\ /o
D ImT = span { -2 ! . 0 : D ImT = span {
—4 0 1
|\—2 1 / I\ 0
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Théoréme du rang

1. Soit A une matrice m x n. Alors
rang(A) + dim Ker(A) =n

2. 501t T : 'V — W ou V, W sont des espaces vectoriels avec dim V' = n.
Alors
rang(7") + dim Ker(T) = n
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Question 6 : Soit A une matrice de taille mxn telle que AZ = b posséde au moins une

solution pour tout choix de b e R™. Alors il est toujours vrai que
[] dim (Im(A”)) = n.
[ ] AT§ = 0 posséde une solution unique.

[] dim(Ker(A)) = 0.

|:| AT'§f = ¢ posséde au moins une solution pour tout choix de &€ R".
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8.4 Changements de bases
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Question 17 : Soient B = (1 +3t,24+t2 44+t + 3t2) et C = (1,t,t2) deux bases ordonnées
de P,. Si la matrice P représente la matrice de changement de base telle que [¢], = P|q]z pour
tout ¢ € Py, alors

Dp12:4- Dp12:3- me:o‘ Dp12:2-
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Question 6 : Soit T : My, o(R) = M, o(R) 'application linéaire définie par
7((a b _(a—d b+c)
c d c—b a+d

: , 2 _ 10 1 0 0 —1 01
La matrice M deTparrapportalabaseB—{(0 1>,<0 _1>,<1 O>’<1 O)},telle

que [T(A)] ;= M[A]; pour tout A € My, ,(R), est

1 0 0 -1 0 2 0 0
o110 S_lo0o 0o o 2
Ua=1y 40 1 of UM=14 o 2 o
1 0 0 1 2 0 0 0

11 0 0 0 0 2 0

P e T BV o 2 0 0
Lhar=1 " o 1 . | La=14 o o 2
0 0 1 1 2 0 0 0

382



