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Série 9 (Corrigé)

Cette série suit le chapitre 4 du livre Algébre Linéaire et applications de D. Lay.
Mots-clés : bases, coordonnées, changement de base

Remarques :

1. il existe plusieurs méthodes possibles pour résoudre ces exercices. Des fois le corrigé
donne aussi une méthode alternative, méthode que nous verrons plus tard dans le
cours;

2. il peut arriver que certaines questions soient reliées au cours du jeudi.

Definition 1.1 (dimension) Soit V' un espace vectoriel.

1. si V a une famille génératrice avec un nombre fini d’éléments, on dira que V est
de dimension finie. On note sa dimension avec dimV et dimV est égal au nombre
d’éléments dans chaque base de V' (chaque base aura le méme nombre d’éléments).

2. si V n’admet pas de famille génératrice finie, on dira que V est de dimension infinie.
Dans ce cas dim V' = oo

3.8V ={0y} onadmV =0.

dim Im(A) = nombre de colonnes pivots
dim Ker(A) = nombre de colonnes non-pivots.

Definition 1.2 (rang) Soient V,W des espaces vectoriels et soit T': V' — W une trans-
formation linéaire. On appelle rang de T, la dimension de Im(7"). On a

rang(7") = dim Im(7")

Si T : R" — R™ linéaire, il existe une unique matrice A tell que T(?) = A7. On a
Im(7T) = Im(A) et alors rang(7") = rang(A). On parlera alors du rang de la matrice A.

Exercice 1

a) On consideére le vecteur v = ( ; ) exprimé dans la base canonique de R?. Trouver

les coordonnées de ¥/ dans la base (71, ?2) de R?, ou 71 = ( ; ) et ?2 = < (1) >



2

b) Méme question pour ¥ = | 3 | donné dans la base canonique de R® & exprimer
1
- = = - 1 g 1 - 0
dans la base (b1, ba, b3)donnéepar by =1 0 |, bo=| 1 |, bs=| 0
1 0 1
Sol.:

a) Les coordonnées cherchées sont (c1,ca) avec v = c1 b 14 co b 9

( ?) ) < > ( ) on trouve ¢; =2, co = —1.
0
0
1

1 1 c1
b) On résout [ 0 1 co | = et on obtient ¢; = —1, ¢y = 3, ¢35 = 2.
1 0 C3

Exercice 2

On se donne une base B de R3

1 5 4 3
B=1||-4],| 2 |,|-7 et [z]p=1|0
3 -2 0 —1

ou [z]|p désigne le vecteur des coordonnées du vecteur x dans cette base. Trouver le vecteur
7 (C’est-a-dire ses coordonnées dans la base standard). Trouver les coordonnées [y]s du
vecteur

Sol.: Les coordonnées [z|g de x dans la base B sont les coefficients de 'écriture de x comme
combinaison linéaire des vecteurs de base by, by et bs.

3
Par conséquent, nous avons ici [z]g = | 0 |, ce qui signifie que
-1
— - = -1
T =3b1+0-bo—by=|-5
9
10
Ensuite on nous donne 7 = | —9 | dans la base standard, et il s’agit de trouver les coordonnées de
1

7 par rapport a la nouvelle base _l)? C est le calcul inverse du précédent. On cherche des nombres
réels a, b et c tels que a b 1+bby+c b 3 = 7 Pour trouver a,b et ¢ il suffit de résoudre un

a 1
systéme de trois équations & trois inconnues. Le résultat est [7] =0l =11
c 1



Exercice 3

Soit B une matrice sous forme échelonnée.

a)

Montrer que les colonnes de B qui ont une position pivot (c.-a-d. les colonnes pivots)
sont linéairement indépendantes.

Montrer que les colonnes de B qui n’ont pas de position pivot sont combinaison
linéaire des colonnes pivots.

Soient €1,..., ¢k les colonnes pivots de la matrice B (dans l'ordre de gauche a droite).
Soit C' la matrice (?1 ... 7k) Toutes les colonnes de C' sont des colonnes pivots. C' a donc
k pivots et k colonnes, l’équation_> C7 = 6) n’a donc pas de variables libres et n’a comme
solution que la solution triviale 0. On sait alors que les colonnes de C' sont linéairement
indépendantes.

Méthode alternative : On montre par récurrence sur k que si une matrice échelonnée possede
au moins k colonnes pivots, alors ces k colonnes pivots sont linéairement indépendantes. Si
k =0, il n’y a rien & montrer et le résultat est vrai. On suppose le résultat vrai pour un
certain k. On suppose que B possede k+ 1 colonnes pivots 71, cee 7k, k+1- On considere
la matrice B privée de la colonne pivot 7k+1 la plus a droite. Par hypothése de récurrence,
les k premieres colonnes pivots ?1, .. .,7k sont linéairement indépendantes. Comme la
matrice B est échelonnée, on remarque que la ligne de B contenant le pivot de la colonne
7k+1 est de la forme :

(0 0p = %)
ou p est le pivot. Comme p # 0, la colonne pivot 7k+1 ne peut pas s’écrire comme combi-
naison linéaire des colonnes ?1, ey 1. Ainsi les colonnes ?1, ceey 7k+1 sont linéairement

indépendantes, ce qui acheve la preuve par récurrence.

Soient ?1, ceey 1, les colonnes pivots de la matrice B (dans l'ordre de gauche a droite) et
soit ¢ une colonne sans pivot. On considére le systeme linéaire

?0:)\1?1+--~+Ak7k

d’inconnus les scalaires A1, ..., Ax. On peut I’écrire sous forme matricielle :
A1
(7 2] | =7
Ak

Comme la matrice B est échelonnée, on obtient que la matrice augmentée de ce systeme
linéaire est échelonnée avec un pivot dans chaque ligne non nulle. Il possede donc une
solution (unique), et @ est bien combinaison linéaire des colonnes pivots de la matrice B.

Exercice 4

Soit Myy2(R) 'espace vectoriel des matrices de taille 2 x 2.

a)

Montrer que les matrices A, B et C' données par A = ( (1) i ), B = < 1 (1J ),

C = < 8 (1] ) sont linéairement indépendantes.
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b) Trouver a, b, ¢, d tels que pour D = < CCL

base de Mayo(R).

Z ), les matrices A, B, C', D forment une

a) A+ asB + asC = o]+ oy o+ o+ ag _ 0 0
(0] Qg 0 0

S ap=ay =az=0.
b) On vient en fait de calculer au (i) que Span{A, B,C} est I'ensemble des matrices de la
forme
o t+tar apt+ax+ o3
()

Comme ce sous-espace est de dimension 3, pour obtenir une base de Mayo(R) qui est de
dimension 4, il suffit de trouver une matrice D qui n’est pas dans ce sous-espace, c-a-d

pas de la forme ci-dessus. Il suffit donc de proposer une matrice D = ( CCL Z ) telle que
a # ¢+ d. On peut donc proposer par exemple a =1, b=0,¢c=0,d =0.
Méthode alternative :

A + asB + 030 + asD — < a1 + oo +aay o1 + ag + ag + bay > — 0o

a9 + cay a1+ day
o1+ a9 +aocy =0 1 1 0 a oq
a1+ as+az+bag =0 1 1 1 b Q9 —0
ag +cay =0 010 ¢ as |
a; +day =0 1 0 0 d Qy
Observons que
1 1 0 a
1 1 1 b
det 010 ¢ =0a—c—d=0.
1 0 0 d
Ainsi, A, B, C, D forment une base de May2(R) < a —c—d # 0.

Exercice 5

Soient B = {?1, ?2} et C' = {?1, ?2} deux bases de R?. On suppose ?1 = ( 3 > ,?2 =

()7 (3) 7 (2) |

a) Donner la matrice de changement de base (matrice de passage) de la base C' vers la
base B 3PBC[7]C = [7]3 .

b) Donner la matrice de changement de base (matrice de passage) de la base B vers la
base C : PCB[7]B = [7]0

¢) Si U € R? est tel que []p = ( 3 ), calculer [V]c.

0

d) A présent, si [V]c = ( El) ), calculer [V]5.
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Sol.:

a) Ppc est la matrice dont les colonnes sont les coordonnées de ?1 et ?2 dans la base B :
Pge = ([@1]g [ @2]p). 1l faut donc résoudre deux sytémes linéaires afin de trouver [¢]z,
1=1,2:

- — R ,
Ci=aubi+aba= (b1 bo2) (i:)

Ainsi, Ppc est la solution de
- =
(b1 ba)Ppe= (71 7o)

Si on désigne par E la base canonique, cela peut aussi étre interprété comme Pg PBQ> =
Pgc. Pour résoudre ce systéme linéaire, on échelonne et on réduit la matrice (b1 b 2)
augmentée avec les vecteurs 71 et ?2 :

- = 3 1,4 4 10,1 4
(b1 balch 72)—<2 11 O>W<0 e —8)'

1 4
Ainsi, la matrice de passage cherchée est Pgo = ( 1 -8 ) .
2
i

b) On a Popg = Pgé, d’ou la matrice cherchée est Pop = (

o) [7]0_1303(3)_(2).
9 13
w1 (7)

Exercice 6

—
| Wl

ol

~—

Prouver le théoréeme suivant. Soient V' un espace vectoriel et B = (by,...,b,) une base de
V. Alors toute famille d’éléments de V' de plus de n éléments est une famille linéairement
dépendante.

Sol.:

Soit {v1,...,vp} avec p > n une famille de vecteurs de V. On sait que I'application coordonnées
[]B : V — R™ est un isomorphisme et donc préserve les relations de dépendances et d’indépen-
dances linéaire. Ainsi {[vi]p,...,[vp]B} est une famille de p vecteurs de R", possédant la méme
relation de dépendance que {v1,...,vp}.

Grace au chapitre 1, on sait que {[v1]B, ..., [vp|p} est une famille liée dans R™ car p > n. Ainsi il
existe aq, ..., ap des réels non tous nuls, tels que

%
ar[nlp+... +ap[vp]B =0.
Or [-]p est linéaire, donc on obtient
%
[a1v1 —i—...—l—apvp]B =0.

ou 0 nous donne les coefficients de ajvy + ... 4+ apv, comme combinaison linéaire des vecteurs de
la base B. Ainsi,
a1vy + ...+ apvp = 0by + 0bg + - - + 0b, = Oy

5



Ainsi {v1,...,vp} n’est pas libre car Oy s’exprime comme combinaisons linéaires de vy, ..., v, avec
des coefficients ay, ..., a;, non tous nuls.

Exercice 7

Soit B = (1 — 3t%,2 +t — 5t%,1 + 2t).
a) Vérifier que B est une base de Py, 'espace vectoriel des polynomes de degré inférieur
ou égal a 2.
b) Déterminer la matrice de changement de bases (matrice de passage) de la base B vers
la base canonique FE = {t — 1,t +— t,t — t*} : Ppglv]p = [v]g.
¢) Ecrire t — t* comme combinaison linéaire des vecteurs de B.

a) Ecrivons la matrice dont les colonnes sont les coordonnées des vecteurs de B dans la base
canonique de Py, (1,t,12) :

1 2 1
P = 0 1 2
-3 =5 0

Cette matrice de déterminant 1 est inversible. Les trois vecteurs de B sont donc linéairement
indépendants, et la dimension de Py est 3. Par conséquent, B est une base de Py. La matrice
P est en fait la matrice de passage de la base B vers la base canonique.

b) La matrice P du a).

0
c¢) Les coordonnées de t — t? dans la base canonique sont | 0 | . Par définition de la matrice
1

de passage P du b), les coordonnées de ¢ ++ t> dans la base B sont donc la solution du

systéme
z 0
Ply|=1]20
z 1

On résout : z =3,y = -2,z = 1.
Exercice 8

Soit W le sous-espace vectoriel de Moxz(IR) des matrices symétriques (A = AT). On consi-
dere les matrices suivantes de W :

1 2 -1 0 0 2 2 1 0 3
(o 2= ) (2 - () - (00
Utiliser la méthode de Gauss pour extraire de {A;, As, A3, Ay, A5} une base de W.
Sol.: La méthode de Gauss pour extraire de {A;, Ay, Az, Ay, A5} une base de W est la suivante.

On commence en formant la matrice dont les colonnes sont les vecteurs de coordonnées des A;
(dans la base canonique de May2(R) et on s’empresse d’échelonner :

1 -10 20 1 =10 2 0 1 10 2 0
2 0 2 1 3 0 2 2 -3 3 0 2 2 -3 3
20 213 7lo 2 2 —=23|7fo 0o 0o 1 o
1 1 200 0 0 0 0 0 00 0 0 0



On garde les matrices (A7, A2, A4) qui correspondent aux colonnes pivots de la matrice ci-dessus.
On a bien une base de W puisque W est un sous-espace de dimension 3 de My 2(R) (ce qui se
voit par exemple en remarquant que la dimension est strictement plus petite que 4 et que les trois
matrices choisies sont linéairement indépendantes comme le montrent nos calculs; ou encore en
remarquant que les matrices symétriques sont définies par une équation ajs = asq).

Exercice 9

Soit B = (1 +t% 1 —3t%, 1+t — 3t?) une base de Py. Soit E = (1,t,t?) la base canonique
de ]:PQ.

1. Soit ¢ € Py donné par

ge=1| 1
2

Trouver [¢]g en suivant les différentes méthodes vues en cours.

a) En utilisant une multiplication matrice-vecteur : Prglq|s = [¢|E-

b) Sans passer pas une matrice de changement de base, mais en utilisant la définition
de [‘]5.

¢) Résoudre Pgglqlr = [q]B-

2. Soit maintenant q(t) = —2+ 5t — 2t*. Trouver [¢|p en suivant les différentes méthodes
vues en cours.

a) En utilisant une multiplication matrice-vecteur : Pgglq|lr = [q]5-

b) Sans passer pas une matrice de changement de base, mais en utilisant la définition
de [

c¢) Résoudre Pgglqls = [q]&-

Sol.:
1. Soit ¢ € P, donné par
-1
lgls=1] 1
2

a) La matrice Pgp de changement de base de la base B a la base E est

1 1 1
Pep=1(0 O 1
1 -3 -3
Ainsi [q]g s’obtient par
1 1 1 -1 2
0 0 1 1] = 2
1 -3 -3 2 —10

et q(t) =2+ 2t — 10¢%.



b) Par définition de [-]p, on a

=] 1| <qlt)=—-1(1+%) +1(1 —3t3) +2(1 +t — 3t%)
2

Et en réarrangeant les termes de méme ordre, on obtient q(t) = 2 4 2t — 10¢2.
c) Par définition
Ppp= (s [z [t*]5)

qui n’est pas facilement calculable. Or on sait que Pgg = Py é. On calcule I'inverse de
la matrice du point a).

2. Soit q(t) = —2 + 5t — 2¢2. On sait que

-2

a) On peut trouver [¢|p en multipliant Ppp avec [¢|g. Or la matrice Ppp n’est pas
facilement calculable. Il faudrait inverser Pgp qui est donnée par

1 1 1
Pep=1{0 O 1
1 -3 -3
b) Par définition de [q]g, on a
-2
[dEe 5| & -2+ 5t 22
-2

Pour trouver [g]p il faut réarranger les termes et trouver a, b, ¢ tels que

q(t) = a(1 +t3) +b(1 — 3t%) + c(1 + t — 3t%).

Ce n’est pas toujours évident de trouver les a,b,c. Ici a = —2, b= —5 et ¢ = 5.

c) Résoudre Prglqlp = [¢]r. On doit échelonner
-2
-5
5)

1 1 11-2 111
0 0 1|-5]~...~|0 1 O
1 -3 -3|-2 0 01

Et on obtient

Exercice 10

a) Quelle est la dimension du sous-espace vectoriel W de R? donné par W = Span{?l, s, 73}

ati= () 7= (4 ) 7= (1)

b) Trouver un sous-ensemble B de {71, s, 73} tel que B soit une base de W.
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¢) Agrandir I'ensemble {71 + 72} C W pour obtenir une base de W.

a) Deux. En effet, les vecteurs 72, o5 sont linéairement indépendants, donc la dimension est
au moins deux. Elle est inférieure ou égale & 2 car c’est un sous-espace de R2.

b) B= {3, U3} — clest la base canonique de R2. (Note : {7/, U3} et {71, U2} sont aussi
possibles).

c) L’espace W est de dimension deux, donc n’importe quel vecteur non colinéaire & V14 Vg =

( ; ) convient. Par exemple, on peut proposer la base {71 + 72, 71} de W.

Exercice 11

10 2 3
Soit A=11 110
000 3

a) Déterminer le rang de A et la dimension du noyau de A.

b) Méme question pour A7.

¢) On suppose qu'une matrice A de taille 7 x 7 posséde un pivot dans chaque ligne. Quel
est le rang de A7 Quelle est la dimension du noyau de A?

d) On considére une matrice A de taille m X n et un vecteur ? € R™. Quelle doit étre

— —
la relation entre le rang de [A b | et le rang de A pour que I'équation A7 = b soit
compatible ?

a) Les colonnes 1, 2 et 4 forment une base de R3, donc rg(A4) = 3. Par le théoréme du rang,
on a
dim Ker A = (nombre de colonnes de A) —rg(A) =4—-3=1.

b) rg(AT) =1g(A) = 3.
dim Ker A = (nombre de colonnes de AT) —rg(AT) =3 -3 =0.

c) A est équivalente a la matrice identité de taille 7 x 7, ainsi rg(A) = 7 et dim Ker A = 0.

d) A7 = T est compitible & b est une combinaison linéaire des colonnes de A & b € ColA
& rg(A) = 1g([A b ).

Exercice 12

1 00 —-19
et B=]101 0 11 sont équi-
001 -1

1 3 4

a) Montrer que les matrices A= [ 0 1 2

1 20

valentes (c’est-a-dire qu’on peut passer de
les lignes).

b) Calculer rang(A), dim(KerA), rang(B), dim(KerB).

¢) Trouver une base de KerA et KerB.

2

0
4
3
A a B avec des opérations élémentaires sur



Sol.:

a) En échelonnant/réduisant la matrice A par des opérations élémentaires sur les lignes, on
obtient la matrice B.

b) La matrice B est sous forme échelonnée réduite, on peut donc lire rang(B) = 3 (trois pivots)
et dim KerB = 1. Comme A et B sont équivalentes d’aprés a), on a rang(A) = rang(B) = 3
et dimKerA = dim KerB = 1.

c) Comme B est la forme échelonnée réduite de A, on a KerA = KerB, et une base de KerB
est aussi une base de KerA. KerB est ’espace des solutions de BT = 6), de dimension 1.

19
) .. —11
On obtient ainsi la base 7
2
1
Exercices additionnels
Exercice 13
Soit la matrice
5 1 2 2 0
3 3 2 -1 —-12
C= 8 4 4 -5 12
2 1 1 0 -2

1. Trouver une base de KerC.

2. On note par T la transformation linéaire de R® dans R* définie par T(7) = C 7.
L’application T est-elle injective ? T' est-elle surjective ? Justifier votre réponse.

Sol.: Lespace nul ou noyau de C est la solution générale de I’équation C Z = 0. On doit résoudre
cette équation pour trouver une base de KerC. On échelonne puis on réduit C :

5 1 2 2 0 Iy (2 11 0 =2 2 1 1 0 -2
3 3 2 -1 —12 Ll 1 2 2 0 ly — %h 0 -3/2 -1/2 2 5
8 4 4 -5 12 b3 3 2 -1 —12 I3 — %h 0 3/2 1/2 -1 -9
211 0 -2 I3\8 4 4 -5 12 ly —4l; \O 0 0 -5 20
2 1 1 0 -2 2 1 1 0 -2
. 0 -3/2 —-1/2 2 5 . 0 -3/2 —-1/2 2 5
I3+l {0 O 0 1 —4 . 0 0 0 1 —4
0 O 0 -5 20 lg +5l3 \O 0 0 0 0
On reduit la forme échelonnée précédente :
. 2 1 1 0 -2 21 1 0 -2
C’~l2_2l3 0 -3/2 -1/2 0 13 N—glg 01 1/3 0 —26/3
0 0 0 1 -4 o0 0 1 -4
0 0 0 0 O 00 0 O 0
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lih—1 (2 0 2/3 0 20/3
0 1 1/3 0 —26/3
00 0 1
00 0 O O
1 0 1/3 0 10/3
La forme échelonnée réduite de C' est donc C' = 0 11/3 0 —26/3
00 0 1 —4
00 0 O 0

;. N e . N , .
1. On écrit le systeme C’ 7 = 0 sous la forme classique, pouvant a présent exprimer chaque
inconnue principale en fonction des inconnues secondaires :

1 10

r1y = —gl‘g — §$5
T+ 1.733 + 1033‘5 =0 Ty = §x3 + %15
T2 + 3£U3 — %xg) = 0 ~¢ 3 = z3
zqy—4xs = 0 ry = 4dxs
rs5 = XI5
La forme vectorielle de ce systeme est :
1 -1/3 —10/3
To -1/3 26/3
r3 | =3 1 + x5 0
Xq 0 4
xIs 0 1
: . . R =
On obtient la solution générale du systéme CZ =70 :
-1/3 —10/3
-1/3 26/3
7 =a 1 + B 0 pour tous «a, 5 € R.
0 4
0 1

Le noyau de C est engendré par les vecteurs obtenus ci-dessus, que I'on choisit par exemple
de multiplier par 3 pour éviter des fractions :

-1 —-10
—1 26
ﬁl = 3 et BQ = 0
0 12
0 3

. L’application T n’est pas surjective puisque I’espace des colonnes n’engendre pas R* et elle
n’est pas injective puisque le vecteur nul n’est pas la seule solution de c7=70.

Exercice 14

1 -2
Soit A un nombre réel et D la matrice carrée 5 1 ) On définit une application T :

MQ)(Q(R) — M2><2(R) par T(A) =D-A.
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1. Déterminer si T est linéaire (discuter si nécessaire en fonction des valeurs du parametre
h).

2. Déterminer si T' est surjective (discuter si nécessaire en fonction des valeurs du para-
metre h).

3. Déterminer si T est injective (discuter si nécessaire en fonction des valeurs du para-
metre h).

Indication. Traiter le cas ou D est inversible pour résoudre une équation de type D-A = B.

Sol.: L’application T est linéaire, nous avons vu en cours que la multiplication matricielle est
distributive (compatibilité avec la somme) et compatible avec 1'action.

Puisque det D = h + 4, la matrice D est inversible pour A # —4. On traite ce cas d’abord et on
s’occupera du cas h = —4 par la suite.

Lorsque D est inversible, I’équation D - A = B est équivalente a 1’équation
A=1-A=D'.D-A=D"'.B

Ainsi T est surjective puisque toute matrice B est obtenue comme T(D~! - B). De plus T est
injective puisque la seule matrice A qui est envoyée sur zéro est la matrice D! - (0) = (0).

Il reste a traiter le cas ou h = —4. Ici T est donnée par la formule
7(® b\ [a—-2c b-2d
c d)  \2a—4c 2b—4d
On voit ici que les deux lignes de la matrice T'A sont proportionnelles, ce qui signifie que T" ne peut
étre surjective. Une matrice qui n’a pas cette propriété n’est pas de la forme T A. Par exemple il
10
01

n’existe aucune matrice A telle que T A = . Cette application n’est pas injective non plus

; T22_00
puisque T'( 1 1 =1{, (]

Copyright © Prof(s). de la section de mathématiques EPFL (Assyr Abdulle, Orane Pouchon,
Jerobme Scherer, ...). Les exercices de type vrai ou faux proviennent du livre: D.C. Lay.
Algébre linéaire : théorie, exercices et applications. De Boeck, Bruxelles, 2005.
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