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Série 5

Cette série fait suite aux chapitres 1.3, 1.4, 1.5 Mots-clés : Application linéaire, injectivité,
surjectivité, bijectivité, calcul matriciel

Remarques :
1. La série est volontairement longue, il n’est pas indispensable de la finir en une semaine.

Vous pouvez sauter certains exercices, et les aborder pendant les vacances, ou pendant
les séances de révision.

2. Il existe plusieurs méthodes possibles pour résoudre certains exercices. Parfois le cor-
rigé donne aussi une méthode alternative, méthode que nous verrons plus tard dans
le cours.

3. Il peut arriver que certaines questions soient reliées au cours du jeudi.
————————————

Exercice 1

Dans les cas suivants, écrire la matrice canonique correspondant à la transformation, et
déterminer si la transformation est injective, surjective ou bijective.

a) T : R2 → R3,
(

x1
x2

)
7→

 4x1 + 3x2
x1
x2


b) T : R3 → R,

 x1
x2
x3

 7→ x1 + x2 + x3

c) T : R3 → R3,

 x1
x2
x3

 7→

 x3
x2
x1


d) T : R2 → R2,

(
x1
x2

)
7→
(

x1 + x2
x1 + x2

)

e) T : R2 → R2,
(

x1
x2

)
7→
(

x1 + x2
x1 − x2

)

f) T : R2 → R2,
(

x1
x2

)
7→
(

x2
1 + x2

2
x1

)

Exercice 2

L’application linéaire T : R3 → R4 donnée par

T (x, y, z) = (x + 2y + 3z , 2x − 5y + 7z , 3x − y − 2z , y + 3z)
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est injective mais pas surjective
est surjective mais pas injective

est bijective
n’est ni surjective ni injective

Exercice 3

Considérons les matrices suivantes :

A =
(

2 1 1
0 1 2

)
, B =

3 1
2 2
1 4

 , C =
(

1 3
2 3

)
, D =

1
0
1

 , E =
(
1 4

)
.

Calculer les produits suivants (s’ils existent). Si les produits n’existent pas, expliquer pour-
quoi.

a) AB, BA, AC, CA, BC, CB, CD, EC, EA

b) AAT , AT A, BAT , BCT , CT A, BDT , DT B

Exercice 4

a) Soit A =
(

1 0
0 1

)
, B =

(
1 1
1 1

)
. Est-ce que AB = BA ?

b) Même question pour A =
(

1 0
0 −1

)
, B =

(
1 1
1 1

)
.

Exercice 5

a) Soit A =
(

1 2
3 6

)
. Trouver (si elle existe) une matrice B de taille 2 × 2 non nulle

telle que AB = 0. (Idée : écrire AB sous la forme
(
A

−→
b 1 A

−→
b 2
)
)

b) Même question pour A =
(

1 1
3 2

)
.

c) Soit A =
(

3 −4
−5 1

)
, B =

(
7 4
5 k

)
. Pour quelle(s) valeur(s) de k ∈ R a-t-on

AB = BA ?
d) Trouver une matrice A non nulle telle que A2 = 0.

Exercice 6

Calculer les produits matriciels suivants, et indiquer les compositions correspondantes de
transformations linéaires, avec les dimensions des espaces, TAB : R··· →

T···
R··· →

T···
R···.

a) AB, où A =

 1 0
0 1
1 1

, B =
(

1 1 1
2 3 4

)
.
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b) ABC, où A =
(

1 3
3 1

)
, B =

(
1 0 1
0 1 1

)
, C =

 1 2
1 2
1 2

.

c) ABC, où A =

 2
3
1

, B =
(

1 0 1
)
, C =

 1 0 1
0 1 0
1 0 1

.

Exercice 7

Soient T1 : R2 → R3;
(

x1
x2

)
7→

 x1
x2
x1

, et T2 : R3 → R;

 x1
x2
x3

 7→ x1 + x2 + x3.

a) Écrire les matrices canoniques associées à T1 et T2 et le produit matriciel associé à la
composition T2 ◦ T1 telle que T2 ◦ T1(−→x ) = T2 (T1(−→x )) pour tout −→x ∈ R2.

b) Quel est le domaine de définition de T2 ◦ T1 ? Quel est le domaine d’arrivée ?

Exercice 8

a) On se donne

A =
(

3 −4
−5 1

)
et B =

(
7 4
5 k

)
.

Pour quelle(s) valeur(s) de k a-t-on AB = BA ?

b) Soit

M =
(

1 2
3 6

)
, N =

(
3 −8
2 3

)
et T =

(
5 2
1 −2

)
.

Vérifier que MN = MT , bien que N soit différent de T .

Exercice 9

Ceci est un autre exercice de base concernant les produits matriciels, pour nous assurer que
la différence entre −→u T −→v et −→u −→v T est bien claire.

On peut considérer tout vecteur de Rn comme une matrice de dimension n × 1. Soient les
vecteurs −→u et −→v de R3 :

−→u =

a
b
c

 , −→v =

1
2
3

 .

On appelle −→u T −→v produit scalaire (ou produit intérieur) des vecteurs −→u et −→v .

a) Ecrire −→u T et −→v T .
b) Quelle est la taille des deux matrices produits −→u T −→v et −→v T −→u ?
c) Ces deux produits sont-ils égaux ? Pourquoi ?
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Le produit −→u −→v T est appelé produit extérieur.

d) Quelle est la taille des deux matrices produits −→u −→v T et −→v −→u T ?
e) Ces deux produits sont-ils égaux ? Pourquoi ?

Exercice 10

Indiquer pour chaque énoncé s’il est vrai ou faux et justifier brièvement votre réponse.

V F
a) Si A et B sont deux matrices de taille 2 × 2 dont les colonnes sont désignées par

−→a 1,
−→a 2 et −→

b 1,
−→
b 2, alors AB =

( −→a 1 ·
−→
b 1

−→a 2 ·
−→
b 2

)
. □ □

b) Soient A, B et C trois matrices de taille 3 × 3. Alors AB + AC = (B + C)A. □ □

c) Soient A et B deux matrices de taille n × n. Alors AT + BT = (A + B)T . □ □

d) La transposée d’un produit de matrices est égale au produit de leurs transposées dans
le même ordre. □ □

Exercice 11

Indiquer pour chaque énoncé s’il est vrai ou faux et justifier brièvement votre réponse.

V F
a) Une matrice A de taille m × n ne peut être multipliée par la gauche que par des

matrices B de taille p × m. □ □

b) Le produit matriciel est commutatif. □ □

c) Si le produit de deux matrices A et B est AB = 0, alors A = 0 ou B = 0. □ □

d) (ABC)T = CT BT AT . □ □

Exercices additionnels

Exercice 12

Soit T : Rn → Rm une transformation linéaire. Montrer qu’une condition nécessaire pour
que T soit bijective est n = m.

Exercice 13

Soient A et B des matrices telles que le produit AB soit bien défini. Montrer que (AB)T =
BT AT .

Exercice 14

Soit A une matrice de taille m × n et soit l’application linéaire TA : Rn → Rm donnée par
TA(−→x ) = A−→x . Montrer

a) TA est injective ⇔ A a une position pivot dans chaque colonne.
b) TA est surjective ⇔ A a une position pivot dans chaque ligne.
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Préciser dans chaque cas quelle est la condition nécessaire entre m et n.

Exercice 15

On se donne les matrices :

A =

 7 0
−1 5
−1 2

 , B =
(

1 4
−4 0

)
, C =

(
7

−3

)
, D =

(
8 2

)
.

Si elles sont définies, calculer les matrices :

AB, CA, CD, DC, AT A, AAT .

Si elles ne sont pas définies, expliquer pourquoi.

Exercice 16

On définit une application T : M2×3(R) → R6 par T

(
a11 a12 a13
a21 a22 a23

)
=



a11
a12
a13
a21
a22
a23


.

Montrer que T est linéaire, injective et surjective.

Exercice 17

Soient A et B deux matrices carrées n × n telles que A2 = B2 = 0. Montrer qu’en général
(A + B)(A − B) ̸= 0.

Est-ce qu’il y a des cas où l’égalité peut être vraie ?

Réponses de certains exercices:

Ex-5

a) On peut proposer B =
(

−2 0
1 0

)
.

b) Il n’y en a pas
c) k = 9

d) Par exemple, A =
(

0 1
0 0

)
.

Exercices additionnels
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