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Série 4

Cette série fait suite aux chapitres 1.3, 1.4, 1.5 Mots-clés : Espace engendré, dépendance et
indépendance linéaire, application linéaire

Remarques :

1. La série est volontairement longue, il n’est pas indispensable de la finir en une semaine.
Vous pouvez sauter certains exercices, et les aborder pendant les vacances, ou pendant
les séances de révision.

2. Il existe plusieurs méthodes possibles pour résoudre certains exercices. Parfois le cor-
rigé donne aussi une méthode alternative, méthode que nous verrons plus tard dans
le cours.

3. Il peut arriver que certaines questions soient reliées au cours du jeudi.

Exercice 1

Les vecteurs suivants sont-ils linéairement indépendants ? Engendrent-ils R® (questions a)
et b)) ou R? (question c))?

1 1

a)71: ,72: 0 s 3 =

0
2 1
1 0
1 ~1 1
b) 7= 1] Ta=| -1 |, V5=
0
9= (1)7 a

Exercice 2
L’assertion suivante est-elle correcte (justifier) ?

Tout ensemble de vecteurs {71, ey 7p} de R™ est linéairement dépendant si p > n.

Exercice 3

Trouver les matrices associées a chacune des transformations linéaires suivantes

sreseown(() - () o (@)



b)

c)

1 1 0 0 0 0
T:RE—RST||0]]|=|1],T]||1 =|1|etT||0]]=]{0
0 0 0 0 1 1

R: R? — R3 est la rotation d’axe Oz et d’angle 60° (dans le sens trigonométrique).

Exercice 4

a)

b)

1 1 0 0
, . . 0 1 1 0 o, o
Déterminer si les vecteurs ol Lol 11 et 1 sont linéairement indépendants.
1 2 2 2
1 1 0 0
, . . 0 1 1 0 4
Déterminer si les vecteurs ol Lol |1 et 1 engendrent R*.
1 2 2 2

Exercice 5

Indiquer pour chaque énoncé s’il est vrai ou faux et justifier brievement votre réponse.

VvV F

Les colonnes d'une matrice A sont linéairement indépendantes si I’équation AZ =10

admet la solution triviale. 0o O
Si A possede des colonnes linéairement dépendantes, alors I'équation A7 = 6) admet
une solution non triviale. 0 o
Les colonnes de toute matrice de taille 4 X 5 sont linéairement dépendantes. [1 [J
Si le vecteur nul est I'un des vecteurs d’une famille (71, 72, cee 7p), alors ces vec-
teurs sont linéairement indépendants. 0o o

Exercice 6

Indiquer pour chaque énoncé s’il est vrai ou faux et justifier brievement votre réponse.

V F
Deux vecteurs sont linéairement dépendants si et seulement s’ils se trouvent sur une
méme droite qui passe par 'origine. 0o o
Si un ensemble comporte moins de vecteurs que le nombre de composantes de ceux-ci,
alors il est linéairement indépendant. 0 O
Une équation homogene est toujours compatible. 0 o

Si 7 est une solution non triviale de A7 = 0 , alors aucune composante de 7 est
nulle. O O

Exercice 7



Indiquer pour chaque énoncé s’il est vrai ou faux et justifier brievement votre réponse.

V F

a) Si une matrice A est de taille m x n alors I'image de la transformation 2 AT est
contenue dans R". O d

b) Chaque transformation linéaire est une transformation matricielle. g d

¢) La transformation f : R — R définie par f(z) = ma?+b est linéaire pour b = 0.0 O

d) Une transformation linéaire préserve les opérations d’addition vectorielle et de multi-
plication par un scalaire. 0 O

e) Chaque transformation 7' : R? — R™ est une transformation linéaire. 0 O

Exercice 8

Indiquer pour chaque énoncé s’il est vrai ou faux et justifier brievement votre réponse.

V F
a) Les vecteurs U — 7, U — W et U — & sont linéairement dépendants pour tout choix

de W, 7, € R". O O

b) Un ensemble formé d'un seul vecteur est linéairement indépendant. g d
¢) Une matrice 6x4 doit posséder quatre pivots pour que ses colonnes soient linéairement

indépendantes. 0 O
d) Les colonnes d’une matrice 3x4 engendrent R?. g od

Exercice 9

1 —2 1
vi=| 3|, vo=|[-6], v3=|[2
—2 4 h
O L’ensemble {vy, v, v} est linéairement indépendant pour h = —2.

[0 Le vecteur vy dépend linéairement des vecteurs vy et vg pour h # 2.
O L’ensemble {vy, vs, v3} est linéairement indépendant pour h # —2.
[1 Le vecteur v3 dépend linéairement des vecteurs v; et vo pour h = 2.

Exercice 10

Les vecteurs

) el e

sont linéairement dépendants si

[ Jb=1 [ Jb=2 L b= [ Jb=4



Exercice 11

Décrire quelle est la forme échelonnée réduite dans les cas suivants :

a) A est une matrice 3 x 3 avec des colonnes linéairement indépendantes.

b) A est une matrice 4 x 2, A= (@1 @») et @ n'est pas un multiple de ;.

¢) Aestune matrice 4x3, A= (@, @, d3).Lesvecteurs @ et @ sont linéairement
indépendants, et @5 nest pas une combinaison linéaire de @ et ds.

Exercice 12

Trouver les matrices correspondant aux transformations linéaires suivantes (exprimées dans

rr((3) (1) (1))
() (1) ((2)

1 1 0 0 0 2
grmnwr (o)) (D ((3)) (O ((0)) - (2)

Exercice 13

—_ = =

Décrire géométriquement la transformation linéaire suivante : 7 : R? — R? donnée par
N © —sin®
T(W) = AT ouA:<COS sin )

sin® cos®

Indication : Calculer les images de ( (1) ) et ( (1) ) par T'.

Exercices additionnels

Exercice 14
Prouver le théoréme suivant :

Un ensemble {11_1), cee v_;} de vecteurs de R™, p > 2 est linéairement dépendant si et seule-
ment st au moins un vecteurs est combinaison linéaire des autres.

Exercice 15
Prouver affirmation suivante :

Soit [’ensemble {v—1>, cee U_;} de vecteurs de R™. Si p < n alors I’ensemble ne peut pas étre
une base de R™.

Exercice 16



Déterminer toutes les valeurs possibles des nombres a, b, ¢, d et e pour lesquelles la matrice
suivante est sous forme échelonnée-réduite :

1 a b 3 05
00 c1d3
0 e 0011

Exercice 17
Déterminer les valeurs des parametres réels a, b et ¢ pour lesquelles le systeme d’équations

r—2y+3z4+u=a
z+3y—2z4+u=>
r—Ty+8z+u=c

possede des solutions. Déterminer ces solutions.

— y @
Indication : résoudre le systéme AV = b avec U = :,Z et b =1b
c

u

Exercice 18

Ecrire les systémes linéaires suivant sous la forme AZ = b . Déterminer dans chaque cas
si les colonnes de la matrice A sont linéairement indépendantes.

2¢17 — bro+ 8xz3= 0 r1 — 39 4+ Txg = 0
a) ¢ —2xy — Tra+ x3= 0 b)¢ -2z + x93 — 4dx3 = 0
41’1 + 2132+ 7373 =0 Ty + 2372 + 9.133 = 0

o) —Try + 3Txy + 11923 = 0
o1 + 1929 + 5723 = 0

Exercice 19

a. Combien de colonnes pivots une matrice 7 x 5 doit-elle posséder pour que ses colonnes
soient linéairement indépendantes ?

[J Moins de 5, [ 5 exactement, [J 7 exactement, [ entre 5 et 7.

b. Combien de colonnes pivots une matrice 5 x 7 doit-elle posséder pour que ses colonnes
engendrent R ?

[J Moins de 5, [ 5 exactement, [J 7 exactement, [ entre 5 et 7.

1/2 1/2] st

, T 2 i
c. L’application linéaire du plan R* dont la matrice est [ 1/2 1/2

[J une rotation [J une translation [J une projection orthogonale [] une homothétie



Exercice 20

Considérer les vecteurs

3 1 h+7

2 D 8
Ti=14], Po=|_10] et Ts=|on+1

7 1 25

Le vecteur 73 peut s’écrire comme combinaison linéaire des vecteurs 71 et 72 lorsque

[ Jh=2 [ | h=4 [ Jh=1 [ Jh=-2

Exercice 21

a) Les colonnes de la matrice

1 3 -2 0
M = 3 10 =7 1
-5 =5 37

forment-elles un ensemble de vecteurs linéairement dépendants ?
b) Les polynomes 1,1 +t,1+t+ 2,1+t + > + 3 sont-ils linéairement dépendants ?

Exercice 22

Le systeme linéaire suivant ot a est un parametre réel

20 +2y+22 =1
20422 =1-2a

2z +4day + 22z =1

dr +4day+ 22z =1+ 2a

O possede une solution unique lorsque a = 1/2

[0 ne possede aucune solution lorsque a # 1/2

O possede une infinité de solutions lorsque a = 1/2
[0 ne posséde aucune solution lorsque a = 1/2

Exercice 23

0 0 —8
a) Les vecteurs U, = | —6 , Uy = | 4 , U3 = | —4| sont-ils linéairement
1 —2 3
dépendants ?
1 -1 3
b) Les vecteurs 71 =10 |, 72 =1 3 | et 73 = | —2 | engendrent-ils R3?
—1 7 -2



1 0 1
0 1 0 . 4
c) Les vecteurs 71 =_1| 72 =10 et 73 =1 o engendrent-ils R* ?
0 —1 -1
Réponses de certains exercices:
Ex-4
1. oui
2. oui
Exercices additionnels
Ex-17
T 1(3a+2b) ~1 —-1
Yy (b—a) 1 0
| = 0 +s| 1| T o> pour tout s,t € R.
U 0 0 1
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