Algebre linéaire pour GC-STE-SC 25 septembre 2025
X. Morvan EPFL

Série 3

Cette série fait suite aux chapitres 1.2-1.3 Mots-clés : variables libres, variables liéesvecteurs,
équations vectorielles, combinaisons linéaires, espace engendré, équations matricielles

Remarques :

1. il existe plusieurs méthodes possibles pour résoudre certains exercices. Parfois le cor-
rigé donne aussi une méthode alternative, méthode que nous verrons plus tard dans
le cours;

2. il peut arriver que certaines questions soient reliées au cours du jeudi.

Exercice 1

7 1 4
Ecrire le vecteur (8) comme combinaison linéaire des vecteurs (2) et (5) .
9 3 6

Exercice 2

A T’aide des graphes ci-dessous, trouver les coefficients des combinaisons linéaires deman-
dées. Il se peut qu’il existe plusieurs solutions, ou aucune solution. Dans les graphes ci-
dessous, un carré =1 unité.
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a) Trouver A\j, Ay tels que b = Ma1+ A

b) Trouver Aj, Ag tels que b = M1+ T
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¢) Trouver Aj, Ay, A3 tels que b = MT L+ Mo+ N\ 5
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d) Trouver A\j, Ao, A3 tels que b = )\171 + )\272 + )\373. Peut-on trouver u; et us tels
que b = mE)l + ,u373 ?
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Exercice 3

1 5 - -3
Considérons les vecteurs ?1 = -2 1, 72 = —13 |[,et b = 8
3 -3 1

a) Est-il possible d’écrire b comme combinaison linéaire de 71 et E)g ?
b) Donner une interprétation géométrique du résultat.

Exercice 4

1 -3 «

%
Considérons les vecteurs @ = 01, Ay = 1 |,et b = =5
—2 8 -3

%
Pour quelle(s) valeur(s) de « le vecteur b est-il une combinaison linéaire de @ et @ ?

Exercice 5

Considérons le systeme linéaire



r1 4+ 3x9 — Dy = 4

r1 + 4xy — 8rz = 7
—3£L'1 — 7.I‘2 + 91‘3 = —6.
d . N . . %
a) Ecrire le systeme sous forme matricielle AZ =1,
b) Ecrire le systéme comme une combinaison linéaire des colonnes de la matrice A.
_>
¢) Trouver la solution de Péquation A7 = b .
d) Subsidiaire : écrire I’ensemble des solutions en fonction d'un parameétre.

Exercice 6

Indiquer pour chaque énoncé s’il est vrai ou faux et justifier brievement votre réponse.

V F
a) En appliquant différentes opérations (licites) sur les lignes d’une matrice, on obtient
des formes échelonnées réduites différentes. O O

b) Une variable de base d'un systéme linéaire est une variable qui correspond & un pivot
dans une colonne. 0 o

c¢) La derniére colonne d'une matrice augmentée peut faire office de colonne pivot..] [
d) Un systéme n’est compatible que lorsque chaque colonne contient un pivot. [ O

Exercice 7

Indiquer pour chaque énoncé s’il est vrai ou faux et justifier brievement votre réponse.

V F

a) Si une forme échelonnée d’une matrice augmentée possede [0 0 0 0 5] comme ligne,
alors le systéme est incompatible. O O

b) Il existe plusieurs formes échelonnées d’'une matrice augmentée. O O

c) A chaque fois que l'on a une variable libre dans un systéme linéaire, le systéme posséde
une infinité de solutions. O O

d) Une solution générale d’'un systeme est une description explicite de toutes les solutions
du systeme. O O

Exercice 8

Indiquer pour chaque énoncé s’il est vrai ou faux et justifier brievement votre réponse.
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a) Le systeme d’équations linéaires homogene représenté par la matrice |2
0

est compatible.



1 2 4
b) Le systeme d’équations linéaires inhomogene représenté par la matrice |2 3 5
00

Do.hoa
|

est compatible. O

c¢) Si la matrice des coefficients d'un systéme de quatre équations a quatre inconnues a
un pivot dans chaque colonne, alors le systeme est compatible. 0 O

d) Si la matrice des coefficients d'un systéme de quatre équations a quatre inconnues a
un pivot dans chaque ligne, alors le systéme est compatible. 0 O

e) Si la matrice augmentée d'un systéme de quatre équations a quatre inconnues a un
pivot dans chaque ligne, alors le systéeme est compatible. 0o o

f) Si la matrice augmentée d’un systéme de quatre équations & quatre inconnues a un
pivot dans chaque colonne, alors le systeme est compatible. 0o o

Exercice 9
Calculer A(Oé171 + &272), ou
a)

Exercice 10

. —
Ecrire les solutions des systemes A7 = b suivants sous la forme 7 = ? + 7, ot ? est

une sollit)ion particuliere du systeme, et T est la solution générale du systeme homogene
AZ =70,

Ty + 3.772 - 51’3 = 4
a) vy + 4dxy — 8uz= 7
—31‘1 — 7ZL’2 + 91’3 = —6
r, + To — r3 = 2
b) ¢ 31 + 220 + x3 = 1
201 4+ 29 — 223 = 1

Exercice 11

Les vecteurs suivants sont-ils linéairement indépendants ? Engendrent-ils R? (questions a)
et b)) ou R? (question c))?
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Exercice 12
a) Déterminer si les vecteurs (1,2,3), (2,0,0) et (—=2,1,0) engendrent R3.
b) Déterminer si les vecteurs (2, —1,2), (4,1,3) et (2,2, 1) engendrent R3.
Exercice 13
Soit A une matrice de taille m x n. Montrer que les colonnes de A engendrent R™ si et

seulement si la forme échelonnée de la matrice A a une position pivot dans chaque ligne.

Exercice 14

Soit
1 6 0 8 -1 =2
001 -3 4 6
A= 000 O 0 1
00 0 O 0 0

Ecrire ’ensemble solution de I’équation AZ = 0 sous forme paramétrique vectorielle.

Exercice 15

Soit span{v_f, 5,03, v_4>} avec
1 0 1 1
0 0 1 0
?1 — O ) ? - O ) ?3 = 0 ) ?4 - O
1 1 1 0

Laquelles des informations suivantes est correcte ?

O Le span ne contient aucun vecteur de R*.

[0 Le span contient tous les vecteurs de R*.
1

_>
(] Le vecteur b = ?) est dans le span.

4
O Le span contient une infinité de vecteurs de R*.



Exercice 16

Soit span{v_1>, e U_g} avec

0 1 0
vi=|0],®=|0],7=]1
0 0 0
Laquelles des informations suivantes est correcte ?
O span{v{, 03,05} = R,
O Le span{vf, v3, 3} est une droite.
O Le span{v_f, v3, ?3} est un plan.
. —
O Le span{v_f, v3, U_g} ne contient que 0.

Exercice 17

a. Combien de colonnes pivots une matrice 7 x 5 doit-elle posséder pour que ses colonnes
soient linéairement indépendantes ?

(] Moins de 5, [1 5 exactement, [1 7 exactement, [] entre 5 et 7.

b. Combien de colonnes pivots une matrice 5 x 7 doit-elle posséder pour que ses colonnes
engendrent R ?

[ Moins de 5, [1 5 exactement, [1 7 exactement, [] entre 5 et 7.

1/2 1/2] st

, T 2 i
c. L’application linéaire du plan R* dont la matrice est [ 1/2 1/2

[J une rotation [J une translation [J une projection orthogonale [J une homothétie

Exercice 18

Lors de I’échelonnement de la matrice

11 3 0
-1 0 -1 1
0O 1 2 0

la colonne qui ne possede pas de pivot est la
D premiere
D deuxieme
| ] troisieme
| ] quatrieme



Exercice 19

Considérer les vecteurs

3 1 h+7

2 D 8
Ti=14], Po=|_10] et Ts=|on+1

7 1 25

Le vecteur 73 peut s’écrire comme combinaison linéaire des vecteurs 71 et 72 lorsque

[ Jh=2 [ | h=4 [ Jh=1 [ Jh=-2

Exercices additionnels

Exercice 20

. —
Ecrire les solutions des systemes A7 = b suivants sous la forme 7 = ? + 7, ol 7 est
une solution particuliere du systeme, et T est la solution générale du systeme homogene

AT =10,

ry + 21’2 - T3 = 8
a) 1 + 4x9 — bxz= 14
2r1 4+ bxy — 4dx3= 19
T + Ty — r3 = 2
b) 3£L’1 + 2512'2 + r3 = 1
21’1 + 21’2 — 2.733 = 1
Exercice 21
a) Soient les vecteurs
4 3 3
71 = |4 ’ 72 =12 ; W =110
2 3 h

i) Pour quelle(s) valeur(s) de h le vecteur @ peut-il étre obtenu comme combinaison
linéaire de 71 et 72 ?
ii) Dans ce cas quels sont les coefficients respectifs a;, ay des vecteurs 71 et 72 ?

-5
b) Le vecteur ¥ = [ =31, se trouve-t-il dans le plan de R? engendré par les colonnes de
—6
la matrice
3 5
A= 1 1
-2 -8

Justifiez votre réponse.



Exercice 22

Soit
-3 1
= (3 0)

— —
Montrer que I'équation A7 = b nlest pas compatible pour tout vecteur b de R2. Trouver
et décrire I’ensemble des vecteurs b pour lesquels AZ = b est compatible.

Exercice 23

3 —4
Pour les vecteurs 7 = |[1] et v = [ 0 | donner cinq vecteurs qui appartiennent a
2 1

span{sz7 v_g} Pour chaque vecteur, donner les coefficients de la combinaison linéaire.

Exercice 24

1 -2
Soient v_f =1 1]et 175 =13
-2 0

a) Donner une interprétation géométrique de span{v—f, v_2>}

1
%
b) Est-ce que b = | 1| est dans le span{vf, v3}?
2

Exercice 25

_>
Donner une matrice A de taille 3 x 3 a coefficients non-nuls (tous!) et un vecteur b de R3,

- . R .
tels que b n’appartienne pas a span{a_1>, @, a_g} ou a_1>, @, a_§ sont les colonnes de A.

Exercice 26
Déterminer les valeurs du nombre réel a pour lesquelles le systéme d’équations linéaires

rT+y+22=2
y+az=2
(a*> —4)z=a—2

possede des solutions. Déterminer ces solutions.

Réponses de certains exercices:

Ex-2
a) )\1 = —4, )\2 = -2



b) )\1 - —1,)\2 == —1/2
c¢) infinité de solutions.

d) infinité de solutions. Non on ne peut pas trouver de p; et us tels que b soit une
comb. linéaire de 71 et 73, car ces ils sont colinéaires.

Ex-4 o = —%
Ex-9
17
a) A(a171 + 04272) = 12
36
18
b) A(Oélﬁl + 04272) = ( 9 ) .
Ex-10
a)
T -5 —4
i) = 3 + x3 3
xT3 0 1
b) Pas de solution
X1 —6 -8 1
i) 1 0
Ex-14 3 =s 0 +t 3 +ul . our s,t,u € R
T4 - O 1 0 p » Y
I 0 0 1
Te 0 0 0
Exercices additionnels
Ex-20
1.
T 2 -3
T2 = 3 + T3 2
T3 0 1

2. incompatible
Ex-21 h= -9
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