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Cours 1

1.1 Que comprend D’algebre linéaire et pourquoi I’étudie-t-on ?

L’algebre est le domaine des mathématiques qui s’occupe d’étudier les structures
algébriques, c.-a-d., les ensembles munis d’un certain nombre d’opérations sur leurs
éléments, et parfois dépendant d’autres ensembles, qui satisfont quelques propriétés et qui
sont liées. Dans 1'univers de l'algebre linéaire, c’est la structure d’espace vectoriel qui
joue le role principal. En fait, le mot linéaire fait référence a deux lois de composition sur
un ensemble (non vide), 'une interne et I'autre externe, qui sont compatibles entre elles et
qui vérifient certains axiomes.

Cette structure nous permet de généraliser des concepts de géométrie (comme les droites,
les plans, les volumes, ...), des notions concrétes que nous pouvons visualiser, & une variété
de cas beaucoup plus abstraits qui apparaissent dans différents domaines d’étude, notamment



la physique. Par exemple, en mécanique quantique, l'espace des états d’'un systeme est un
espace vectoriel, dit un espace de Hilbert. On peut également citer tous les problemes de la
physique qui consistent en la résolution d’une équation différentielle linéaire. De toute fagon,
il y a aussi des applications concretes de 'algebre linéaire en ingénierie, en informatique, en
économie, en chimie, en biologie, .. ..

AZ: Je vous propose de lire cet article (' (en anglais).

1.1.1 Une introduction aux espaces vectoriels

AZ: Cette petite introduction est basée sur une vidéo de la chaine Les maths en finesse avec le méme nom

que je vous propose également de regarder.

Des espaces vectoriels peuvent donc contenir par leurs éléments des suites, des polynomes,
des matrices, des fonctions, ou alors plus simplement des < vecteurs numériques > ou des
< vecteurs géométriques > qui représentent un point dans le plan R? ou dans l'espace R?, par
exemple. Méme si a premiere vue ces objets semblent tres différents.

Pour introduire cette notion, considérons maintenant les ensembles suivants :

o R?,

o Si={r=(2,)20 €ERY | 310 =21 + 2}, et

o F={fecC*R,R) | Vt R, f"(t) + f(t) = 0}.
Quel est le lien entre ces trois ensembles ? On vérifie que dans les trois cas, les affirmations
suivantes sont vraies.

(i) Les trois ensembles sont stables par combinaisons linéaires (réelles). Intuitivement,
ca veut dire que si je prends deux éléments d’un de ces ensembles, il existe un moyen
de les multiplier par des nombres réels et d’additionner le résultat de telle maniere que
nous obtenions un élément qui appartient au méme ensemble. Plus précisément, nous
avons que pour tous les nombres réels a et 3

(r,y) eSxS=ar+pyesS,

ou l'addition de deux suites est définie terme par terme, et la multiplication par les
scalaires réels aussi. Le formalisme dans les deux autres cas est analogue.

(ii) Chaque élément de R? de S, ou de F est completement déterminé par deux données.
Par exemple, chaque point du plan est entierement déterminé par son abscisse et par
son ordonnée. Similairement, toute suite x = (x,,) dans S est caractérisée par les termes
xo et x1. Et, de la méme maniere, des fonctions f qui appartiennent a F peuvent étre
reconstruites en utilisant les valeurs f(0) et f'(0).

AZ: Dans ce dernier cas, il peut étre utile pour vous de faire le lien avec des systemes physiques qui

sont modélisés comme des oscillateurs harmoniques.


https://www.quantamagazine.org/the-geometric-tool-that-solved-einsteins-relativity-problem-20240812/

(iii) Tout élément de R? s’écrit de maniere unique comme une combinaison linéaire de deux
¢éléments quelconques qui n’appartiennent pas a la méme droite passant par 1’origine.
Par exemple, si (z,y) € R?, alors

(C(I,y) ::L'-(l,O)—i-y- (071>7

et il est évident que les nombres réels x et y que nous permettent d’écrire (x,y) comme
une combinaison linéaire des éléments (1,0) et (0,1) sont uniques. Des affirmations
analogues sont également vraies pour les ensembles S et F.

1.1.2 Pour réfléchir chez vous

Exercice 1.1.1. Vérifiez la véracité de l'affirmation du point (i) ci-dessus. Comment sont
définies les opérations d’addition et de multiplication par un nombre réel dans chaque cas?

Exercice 1.1.2. Trouvez deux autres éléments u = (u;,up) et v = (vq,vy) dans R? tels
que tout autre point du plan (z,y) € R? peut étre écrit de maniére unique comme une
combinaison linéaire de ceux-ci, c’est-a-dire que de la fagon suivante :

(7,y) = au+ v = a- (u,uz) + B - (v1,v2),

oil a et 3 sont des nombres réels. Que se passera-t-il si nous remplacons R? par R* ? Et dans
le cas des ensembles S et F, pouvez-vous trouver deux bons éléments « générateurs > 7

1.2 Lois de composition

Un ensemble est simplement une collection d’objets, sans condition particuliere. Mais ils
peuvent souvent étre associés les uns aux autres (additionnés ou multipliés, par exemple), et
on parle alors de lois de composition. Selon les regles que ces lois vérifient, elles permettent de
définir des structures algébriques; autrement dit, les ensembles correspondants portent des
structures algébriques (de groupe, d’anneau, de corps, d’espace vectoriel, .. .). Les définitions
sont les suivantes.

Définition 1.2.1. Une loi de composition interne, ou loi interne, sur un ensemble E # ()
est une application (une fonction) de £ x E dans E.

AZ: & Dans ce cours, les mots application, fonction et transformation seront utilisés de maniere

interchangeable.

Autrement dit, une loi interne sur un ensemble E associe a deux éléments de E un
élément de E. Donc, une loi de composition interne sur un ensemble E est une opération
binaire par laquelle E est stable. Elle peut étre notée par *, par o, par ®, .... L’addition et
la multiplication usuelles dans les ensembles N, Z, Q, R ou C sont des exemples classiques de
lois de composition internes.

Il est important de noter que pour que la fonction considérée soit effectivement une loi
de composition interne, il faut qu’elle soit définie partout. A deux éléments quelconques de
E la fonction associe un troisieme (élément), unique, et toujours dans E.
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Définition 1.2.2. Une loi de composition externe, ou loi externe, sur un ensemble FE # ()
est une application de F' x E dans F, ou F' est un autre ensemble a priori différent de E. Les
éléments de F' sont appelés des opérateurs ou des scalaires.

L’exemple typique est la multiplication d’un point du plan, un élément de E = R?, par
un nombre réel (F = R). Géométriquement, on peut considérer les points du plan comme
des vecteurs géométriques, c’est-a-dire représentés par un segment orienté (une fleche) dont
les extrémités sont un point de départ, I'origine, et un point d’arrivée. L’opération dont nous
parlons consiste a étirer ou a rétrécir un vecteur, ou bien évidemment a ne rien faire.

Remarque 1. Si F' = E dans la Définition 1.2.2, on a une loi interne. Donc, une loi interne,
c’est un cas particulier d’une loi externe.

1.2.1 Quelques propriétés

Soit E un ensemble non vide et soit * : £ X E — E une loi interne sur £. On dit que la
loi * est

(P1) associative si
(axb)xc=ax(bxc) Y(a,b,c) € B> = E x E x E,

(P2) commutative si
axb=0bxa V(a,b) € E*=FExE,

De plus,
e sio: N x F — FE est une autre loi sur E, on dit que * est distributive a gauche sur o
si:

Y(a,b,c) € E*; ax(boc) = (axb)o(ax*c).

Similairement, on dit que * est distributive a droite sur o si :

V(a,b,c) € E*; (boc)*a= (bxa)o(cx*a).

e Un élément neutre pour * est un élément e € E tel que :

lexa=axe=a|] VaeckE.

e Si F/ possede un élément neutre e pour *, on dit qu'un élément b € F est un inverse de
a € B si \a xb=bxa=e \ Un élément a € £/ qui admet un inverse est dit inversible

(pour ).

Remarque 2. On peut parler aussi d’éléments neutres a gauche ou a droite et également
des inverses a droite et a gauche. Lorsque la loi * en considération est associative, I’existence
d’un implique l'existence de 'autre. On va laisser tout ¢a de c6té dans ce cours, cf. Section
2.1 ci-dessous.



AZ: A Lorsque la loi en question est associative et commutative, on adopte souvent la notation additive :
on la désigne par +, I'inverse d'un élément a € E devient —a, et on parle d’élément opposé. On parle également
d'élément nul, plutdt que d'élément neutre, généralement noté O ou simplement 0. Méme si 0 n’est pas forcément
le nombre zéro. D'un autre c6té, il est aussi parfois utile d’adopter la notation multiplicative. .. Je voudrais donc
vous avertir que je ferai probablement tout cela trés souvent pendant ce cours, car c'est quelque chose de tres
naturel pour moi. Il faut toujours faire attention.

Nous pouvons prouver ce qui suit a propos de ces notions.

Proposition 1.2.3. Soit E un ensemble non vide et x : E x E — E une loi de composition
interne. Si E possede un élément neutre pour la loi %, alors cet élément est unique. Par
ailleurs, st x est associative et E possede un élément neutre, alors chaque élément inversible
de E a un unique inverse.

Démonstration. Soient E et x comme dans I’énoncé du théoreme. Supposons que E possede
un élément neutre e € E (pour x). Si € € E est un autre élément neutre, alors

e=e*xé=E¢. (1)

AZ: Notez que dans la premiere égalité dans (1) ci-dessus nous avons utilisé le fait que ¢ est un élément

neutre, et la deuxieme égalité découle du fait que e est un élément neutre.

Supposons maintenant que * est associative et choisissons un élément a qui appartient a
E et qui est inversible. Soient b et b deux inverses de a. Alors,

b=bx* (e est élément neutre)
=bx (a * b) (b est un inverse de a)

= (bxa)* (x est associative)
=exb (b est un inverse de a)
=b. (e est élément neutre)

]
1.2.2 Quelques exemples

Exemple 1.2.4 (Réunion et intersection). Si X est un ensemble non vide quelconque, la
réunion (A, B) — AU B et l'intersection (A, B) — AN B sont des lois de composition interne
sur ’ensemble P(X) de toutes les parties de X.

Exemple 1.2.5 (Composition de fonctions). Si X est un ensemble non vide quelconque,
nous pouvons considérer 'ensemble F (X, X) de toutes les applications de X dans X. La
composition usuelle (f,g) — f o g est une loi de composition sur cet ensemble.

Exemple 1.2.6 (Produit vectoriel). Sur I'ensemble R*® nous pouvons considérer une loi
AR x R? — R? qui est définie par

(a,b,c) A (dye, f) = = (bf — ce,cd — af,ae — bd).

QU Q =
D T ey
~ 0 R



1.2.3 Pour réfléchir chez vous

Exercice 1.2.7. Les lois des exemples ci-dessus sont-elles commutatives? Sont-elles
associatives 7 Est-ce qu’elles admettent un élément neutre 7

Exercice 1.2.8. Donnez un exemple ! d’un ensemble F et d’une loi interne * : Ex E — E qui
n’est pas commutative. Est-ce que vous connaissez un exemple de loi qui n’est pas associative ?

AZ: Je vous invite a lire cet article (' (en francais).

Exercice 1.2.9. Si x est une loi associative/commutative, sur un ensemble F, et A C E est
stable par x, alors convainquez-vous que la loi %, vue comme une loi interne sur A, est bien
sur encore associative/commutative.

Exercice 1.2.10. Soit F # () un ensemble et & : £ x £ — E une loi de composition sur F
qui est associative. Supposons que E possede un élément neutre e € E (pour &). Démontrez
que le sous-ensemble

A ={a € E | aest inversible}

est stable par &. Si a,b € A, quel est I'inverse de adeb ?

La définition de partie stable est la suivante.

Définition 1.2.11. Soit £ un ensemble non vide, soit A C E un sous-ensemble (une partie)
et soit ¢ : K x E — E une loi interne sur £. On dit que A est stable par ¢ si pour chaque
couple (x,y) d’éléments de A on a x oy € A. On dit aussi que ¢ induit une loi interne sur la
partie A.

Cours 2 & 3

2.1 Groupes

La structure de groupe est fondamentale en mathématiques et dans ce cours nous
I'utiliserons pour définir les espaces vectoriels de maniere rigoureuse.

~

'Définition 2.1.1. Un groupe est un ensemble muni d'une loi de composition interne
associative, admettant un élément neutre et telle que tout élément est inversible. Autrement
dit, un groupe est un ensemble G muni d’une application * : G x G — G, qui envoie
(a,b) — a * b, tel que les axiomes suivants sont verifiées :

(G1) (associativité) On a a * (b ¢) = (a * b) x ¢ por tous a,b,c € G;

(G2) (existence de I’élément neutre) il existe e € G tel que exg = g*e = g pour tout g € G;
et

(G3) (existence des inverses) pour tout g € G, il existe g™' € G tel que g ' xg=g*g~ ' =e.

\ J

1. Différent des exemples ci-dessus.


https://www.pourlascience.fr/sd/mathematiques/des-octonions-pour-la-theorie-des-cordes-6464.php

Définition 2.1.2. Un groupe (G, *) dans lequel la loi de composition * est commutative est
appelé groupe abélien.

AZ: A On écrira souvent ab pour a x b dans un groupe oli la loi n'est pas précisée.

AZ: A Sile groupe G est abélien j'utiliserai parfois la notation additive : + pour désigner la loi de composition,
0 pour I'élément neutre, et —g pour l'inverse/opposé de g € G .

Remarque 3. Notez que dans un groupe G, les inverses sont uniques. Nous avons prouvé
ce fait dans la Proposition 1.2.3. C’est pour ca qu’on utilise la notation ¢~ pour désigner
I'inverse d’'un élément g € G.

Voici quelques conséquences directes de la définition de groupe.

N

Proposition 2.1.3. Soit (G,*) un groupe avec élément neutre e € G. Les affirmations
suivantes sont vraies.

(i) Pour tous a,b,c € G, on a
axb=a*xc=0b=rc. (simplification a gauche)

De meéme,
axb=cxb=a=c (simplification a droite)

(i1) Pour tous a,b € G, on a

(axb) ™t =btxat et (a')'=ua

Démonstration.

(i) Por tous a,b,c € G on a

axb=axc=a ' (a*b) al (a*c)

= (@ xa)xb=(a"'*a)* (Associativité)
=ecxb=ex*xc (Définition de l'inverse)
=b=c (e est élément neutre)

et de méme,

axb=cxb= (a*xb)xb ' =(cxb)xb"

= ax (b* b—l) =cx* (bx* b_l) (Associativité)
=Sa*xe=cxe (Définition d’inverse)
=a=c (e est élément neutre)



(i)

2.1.1
I

Pour tous a,b € G, on a

(axDb)* (b_l * a_1> = ((a * D) * b_1> *a ! (Associativité)
= (a x (b x b_1)> xa ! (Associativité)
=(axe)xa! (Définition de l'inverse)

(e est élément neutre)
)

(Définition de I'inverse

AZ: Notez qu'a ce moment, nous venons de prouver que b~ ! x a~! est un inverse a droite de a x b et la

preuve n'est pas finie. Pourquoi ?

De la méme facon, nous pouvons montrer que (b~ '*a~")*(axb) = e. Donc, par définition
de l'inverse, on a b ' xa™' = (a xb)"".

Enfin, I'égalité (a=')™' = a est une tautologie. Comme dans un groupe des inverses

sont uniques (regardez Remarque 3 et Proposition 1.2.3), on a que (a™')™" est le seul

élément de G satisfaisant les égalités suivantes :
(@)@ ) =@ )*@) ' =e

Donc ca suffit de noter que

En tout cas, nous pouvons également argumenter comme suit (comparez avec la preuve
de la Proposition 1.2.3).

(a7t =) ke (e est élément neutre)
=(a ) tx(atxa) (™! est I'inverse de a)
= ((a_l)_1 * a_l) * a (% est associative)
=ex*xa ((a™')~" est inverse de a™ )
=a (e est élément neutre)

[]
Exemples

existe une variété d’exemples de groupes. En fait, vous connaissez déja, par exemple,

(Z,4) (ou (Q,+), (R,+),(C+),... ) et (R\{0},-). Nous listons ici quelques autres qui sont
pertinents pour ce cours.

AZ: Je vous invite 3 parcourir cet article (2" (en francais) pour trouver plus d'exemples qui sont relevant pour

les physicien.ne.s.

10

Y
Notez

que
I’ensemble
N muni

de
l’addition
usuelle
n’est

pas un
groupe.

Pourquoi 7


https://cea.hal.science/cea-00396043v1/document

Exemple 2.1.4 (Le plus petit groupe). Soit G un ensemble quelconque avec un seul élément
noté e. Si on définit une loi interne * : G x G — G sur G, alors nécessairement e x ¢ = e et
(G, *) est un groupe.

Exemple 2.1.5. Nous verrons qu’un espace vectoriel est, en particulier, un groupe abélien
avec I'addition vectorielle. Nous reviendrons sur cette affirmation lors de la troisiéme semaine
du cours.

Exemple 2.1.6. Soit X un ensemble non vide et considérez I’ensemble = Bij(X) de toutes
les applications bijectives de X dans X. Si o : Bij(X) x Bij(X) — Bij(X) note la composition
de fonctions, alors on peut vérifier que (Bij(X), o) est un groupe.

AZ: On appelle ce groupe le groupe des permutations de I'ensemble X ou le groupe symétrique de X.

Un cas particulier qui est tres important, c’est celui on X est fini. Si X = {1,2,...,n}, n
étant un entier naturel positif, on appelle Bij(X) le groupe symétrique de degré n, noté
S, Sym,,, ou simplement S,,. Pour o € .S,, on écrit souvent

A A

Par exemple, si n = 3 et 0 : {1,2,3} — {1,2,3} est la bijection telle que 1 +— 2,2 — 1 et

3 — 3, on écrit
(1 23
7= \2 1 3)

Exemple 2.1.7 (Les entiers modulo n). Fixons un nombre naturel n non nul. On définit
une relation d’équivalence sur Z de la facon suivante : pour tous a,b € Z, on dit que a ~ b
si et seulement si n divise b — a, c’est-a-dire qu’il existe k € Z tel que b — a = k - n. On écrit
Z/nZ pour désigner I'ensemble des classes d’équivalence de Z par rapport a cette relation et
on munit Z/nZ d’une loi de composition qui lui donnera la structure de groupe abélien. Si on
note @ la classe d’équivalence de a € Z, c.-a-d. @ == {b € Z | a ~ b}, alors pour (z,y) € ZXZ
onposeT+7y:=2x+y.

Exemple 2.1.8 (Matrices). Une matrice n x m a coefficients dans R (ou plus généralement

dans un corps K ) est un tableau a n lignes et m colonnes constituées d’éléments de R (ou
K):

a;pr a2 ... QAim

21 A22 ... QA9m
A= .

ap1 Apn2 ... Apm

On appelle des a;; les coefficients de la matrice A. On écrit A = (a;;) et on note M, ., (R)
(ou ML, (K)) 'ensemble des matrices n x m a coefficients dans R (ou K'). Sur cet ensemble,
on peut définir une loi interne + : M,y (R) X M5, (R) — M, (R) donnée par (A =
(a;), B = (b)) — A+ B, ou la matrice (A + B) est telle que son coefficient trouvé dans la
ligne ¢ et la colonne j est égal a a;; + b;; pour tous 1 <7 < n et 1 < j < m. On vérifie que
(M, (R), +) est un groupe abélien. Quel est ’élément neutre ?

11
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Exemple 2.1.9 (Matrices inversibles).

 Définition 2.1.10.
(i) Soient A € M,xm(R) et B € M,,«¢(R). On définit le produit AB comme étant la

matrice C' € M,,4,(R) avec C = (¢;;) et telle que ¢;; = Z a;kbr; pour tous 1 <i < mnet

Je=il
1<j<t.

[Il faut faire attention ici car le produit est défini uniquement lorsque le nombre de colonnes de A est égal au nombre ]

de lignes de B.

(ii) Une matrice A € M,,x,(R) est dite inversible s’il existe B € M,,«,(R) telle que

10 ...0
01 ..0
AB=|. . 7 | =BA
00 1
=T

(iii) On note GL(n,R) l’ensemble des matrices n X n (a coefficients dans R) qui sont
inversibles. Avec la multiplication de matrices, GL(n,R) est un groupe.

AZ: Ce dernier exemple est fondamental. En fait, beaucoup d'autres exemples intéressants sont des sous-
groupes (Définition 2.2.1) de GL(n,R). On verra aussi que dans |'algébre linéaire le calcul matriciel est tres
important. Je vous propose de regarder la vidéo < But what is a neural network ? > sur la chaine 3BluelBrown.

Je vous invite aussi a lire cet article (' (en anglais).

Remarque 4 (A A lire en fin de semestre). Soit K un corps et considérons le groupe
GL(n, K). On peut définir une loi de composition externe sur l’ensemble M, ., (K) de la
facon suivante :

GL(n, K) X M5 (K) = M, (K)
(P,A) — PAP™!
Notez qu’en utilisant la notation de I’Exemple 1.2.5 on peut aussi considérer cette loi comme
une application
GL(n, K) = F(M,xn(K), M, xn(K))
P (fp: Ars PAP™Y)
telle que pour chaque P € GL(n, K) la fonction fp : M,xn(K) — M,y (K) est bijective.
Pouvez-vous voir pourquoi? Ceci est donc un exemple d’action de groupe. Alors, on peut

utiliser cette loi-la pour définir une relation d’équivalence sur ’ensemble My, (K). Pouvez-
vous décrire les classes d’équivalence lorsque n =2 et K =R ou C?
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2.1.2 Pour réfléchir chez vous

Exercice 2.1.11. Si (G,x*) est un groupe fini (c.-a-d. que ’ensemble G est fini) on peut
décrire * a travers un tableau (ou matrix) : on place les éléments de G dans un ordre fixe

g1 =¢€,92,...,0, €t on pose que l'entrée a;; du tableau soit I'élément g;9;, € G (et que doit
étre I'un des gy), cf. Exemple 2.2.6. Montrez que dans ce cas G est abélien si et seulement si
le tableau donne une matrice symétrique (la transposée est égale a la matrice originale). la
matrice
Exercice 2.1.12. Soit (G, *) un groupe avec élément neutre e et tel que g°> = g% g = e pour EraHISPOSée
ou la
tout g € G. Montrez que G est abélien. transposée)
d’une
Exercice 2.1.13. Considérez I’ensemble # de toutes les matrices H € M3,3(R) de la forme : matrice
€
My, s (K
I a b est i(a
01 c¢l. m?trice
A
obtenue
Montrez que H est un groupe avec le produit des matrices. Ce groupe est appelé le groupe o
de Heisenberg et son origine est trouvée dans la mécanique quantique. o igieezn
et les
colonnes
2.2 Sous-groupes € £

Définition 2.2.1. Soit (G, *) un groupe. Un sous-ensemble H C G est un sous-groupe de

G si la loi * restreinte a H munit H d’une structure de groupe. Si tel est le cas, on écrit
H<G.

Nous constatons que cette définition n’est pas tres pratique. Nous démontrons donc ce
qui suit.

rProposition 2.2.2. Soit (G,*) un groupe et H C G un sous-ensemble. Alors H est un|
sous-groupe de G si et seulement si les trois conditions suivantes sont vérifiées.

(i) H est non vide,
(ii) pour tous a,b € H, on aaxb e H, et
(iii) pour tout h € H, on a h™' € H.

Démonstration.

Tout d’abord, supposons que H soit un sous-groupe de G. Alors, H possede un
élément neutre ey et est donc non vide. En plus, (ii) s’ensuit, puisque la loi de composition
sur G se restreint a une loi sur H. On a aussi que ’élément neutre de H, ey, est égal a e,
I’élément neutre de G. En effet,

ey € H
ey est élément neutre de H
+
Eg *X€e =€eg =€y *ey = e=eqg|
T
eg € G simplification & gauche
e est élément neutre de G

Maintenant, montrons que (i) est valide. Si h € H, il existe he H tel que hsh = h*h = ey.
Alors, puisque ey = e, par l'unicité des inverses, on obtient que h = h™! et donc h™! € H.
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Supposons maintenant que les conditions (), (i7) et (ii7) soient vérifiées. Alors, (ii)
nous dit que l'image de tout couple (a,b) € H x H sous la loi x appartient a H, c.-a-d. que la
restriction de x & H x H définit bien une loi de composition sur H. La loi est associative car
elle est déja dans G (cf. Exercice 1.2.9). En plus, par () il existe h € H et par la combinaison
de (iii) et (ii) on a hxh™* = e € H. Autrement dit, H possede un élément neutre, notamment
e, I'élément neutre de G. Enfin, il résulte de (iii) que tout élément de H possede un inverse.
En conclusion, les conditions (G1), (G2) et (G3) dans la Définition 2.1.1 sont vérifices et
(H, ) est un groupe. O

2.2.1 Exemples

Exemple 2.2.3. Si G est un groupe quelconque, alors H = {e} et H = G sont des sous-
groupes de G.

Exemple 2.2.4. {1, -1} < (R\{0},-).

Exemple 2.2.5. Si G = Z/6Z, alors H = {0, 2,4} est un sous-groupe.

Exemple 2.2.6. Le groupe G = S5 a six éléments : ’élément neutre e = 1 3 g , 01 =
123\ (23 (123 - (123 (123
213072 1320 \321)%% " \231)9%7(31 2)

On note que o109 = 04 # 05 = 0901, et donc S3 n’est pas abélien. En plus, H =

{e,04,05} < S3. En effet, on a

0‘6 04 Op

(& e o4 Op
04 | 04 Op €
05 | Oy (& (o)

2.2.2 Pour réfléchir chez vous

Exercice 2.2.7. Soit (G, *) un groupe abélien avec élément neutre e et posons
Gr={geG|g"=gxg=ce}.

Montrer que G5 est un sous-groupe de GG. Dans le cas particulier du groupe (Z/4Z, +), trouver

Go.

Exercice 2.2.8. Plus généralement, soient (G,*) un groupe abélien et n € N un nombre

naturel supérieur ou égal a deux. Montrez que H = {g € G; ¢" = e} est un sous-groupe de

G. Ici g" = g *...x g. Est-ce que vous pouvez décrire H lorsque (G,x*) = (C\{0},-)?
—_—

n

Exercice 2.2.9. On dit qu'une matrice A € M,,,,,(R) est orthogonale si A" = A, c’est-a-
dire que A'A = I,, = AA". L’ensemble de toutes ces matrices orthogonales est noté O(n,R).
Montrez que O(n,R) < GL(n,R).
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2.3 Morphismes de groupes

Il n’est pas tres utile de définir de nouveaux objets mathématiques si on ne sait pas
comment les comparer entre eux. La notion qui permet de le faire pour les groupes est celle
d’homomorphisme des groupes.

 Définition 2.3.1. Soient (A, *) et (B,o) des groupes.

(i) Un homomorphisme (ou simplement morphisme) de groupes de A dans B est une
application ¢ : A — B, telle que pour tous x,y € A on a

o(T : y) = ¢() ° ©(y)-

loi sur A loi sur B

(ii) Un isomorphisme, s’il existe, entre A et B est un homomorphisme bijectif. Si tel est
le cas, nous disons que A et B sont isomorphes, ou que A est isomorphe a B (et vice
versa), et on écrit A ~ B.

Voici quelques propriétés qui suivent directement de la Définition 2.3.1.

~

'Lemme 2.3.2. Soit ¢ : A — B un morphisme de groupes de (A, *) dans (B,*), et soit encore
ae€ A. Alors

(i) p(ea) = e,
(i) p(a™) = p(a)™
(iii) et plus généralement pour tout n € Z on a p(a") = p(a)".

Démonstration. Comme déja mentionné, la preuve découle directement de la Définition 2.3.1
(i) et est laissée en exercice. O

La notion de morphisme de groupes nous permet aussi d’introduire deux autres exemples
de sous-groupes qui sont tres importants.

N

 Définition 2.3.3. Le noyau d’'un homomorphisme de groupes ¢ : A — B est ’ensemble
ker(p) ={a € A | p(a) =eg} C A.
I’élément neutre de B

On désigne l'image de ¢ par im(p) = {p(a) | a € A} C B.

J

(Proposition 2.3.4. Si ¢ : A — B est un morphisme de groupes de (A, *) dans (B,*), alors |
ker(p) < A et im(yp) < B.

J

Démonstration.
e Montrons que ker(p) < A en utilisant la Proposition 2.2.2. Par Lemme 2.3.2 (i),
ea € ker(p) et donc ker(p) est non vide. Maintenant, prenons z,y € ker(y). Alors

x,y € ker(p)

+
plaxy) =pl@)xoy) = epxep =ep = v xy € ker(p)
Définition 2.3.1 (i) Définition 2.3.3
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et, également, par Lemme 2.3.2 (i7) on a

pla") = pla)™" =es.
—~—

—=ep

e Je vous laisse comme exercice de montrer que im(p) < B.
L

2.3.1 Exemples

Exemple 2.3.5. Soit G un groupe quelconque. Alors I'application identité id : G — G est
un morphisme de groupes, tout comme l'application constante ¢ : G — {e}.

Exemple 2.3.6. Soit H = {e, 04,05} < S3 comme dans 'Exemple 2.2.6. On définit ¢ :
Z)3Z — H par ©(0) = e, (1) = 04 et ¢(2) = 05. On vérifie que ¢ est un isomorphisme de
groupes.

Exemple 2.3.7. Soit n € N;n > 1 et
a — a. Alors ker(p) = {a € Z | a =
d’autres sous-groupes de (Z,+)?

soit ¢ : (Z,+) — (Z/nZ,+) le morphisme défini par
0} = {a € Z | ndivise a} = nZ. Est-ce qu'il y a

1 «a

Exemple 2.3.8. Soit H = {(O )

) } < GL(2,R) et considérons l'application ¢ : H — R

/7 ]' 7’ . . .
donnée par ( — a. On peut vérifier que ¢ est un isomorphisme de groupes de H (avec

a
01
la multiplication des matrices) dans (R, +).

2.3.2 Pour réfléchir chez vous

Exercice 2.3.9. Trouvez un sous-groupe H < S5 tel qu’il existe un isomorphisme de groupes
7/27 — H. Décrivez explicitement l'isomorphisme. Combien de sous-groupes de ce type
existe-t-il 7

Exercice 2.3.10. Soit S' le cercle unité dans R? i.e. S* = {(z,y) € R* | 2° +9* = 1}. On
définit la loi de composition * sur S par

(a,b) x (¢,d) = (ac — bd, ad + bc)
pour a,b, c,d € R. On sait que (S*,*) est un groupe. Soit f : R — S! 'application définie
par f(z) = (cos(2mz),sin(27x)) pour x € R.

(a) Montrer que f est un homomorphisme de groupes entre (R, +) et (S, *).

(b) Montrer que f est surjective et déterminer son noyau ker(f). L’application f est-elle un
isomorphisme de groupes ?
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Cours 4 & 5

3.1 Anneaux

Définition 3.1.1. Un anneau unitaire (A, +, ) est un ensemble (non vide) muni de deux
lois de composition

+:AXAS A et AxA—A
(z,y) =z +y (z,y) = x-y

satisfaisant les axiomes suivants :
(A1) (A,+) est un groupe abélien,
(A2) a-(b-c)=(a-b)-cpour tous a,b,c € A (la loi - est associative)

(A3) il existe 14 € Atelque 14-a=a-14 = a pour chaque a € A (1,4 est élément neutre
pour )

(A4) la loi - est distributive a droite et a gauche sur la loi +.

\ J

AZ: A Notez que cachée dans la définition ci-dessus se trouve la stabilité de A par rapport aux deux lois.

AZ: A Pour moi un anneau est toujours unitaire, c'est-a-dire que (A3) est toujours vrai pour les triplets
(A, +,-) qui m'intéressent, donc je me permettrai de parler simplement d'anneaux. Par contre, pour moi, il existe

des anneaux tres intéressants qui ne sont pas commutatifs, c'est-a-dire, dans lesquels a - b # b - a!

Remarque 5. Si (A, +,-) est un anneau (unitaire), on écrira souvent ab a la place de a - b
et on parlera de la multiplication dans A. Notez que les inverses multiplicatifs n’existent pas
nécessairement. En plus, on suppose que 14 # 0, et donc que A # {0}.

3.1.1 Exemples

Exemple 3.1.2. Les ensembles Z,Q ou R munis des opérations usuelles d’addition et de
multiplication sont des anneaux commutatifs.

Exemple 3.1.3. Soit n € N avec n > 2. On peut munir U'ensemble Z/nZ des entiers
modulo n d’une deuxieme loi de composition. On peut associer & chaque paire (@, b) I'élément
ab € Z/nZ. Je vous laisse comme exercice de vérifier que les axiomes (Al), ..., (A4) dans la
Définition 3.1.1 sont valables.

Exemple 3.1.4. Soit I un intervalle ouvert de la droite réelle et soit encore F(I,R)
I’ensemble de toutes les fonctions de I dans R. Considérez les opérations d’addition et de
multiplication de fonctions :

(f+9)(@) = f2) +g(x),  (f-9)(x) = [fz)-g(x).
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Alors, (F(I,R),+,-) est un anneau avec ces lois. En fait, on peut considérer tout ensemble
E non vide et tout anneau (A, +,-), et il est toujours vrai que F(F, A) est un anneau avec
I’addition et la multiplication usuelles.

Exemple 3.1.5 (Des matrices revisitées). Si A est un anneau, on peut considérer I’ensemble
M, (A) des matrices n X n & coefficients dans A. Avec les mémes définitions de I’addition
et de la multiplication que pour les matrices réelles, cet ensemble est un anneau.

3.1.2 Quelques propriétés

Lemme 3.1.6. Soit (A, +,-) un anneau (unitaire). Alors,
(i) 0-a=a-0=0 pour tout a € A,

(i1) (—a)b = a(—b) = —(ab) pour tous a,b, € A, et

(i1i) (—a)(—b) = ab pour tous a,b € A.

Démonstration.

(i) Pour tout a € A on a

0-a=(0+0)-a (0 est 'élément neutre pour +)

=0-a+0-a. (- est distributive a droite sur +)

Notez maintenant que nous pouvons également écrire 0-a = 0-a+0 . Donc, en utilisant
la simplification a gauche (Proposition 2.1.3), il s’ensuit que 0 - a = 0. Pour démontrer
que a - 0 = 0 nous pouvons utiliser un argument symétrique completement analogue :

a-0+0=a-0=a-(0+0)=a-0+a-0.

(ii) Il suffit d’observer que pour tous a,b € A nous avons que

- est distributive a droite sur + Lemma 3.1.6 (i)
1 {
ab+ (—a)pb=(a+(—-a))-b=0-b=0
D)
définition d’inverse et 0 est 1’élément neutre pour +

et, similairement,

- est distributive a gauche sur +

ab+a(—=b) = a-(b+ (b)) =a-0=0.

Donc, par I'unicité des inverses additifs (c.-a-d. par rapport a +), on a que (—a)b =
a(—b) = —(ab).

(iii) En utilisant (i) deux fois et le fait que —(—a) = a (Proposition 2.1.3 (ii)), nous obtenons

que
(—a)(=b) = —(a(=b)) = —(—(ab)) = ab
pour tous a,b € A.
[]
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3.1.3 Morphismes et sous-anneaux

~

| Définition 3.1.7 (Morphisme d’anneaux). Soient (A,+,-) et (B,®, x) deux anneaux,
avec unités (des éléments neutres multiplicatifs) 14 et 1, respectivement. Un morphisme
d’anneaux est une application ¢ : A — B telle que pour tous a,b € A on a

* p(a+b)=p(a) D p(b),

* p(a-b) = p(a) x o(b), et

° p(la) = 1p.

J

En algebre, il est toujours intéressant de considérer les sous-structures. Par exemple, nous
avons vu que de nombreux exemples de groupes proviennent de ’étude des sous-groupes de
GL(n,R). Pour les anneaux, le concept de sous-anneau est le suivant.

-

' Définition 3.1.8 (Sous-anneau). Soient (A, +,-) un anneau et S C A. On dit que (S, +, )
est un sous-anneau de A si

(S1) (S,+) est un sous-groupe de (A, +) — en particulier, S est non vide;

(S2) nous avons que a - b appartient a S pour tous a,b € S';

(S3) et I’élément neutre multiplicatif 14 de A appartient a S.

\ J

AZ: Notez que le point (ii) dans la définition ci-dessus nous dit que S est unitaire et que 1g = 14.

Lemme 3.1.9. Soient (A, +,-) un anneau et S C A. Alors, les affirmations suivantes sont
équivalentes :

(i) (S,+,-) est un sous-anneau de (A,+,-),
(ii)) 14 € S et pour tous a,b € S, onaa—be S eta-beS.

Démonstration.
(1) = (i) Cela découle directement de la définition d'un sous-anneau.

(17) = (i) Tout d’abord on note que (S2) et (S3) sont valides d’apres (i7). Maintenant, on montre
que (S1) est valide. On utilise la Proposition 2.2.2. Comme 14 € S, S est non vide et
comme 1, —14 =0 on a que 0 €.S. Donc on a aussi que

e beS=0—-b=-be S, et, par conséquent, que
eabeS=a—(-b)=a+bes.
C’est-a-dire que (.S, +) est un groupe.
[]

3.1.4 Plus d’exemples

I1 découle de la définition de sous-anneau que si (S, +, ) est un sous-anneau de (A, +,-),
alors S est un anneau. Nous pouvons donc examiner d’autres exemples d’anneaux.
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Exemple 3.1.10. Soit . > 2 un nombre entier naturel qui n’est pas un carré parfait.

Considérez 1’ensemble
Zlvm| ={a+b-v/m | a,b € Z}.
Alors, (Z[y/m],+,-) est un sous-anneau de (R, +, ).

Exemple 3.1.11. Soit [ un intervalle ouvert de la droite réelle et soit encore C(I,R)
I'ensemble de toutes les fonctions de I dans R qui sont continues. Alors, C(I,R) est un
sous-anneau de l'anneau F(I,R) décrit dans 'Exemple 3.1.4 et, par conséquent, il est
lui-méme un anneau. De méme, les regles de dérivation montrent que ’ensemble de toutes
les fonctions f : I — R qui sont dérivables/différentiables sur l'intervalle I est aussi un
anneau. Pourquoi? Apres avoir appris ces concepts, essayez de bien comprendre cet
exemple.

(A Les notions de fonction continue et de fonction dérivable seront étudiées dans le cours d’analyse. J

3.2 Corps

Un corps est un anneau unitaire commutatif dans lequel tout élément non nul (c.-a-d.
# 0) est inversible par rapport a la multiplication :

Définition 3.2.1. Soit (K,+,-) un anneau unitaire. On dit que K est un corps si et

seulement si K # {0}, la loi - est commutative, et pour tout a € K\{0}, il existe a ' € K

telquea-at=a'ta=1

On peut prouver qu'un anneau (K, +, -) est un corps si et seulement si (K, +) et (K'\{0},-)
sont des groupes abéliens et, en plus, on a que (a +b)-c=a-c+b-c pour tous a,b,c € K .
Notez que la commutativité de la loi - implique que la distributivité a gauche est équivalente
a la distributivité a droite.

Les anneaux (Q, +,-), (R, +,-) et (C,+,-) , o + et - sont les opérations usuelles, sont des
corps. Par contre, (Z,+, ) n’est pas un corps. Pourquoi ?

3.2.1 Corps finis

)
Pourquoi 7

est vraie.

Proposition 3.2.2. Soit p € N un nombre premier. Alors, tout élément de Z/pZ différent
de 0 est inversible.

dessous.

Démonstration. Soit a € Z tel que @ # 0. Comme a n’est pas un multiple de p et p est un
nombre premier, on a que pged(a,p) = 1. Donc, par Iidentité de Bézout, il existe b,c € Z
tels que ab + pc = 1. Donc ab — 1 = —pc et p divise ab — 1. Par conséquent, ab = 1 et on
déduit que @ est inversible. O

Corollaire 3.2.3. Soit p € N un nombre premier. Alors, (Z/pZ,+,-) est un corps. Souvent,
on écrit ¥, pour désigner le corps fini Z/pZ.
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3.2.2 Le corps de nombres complexes

Le corps de nombres complexes est I’ensemble C des nombres qui peuvent étre écrits
comme a+b-i, ol a,b € R et i satisfait i* = —1 (c’est 'une des racines de p = 2°+1 € R[z].) ;
et qui est équipé des opérations :

(a+b-i)+(c+d-i)=(at+c)+(b+d)-i

et
(a+b-i)-(c+d-i) = (ac—bd) + (ad + bc) - i.

La partie réelle du nombre complexe z = a+b-i est R(z) = a, et la partie imaginaire est
3(z) = b. En plus, nous définissons le conjugué d’un nombre complexe z = a + b - i comme
étant le nombre complexe Z := a — b-4. Finalement, notez qu’on peut construire une bijection
C — R? définie par @ +b-i +— (a,b). Le module d’'un nombre complexe z = a + b - est le
nombre réel noté |z| défini par va? 4+ b2. Autrement dit, |z| est égal a la distance (euclidienne)
entre les points (a, b) et (0,0).

Plan complexe et forme polaire Par définition, tout nombre complexe correspond
uniquement a un vecteur dans le plan R?> = R x R. La somme des nombres complexes

correspond a la somme des vecteurs, et la conjugaison correspond a la réflexion par rapport
a l'axe réel, c-a-d. Rx {0} ~{a+0b-i€ C | b=0} Alors,si z =a+0b-i € C\{0}, en

notant » = |z| > 0 le module et § = arctan(b/a) € (—m,n] Pargument, on peut écrire (En
a+b-i=rcosf+ (rsinf) - i. fait, on
. S considere

6 modulo
27

Forme matricielle Soit C ’ensemble de toutes les matrices 2 x 2 a coefficients réels qui

ont la forme :
a —b
b a )’

On peut prouver que C est un sous-anneau de My, o(R) et que 'application
p:C—=C
. (a —b)
a+b-1—
b a
est un isomorphisme (= morphisme bijectif) d’anneaux.

3.3 Anneaux de polynomes

Soit (A, +, -) un anneau et considérons AV, ’ensemble des suites ordonnées (ag, a;, as, . . .)

d’éléments de A avec a; # 0 pour un nombre fini de 7 . On peut définir deux lois de composition [ a veut
interne sur AV : el il
existe
o (ag,al, .. ) ©® (bo,bl, .. ) = (CLQ + bo,a1 + bl, .. .), et n € N tel
N que a; =
e (ag,ay,...)® (b, by,...) = (co,c1,...), 00 ¢ == Z a;b; pour chaque k € N. 0 pour
i+j=k tous ¢ >
n
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On note tout de suite que (A", @) est un groupe abélien avec élément neutre (0,0,0,...),
I'inverse de (ag, ay,...) est (—ag, —aq,...), et 'associativité et la commutativité de la loi &
sont héritées de celles de + (dans A). On note aussi que ® est également associative et que
son élément neutre est la suite (14,0,0,...).

En ce qui concerne AN, nous adoptons les notations suivantes. On écrit :

(N1) 0=(0,0,...),

(N2) z:=(0,14,0,0,...),

(N3) 1=(14,0,0,...), et

(N4) pour a € A, a = (a,0,0,...).

En plus, on remplace & par + et ® par - (ou par la juxtaposition d’éléments), et on désigne
(AN @, ®) par (Alz],+,-). On appelle ce triple ’anneau des polynémes a coefficients
dans A (voir Proposition 3.3.1 ci-dessous). Les affirmations suivantes sont des conséquences
directes de ces nouvelles notations.

e Pourae€ A,onaquea=a-1.

e Pour a € A, on a que (0,a,0,...) =(a,0,0,...) ®(0,14,0,...) =a-z.

e Pourn € Nyn > 1, on a que (0,0,...,14,0,...) =2" =g -... -z, ol le terme 14 est
—

n
a la (n + 1)-ieme place.
e Pour a; € A,i € N, si ap = 0 pour tout £ > n, on a que

n
(ag,ay,...,a,,0,0,...) =ag+a;-z+...+a,- z".

Proposition 3.3.1. L’ensemble Alz|, avec + et -, est un anneau. Si A est commutatif, alors
Alx] est commutatif. L’application ¢ : A — Alx] définie par ¢(a) = (a,0,0,...) est un
morphisme d’anneauz qui, par ailleurs, est injectif.

AZ: Notez qu'étant donné le morphisme ¢ de la Proposition 3.3.1, on identifie A avec ¢(A), et A devient un

sous-anneau de I'anneau de polyndmes A[z].

Définition 3.3.2. Soit (A, +,+) un anneau.
(i) Soit p=ap+ay-x+ ...+ a, 2" € Alz], avec a,, # 0. On dit que p est de degré n, et
on écrit deg(p) = n. On pose deg(0) = —oo.
(ii) Pour p € A[z], si deg(p) = n et a, = 14 (le coefficient du terme de plus haut degré), on
dit que p est unitaire.

(iii) Sideg(p) =0, ou si p =0, on dit que p est un polynéme constant.

\ J

3.3.1 Polynémes a coefficients dans un corps

Si K est un corps, nous savons d’apres la Proposition 3.3.1 que I’ensemble des polynomes a
coefficients dans K, muni de ’addition et de la multiplication des polynomes, est un anneau
commutatif. En plus, dans le cas ou K est un sous-anneau d’'un anneau A, il est utile de
considérer les morphismes d’évaluation en un élément a € A.
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 Définition 3.3.3. Soit K un corps qui est sous-anneau d’un anneau A. Soit encore p €
Klz] C Alz] avecp=ag+ a1 -+ ...+ ap - z".

(i) L’évaluation de p en a € A, notée p(«), est I'élément de A suivant :
ap +aja+ ...+ aa”.

e Pour chaque @ € A fixé, on peut donc considérer le morphisme d’anneaux ev, :
K[z] — A défini par p — p(a).
e On peut également considérer le morphisme d’anneaux ¢ : K[z] — F(A, A) défini
par
p— (a = eva(p) = p(a)).

(ii) Un élément oo € A s’appelle une racine de p € K|[z] si p(a) = 04.

N

Théoréme 3.3.4 (division euclidienne des polynomes). Soient p,q € K|x] avec q # 0. Alors,
il eziste un unique couple de polynomes g,r € K|x] avec deg(r) < deg(q) et tels quep = g-q+r

Démonstration. Admis sans preuve. O

Corollaire 3.3.5. Soit K un corps et soient encore p € Klx| et « € K. Alors, a est une
racine de p si et seulement si v — « divise p, c-d.-d. p = g(x — «) pour un certain g € K|x].

Démonstration. L’assertion découle du théoreme précédent en posant ¢ = xr—« et en utilisant
le fait que ev, : K[z] — K est un morphisme d’anneaux. O

3.3.2 Théoreme fondamental de 1’algebre

Définition 3.3.6. Soit K un corps. On dit qu'un polynéme p € K|x] est scindé s’il existe
B,by,...,b, € K tels que

p=0(x—0b1) (x—by) ... (v —0by)

Théoréme 3.3.7 (Théoreme fondamental de 'algebre). Tout polynome a coefficients dans
C est scindé.

Démonstration. Admis sans preuve. O

3.4 Pour réfléchir chez vous

Exercice 3.4.1. Comprenez bien I'exemple suivant. Soit o € C une racine d'un polynome
du second degré avec des coefficients réels. Par exemple, on peut considérer o = v/2 et le
polynéme p(z) = 2% — 2. Alors, ’'ensemble

Rla] ={a+b-a | a,b e R}

est un sous-anneau de (C, +, ).
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Exercice 3.4.2. Soit m > 2 un nombre entier naturel qui n’est pas un carré, par exemple,
on peut considérer m = 2. Considérez 1’ensemble

Qlvm] ={a+b-vm | a,b € Q}.

Prouvez que les affirmations suivantes sont vraies.
(i) L’application ¢ : Q — Q[y/m] définie par @ — a (I'inclusion) est un morphisme
d’anneaux injectif.

(ii) (Q[v/m],+,-) est un corps.

Exercice 3.4.3. Considérez 'ensemble Q[v2] (comme dans Exercice 3.4.2) et le sous-
anneau (A, +,-) de Ma«o(Q) de toutes les matrices qui ont la forme

a 2b
(b a) a,b e Q.

Prouvez que lapplication ¢ : Q[\/ﬁ] — A définie par a + b - V2 — (Z 2ab> est un

isomorphisme d’anneaux, c.-a-d. un morphisme qui est bijectif.

Exercice 3.4.4. Trouvez un morphisme d’anneaux ¢ : (Z,+,-) — (Z,+, -). Existent-ils 7 Si
oui, combien ? Et si plutot nous considérons des morphismes
Q: (Q[\/ﬁ], +,:) — (Q[\/E], +,-)? Je prétends que dans ce dernier cas, il n’y en a que deux,
et que tous deux sont des isomorphismes. Pourquoi ? Pouvez-vous les décrire ?
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Cours 6

4.1 Espaces vectoriels

' Définition 4.1.1. Soit K un corps. Un /-espace vectoriel est un ensemble non vide V)
munis de deux lois :

(E1) une loi interne + : V' x V' — V telle que (V,+) est un groupe abélien ; et
(E2) une loi externe - : K x V' — V telle que pour tous u,v € V' et pour tous A\, u € K on a

que

o Iy -v=wu,

e A+p)-v=Av+p-v,
o (Au)-v=2AX-(pu-v), et
e A-(ut+v)=A-u+A-o.

Si V est un K-espace vectoriel , ses éléments s’appellent les vecteurs et les éléments de
K s’appellent les scalaires. On parle de ’addition de vecteurs et de la multiplication par un
scalaire. On notera 1’élément neutre du groupe (V,+) par 0 (ou Oy si nécessaire) et l'inverse
de v € V par —v.

4.1.1 Premieres propriétés

rProposition 4.1.2. Soit V un K-espace vectoriel et soient encore A € K et v € V.. Alors, )
(i) X- 0y = Oy,
(i1) O - v = Oy,
(i) A-v =0y = (A=0x)V (v=0y), et

| (iv) (=A)-v=X-(—v)=—(A-v).

Démonstration. Solent A € K et v e V.

(i) Oy +A-0y = A0y = A+ (0y +0y) = A- Oy + A- Oy et en simplifiant a droite on obtient
)\ ‘ OV - Ov.

(ii)) Oy +0-v=0-v=(04+0)-v=0-v+0-v et on conclut comme dans (7).

(iii) Si A = 0 il n’y a rien & prouver, donc supposons que A # 0. Alors, il existe A\™* € K et
on a que

Av=0y=A1(A-v)=X""0p
= (A1) v=0y
=1-v=0y
= v =0y

(iv) On observe que
(=N)-v+A-v=(=A+N)-v=0-v=0yp
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et que
A(=v)+ A v=X(—v+v)= X0y =0y.
Donc, par I'unicité des inverses, on a (=\) -v = A - (—v) = —(X - v). Notez que, par
définition, (V,+) est un groupe abélien.
L

4.1.2 Exemples

Exemple 4.1.3 (Le plus petit). L’exemple le plus simple d’espace vectoriel est 1’espace nul
V' = {0}, qui ne contient que le vecteur nul. On va voir que tout K-espace vectoriel contient
un sous-espace vectoriel isomorphe a celui-ci.

Exemple 4.1.4 (Espace des n-uplets). Soit K un corps et V' le produit cartésien K x...x K
(n fois) qu’on notera K™. Nous pouvons munir V' d’une structure d’espace vectoriel comme

suit. Si u = (uq,...,u,) et v = (vy,...,v,) appartiennent & K", et A € K, les deux lois sont
définies par :
o utv:=(ug+v1,...,u, +vy), et

o X-v=(Avyg,...,\v,).

En particulier, tout corps peut étre considéré comme un espace vectoriel sur lui-méme.

Exemple 4.1.5 (Espace des polynomes). Soit K[z] 'anneau de polynémes a coefficients
dans un corps K. Alors (K[z],+) est un groupe abélien et on peut définir une loi externe, la
multiplication par un scalaire, comme suit. Si A € K et f = ap+az+ ...+ a,2" € Klz], on
pose

A fi=Xag+ Aaqx + ...+ Aa .

Avec ces opérations, K[x] devient un espace vectoriel sur K.

Exemple 4.1.6 (Espace des fonctions). Soit E un ensemble non vide quelconque. Si K est
un corps, l'ensemble F(F, K) de toutes les applications de £ dans K est un anneau. En
particulier, (F(FE, K),+) est un groupe abélien et on définit une loi externe par : pour tout
A € K et pour tout f € F(E, K) on pose

ANf=E>c— )\ f(r)e K.

—~—
eK

Je vous laisse comme exercice de vérifier que F(E, K) muni de ces opérations est un K-espace
vectoriel.

Exemple 4.1.7 (Espace des matrices). Rappelez-vous qu'une matrice n x m a coefficients
dans un corps K est un tableau a n-lignes et m colonnes constituées d’éléments de K :

a;r a2 ... QAim

21 A29 ... QAg9m
A=

Ap1 Ap2 ... Apm

L’ensemble M, ., (K) de toutes ces matrices peut étre muni d’une loi interne + et d’une loi
externe - comme suit. Solent A, B € M, «,,(K), avec A = (a;;) et B = (b;;) et soit encore
A € K. On définit
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o A+B:(a,-j+bij),et
e \-A= ()\a”)
On peut vérifier que M, «,,(K) muni de ces opérations est un K-espace vectoriel.

Exemple 4.1.8 (Espace des solutions d’un systeme linéaire). Soit K un corps et A = (a;;) €
M5 (K). Considérez le systeme de n équations dans les variables xq, ..., z,, :

111 + a9 + ... + Q1T = 0

()

An1T1 + Ao + ...+ AT = 0

On dit que (vq,...,v,) € K™ est une solution du systeme si pour tout 1 <i < n on a que

m
E a;;Vj = Q101 + ...+ AUy = 0.
J=1

Les restrictions des deux lois + et - (sur ™) au sous-ensemble
Wy ={(v1,...,0m) € K™ | (v1,...,0,) est solution de (x)}

font de W, un K-espace vectoriel. Autrement dit, W, C K™ est un sous-espace vectoriel.

AZ: On peut prouver que le choix d'une matrice A € M,,«,, comme dans le dernier exemple définit un
morphisme de groupes :

YA (mel (I()a +) — (Mnxl (]{> +)
. ai; a2 ... Qaim -
T X
a1 a2 ... d2m
—>

Tm Lm,
n1 an2 cee Opm

En utilisant ce langage, nous avons que W4 = ker(p4).

4.1.3 Sous-espaces vectoriels

Définition 4.1.9. Soit V un K-espace vectoriel. Une partie W C V s’appelle un sous-
espace vectoriel (ou simplement sous-espace) de V' si les restrictions des deux lois + et - &
W font de W un K-espace vectoriel. On écrit W < V.

La proposition suivante nous dit qu’il faut et qu’il suffit de vérifier une seule condition
pour assurer qu'une partie non vide de V' est un sous-espace.

Proposition 4.1.10. Soient V un K-espace vectoriel et ) = W C V. Alors W est un sous-
espace de V' si et seulement si pour tout A € K et pour tous u,v € W on a que A\u +v € W.
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Démonstration. Tout d’abord, c’est clair que si ) # W C V est un sous-espace, A € K, et
u,v € W, alors A\u +v € W.

A I'inverse, comme W est non vide, il existe w € W et en prenant A = —1 € K on
trouve que (—1) - w4+ w = —w + w = 0y € W. Donc, W possede le vecteur nul. Mais alors
il contiendra aussi des inverses. Comme Oy € W en prenant A = —1 € K encore une fois on
déduit que

weW=—-w=(-1)-w+0y eW.

Nous pouvons également montrer que W est stable par + et par - :

cuveW=1ut+v=ut+veW (prenez A = 1)

e e KueW=Xu+0p=X-ueW (prenez v = Oy).
Et enfin, les propriétés restantes sont vérifiées car elles étaient déja dans V. O
Exemple 4.1.11 (Sous-espace engendré). Soit V un K-espace vectoriel et soient vy, ..., vx €
V. Posons

Vect(vy, ... ,0p) = {01+ ...+ X v | Ny € Kpour tous 1 < i < k}.

On peut vérifier que Vect(vy,...,v) est un sous-espace de V', appelé le sous-espace de V
engendré par vy,...,v,. Cet espace est le plus petit sous-espace vectoriel de V' contenant le
sous-ensemble {vy, ..., v,}.

Exemple 4.1.12 (Matrices symétriques). Une matrice carrée A = (a;;) € M, »,(K) est dite
symétrique si a;; = aj;; pour chaque ¢ et j. L’ensemble de toutes les matrices symétriques
forme un sous-espace de M, (K).

Exemple 4.1.13. Toute droite du plan passant par 'origine forme un sous-espace vectoriel
de R?. De méme, tout plan passant par l'origine dans R® et ainsi de suite.

4.1.4 Pour réfléchir chez vous

Exercice 4.1.14. Soit P == {f: R — R | f(z) = f(—z) Vz € R}. Montrer que P est un
sous-espace de F (R, R).

Exercice 4.1.15. Les ensembles suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels de R®? Vous
devez justifier vos réponses.

(a) Wi = {(2,9,2) € R® | 2+ 2y — 5z =0}
(b) Wo = {(z,y,2) € R’ | 2* +y* = 0}
(c) Wa={(z,y,2) ER® | 2 +y+2=1}

Cours 7

5.1 De nouveaux sous-espaces a partir d’autres sous-espaces

Si V' est un K-espace vectoriel et U, W < V sont des sous-espaces, alors leur somme et
leur intersection sont également des sous-espaces.
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rProposition 5.1.1. Soient V' un espace vectoriel sur un corps K et UW CV deux s0us-)
espaces. Alors

(i) UNW est un sous-espace vectoriel de V' et,

(i1) également, U+ W ={u+w | u € Uw € W} est un sous-espace vectoriel de V.
e Dans le cas o UNW = {0y} on parle de la somme directe de U et W et on écrit
UeW.

\

Démonstration.

(i) Tout d’abord on observe que U NW # () car Oy € U et 0y € W. Il suffit donc de
montrer que

AeKabeUNW=X-a+beUNW.

Prenons A € K et a,b € UNW. Comme a,b € U et U est un sous-espace vectoriel, nous
savons que (Proposition 4.1.10, cours 6) A -a + b € U. Similairement, comme a,b € W
et W est un sous-espace vectoriel, on a que A -a + b € W. Mais alors, ¢a implique que
A-a+be UNW et, en utilisant Proposition 4.1.10 (cours 6) encore une fois, on déduit
que U N'W est un sous-espace vectoriel.

(ii) Nous observons également que U+W # ) car 0y, € UNW et donc 0y = 0y +0y € U+W.
Or,si A€ K et a,be U+ W alors il existe uy,us € U et wy, ws € W tels que

Aa+b= X (ur +wp) + (u2 +wy)
=a =b

:()\~u1+u2)+(>\-w1+w2),

mais comme U et W sont des sous-espaces vectoriels, on a que A - uy + us € U et que
A-wy +wy € W, et donc ce qui précede signifie que \-a+be U + W.

(]
Exemple 5.1.2. Soient V un K-espace vectoriel et X C V une partie de V. Considérons

I'intersection de tous les sous-espaces de V' qui contiennent le sous-ensemble X. On pose
S ={U <V | X CU} et on considere :

Vect(X) = ﬂ U.
ves

On vérifie que Vect(X) est bien un sous-espace de V', appelé le sous-espace engendré par la
partie X. En fait, on peut montrer que Vect(X) est I’ensemble de toutes les combinaisons
linéaires (Définition 5.2.1 (D1) ci-dessous) de vecteurs de X.

AZ: A Notez que Vect(()) = {0}.

Exemple 5.1.3. Soient K un corps et V' I'espace de toutes les matrices 2 x 2 a coefficients

dans K. Soient U = a b <VetW= d 0 <V.Alors, UNW = z 0 <
c 0 0 e 00

Vet U+W=V.
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Exemple 5.1.4. Soit V' = F(R,R) et considere les sous-espaces V, = {f € V | f(x) =
f(—x)} (fonctions paires) et V; = {f € V | f(z) = —f(—=)} (fonctions impaires). Alors,
V=V,aV.

On peut bien str généraliser aussi la définition de somme et de somme directe au cas de
plus de deux sous-espaces. Plus généralement, la définition est la suivante.

' Définition 5.1.5. Soient V un K -espace vectoriel et W7, ..., W} des sous-espaces vectoriels |
de V.

(i) On dénote par Wy + ...+ Wy 'ensemble {w; + ... +wy | w; € W;,V1 <i < k}.

(ii) On dit qu'un sous-espace U de V est la somme directe de W7y, ..., Wy et on écrit U =
W1 D...D Wk si

(ii—a) U:W1+—|—Wk, et

(ii-b) W;nN (Z VVJ> = {0y} pour tout 1 < i < k.

JFi

Le résultat suivant caractérise les sommes directes.
Théoreme 5.1.6. Soient W1, ... , Wy, U des sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel
V' avec W; C U pour tout 1 <1 < k. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Chaque vecteur u € U peut étre écrit de fagon unique comme v = wy + ... + wg, avec
w; € W; pour tout 1 < i <k.

Démonstration.

(1) = (i1) Par définition, chaque u € U s’écrit comme u = wy + ... + wy, il faut vérifier 'unicité
d’une telle décomposition. Supposons qu’on peut écrire

u=w;+...+wp=w +...W,

pour certains w;, w; € W;, 1 < i < k. Alors, pour chaque 7 on a que

J#i
Or, ce vecteur appartient a la fois a W; et a la somme Z W;, donc a l'intersection
J#i
Wi N (Z I/Vj) On en déduit que w; — w; = Oy pour tout 1 < < k et que I'écriture

\Jj#i
est unique.

(11) = (i) Par hypothese, U C Wj + ...+ Wj. De plus, comme W; C U pour tout i et U <V
on a aussi que Wy + ...+ W, C U. Montrons que W; N (Z Wj> = {0y} pour tout
J#i
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5.2

1 <i < k. Fixons 1 <1i < k quelconque et prenons v € VVm( E VT@) C Wi+.. . +W,.
J#i
Alors, d'une part
v=0+...40+ v 40+...40,
~—
eWw;

et d’autre part
v:w1—|—...+wi,1+0—|—wi+1+...+wk,

pour certains w; € W;. Comme 1'écriture est unique, on déduit que v = 0.

(In)dépendance linéaire

On fixe un corps K et un K-espace vectoriel V.

(D1)

(D2)

(D3)

(D4)

(D5)

Définition 5.2.1.

Soient vq,...,v; € V des vecteurs. Une combinaison linéaire de v1,...,v; est un
k

vecteur v € V qui peut étre écrit comme v = E Aicv; = A -v1+ ...+ Ap - v pour
i=1

certains scalaires \; € K.

X C V s’appelle un systeme générateur, ou une partie génératrice de V si V =
Vect(X) (voir 'Exemple 5.1.2).

Autrement dit, ) ## X C V est une partie génératrice de V' si et seulement si tout v € V'
est une combinaison linéaire de vecteurs dans X.

Soient v1,...,v, € V. On dit que vy, ..., v, sont liés, ou linéairement dépendants,
s’il existe A1,..., A\x € K, non tous nuls, tels que

)\1-01+...+)\k-vk:OV.

Cela signifie donc que I'un des v; est une combinaison linéaire de toutes les autres v;,

j# i

Par contre, si vy, ..., v, sont distincts et on ne peut pas trouver des scalaires A\; comme
ci-dessus, on dit que ces vecteurs sont libres, ou linéairement indépendants.
Autrement dit, vy,..., v, sont libres s’ils ne sont pas liés. Ce qui signifie que toute
égalité

/\1-U1+...+/\k'vk:0‘/
implique que \; = 0 pour tout .

Une partie X C V est dite liée, ou linéairement dépendante, s’il existe vy,..., v € X
distincts qui sont liés. Sinon, la partie est dite libre ou linéairement indépendante.

J

AZ: Je vous propose de regarder la vidéo < Linear combinations, span, and basis vectors > sur la chaine
3BluelBrown.
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Voici quelques conséquences directes de ces définitions.

Tout ensemble contenant un ensemble linéairement dépendant est linéairement
dépendant.

Tout sous-ensemble d’un ensemble linéairement indépendant est linéairement
indépendant.

Tout ensemble contenant le vecteur nul est linéairement dépendant car 15-0y = Oy. En
particulier, chaque liste de vecteurs dans V' contenant le vecteur nul est linéairement
dépendante.

Une partie X C V est linéairement indépendante si et seulement si chaque sous-
ensemble fini de X est linéairement indépendant, c’est-a-dire si et seulement si pour

tout vecteur distinct vy,..., v, de X, Ay -v1 + ... 4+ A\ - v = Oy implique que chaque
Des vecteurs wvy,...,v; sont linéairement indépendants si et seulement si chaque
vecteur de Vect(vy,...,vx) n’a qu'une seule représentation sous forme de
combinaison linéaire de vy, ..., v.

La partie vide est donc linéairement indépendante.

Exemple 5.2.2.

(i) Pour chaque v € V| le sous-ensemble {v} est linéairement indépendant si et seulement
si le vecteur v n’est pas nul.

(ii) Deux vecteurs distincts dans un espace vectoriel sont linéairement indépendants si et
seulement si aucun des deux vecteurs n’est un multiple scalaire de I'autre.

5.2.1

5.2.2

Quelques exemples en plus de parties génératrices et de parties libres

Dans 'espace vectoriel K [z], ensemble {1,z,2* 2° ...} est un systéme générateur.
Dans 'espace K*, {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} est une partie génératrice .

Dans l'espace R?, {(1,-2),(3,2),(1,5), (—4, 1)} est un systeéme générateur.

La partie vide ) C V est libre.

Dans F(R,R), I'ensemble {sinz,cosx} est un ensemble de vecteurs linéairement
indépendants.

Dans R?, les vecteurs (1, —2) et (3,2) sont libres et le sous-ensemble {(1, —2), (3,2)}
est donc libre aussi.

1 0 0
0 1 0
N N R est un sous-ensemble de M, (K) qui est linéairement
0 0 1
indépendant.

Pour réfléchir chez vous

A quoi ressemblent les vecteurs linéairement dépendants dans R?? Et dans R3?
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e Quelle est la plus petite cardinalité d’une partie génératrice de R*?

Cours &

6.1 Base et dimension

Partout, K désignera un corps et V un K-espace vectoriel.

' Définition 6.1.1. Une partie X C V s’appelle une base si les deux conditions suivantes sont |
satisfaites.

(B1) X est une partie génératrice de V, et
(B2) X est une partie linéairement indépendante.

L’espace vectoriel V est dit de dimension finie si V' possede un systeme générateur fini, ou de
maniere équivalente, si V' possede une base finie (voir Théoreme 6.1.5 ci-dessous).

AZ: A Dans ce cours, on va admettre sans preuve que tout K-espace vectoriel possede une base. Si V = {0}
la base est la partie (). Si V' # {0}, il existe un sous-ensemble propre X C V qui est linéairement indépendant
(par exemple, chaque sous-ensemble de la forme {v} avec v # 0). On peut montrer qu'il existe un sous-ensemble
maximal linéairement indépendant de V' qui contient X et qu'en plus cette partie maximale sera forcément une

base (voir aussi Lemme 6.1.8 ci-dessous).

Proposition 6.1.2. Supposons V' # {0}. Une partie X C V' est une base de V' si et seulement
si pour tout v € V\{Oy} il existe un nombre fini de vecteurs vi,...,v, et des scalaires
Ay Ay € K uniquement déterminés, tels que v = Ay - vy + ...+ Ay - Uy,

AZ: A |ci, je suppose que des vecteurs vy, ..., v, sont distincts.

Démonstration.

(=) Si X est une base, par définition X est une partie génératrice et donc tout v € V' est une
combinaison linéaire de vecteurs dans X. Il suffit de vérifier I'unicité de ’expression.
Supposons

Oy #v=ai - u1+...+ap-u =01 w1+ ...+ B Wn,

pour certains scalaires o, 8; € K et certains vecteurs u,;, w;. En rajoutant des termes
a coefficients nuls, on peut supposer que

U:’Yl'vl‘i‘...‘f")/n'vn:)\l'v1+--'+)‘N'Un

n
Alors, Z(’Vk — M) - vg = Oy et comme X est libre, {vy,...,v,} est libre aussi, et on

k=1
déduit que vx = A\ pour tout 1 < k < n. Par conséquent, les as sont égaux aux [s et

les us sont égaux aux ws.
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(<) Tout d’abord, notez que X est une partie génératrice et comme V' # {0}, X # (). Donc,

il existe Oy # v € X. En plus, Oy ¢ X car sinononav=1-v=1-v+1-0y, ce qui
contredit I'unicité de I'expression. On doit juste montrer que X est libre.
Supposons le contraire. Il existe donc une partie finie de vecteurs distincts {vy, ..., v,} C
X qui n’est pas libre. Donc, il existe aussi des scalaires Aq,..., A, non tous nuls tels
que Ay - v; + ...+ A\, - v, = Oy. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que
A1 # 0 et on peut écrire

V> —)\1'1)1 = —/\1' (%1 :/\Q'Ug—f-...—f—/\n'l}n.
~—

eK*  €X
Ainsi, soit —A; - v; = Oy, soit I'un des autres scalaires est également différent de zéro.
Par I'unicité de I'écriture, on déduit que le vecteur —\; - v; doit étre le vecteur nul.
Mais cela implique que v; = 0y car A\; # 0, ce qui est contradictoire puisque Oy ¢ X.

L]
Corollaire 6.1.3. Supposons que {vy,...,v,} soit une base de V. Alors V. = Vect(v1)®...P
Vect(vy,).

6.1.1 Quelques résultats en plus

Lemme 6.1.4. Supposons que vq,...,v,, soient linéairement dépendants. Alors, il existe
ke {l,...,m} tel que vy, € Vect(vy,...,vx_1). De plus, pour tel k, si le k-iéme vecteur vy
est supprimé de {vy,...,vn}, alors le sous-espace engendré par les vecteurs restants est égal
a Vect(vy, ..., Up).

Démonstration. Comme vq,...,v,, sont linéairement dépendants, il existe des scalaires
Qi ...,y € K, non tous nuls, tels que ay - vy + ... + ay, - v, = 0. Soit k£ le plus grand

k—1
élément de {1,...,m} tel que ay # 0. Alors v, = Zﬂ, -, ol B = —a; 'a; pour tout
i=1

1 <i< k-1, ce qui prouve que vy, € Vect(vy, ... ,vk_;).
Maintenant, supposons que v € Vect(vy, ..., v,,). Alors il existe vy, ..., vm € K tels que

V=Y1"V1+...+Ym  Un.

k—1
Dans cette équation, on peut remplacer vy par Z B; - v;, ce qui montre que v est dans le

=1
sous-espace engendré par les vecteurs v; avec j # k. O]

Théoreme 6.1.5. Si V' # {0} est engendré par une partie finie {vy,...,v,}, c.-a-d., s’il
existe un nombre fini (> 0) de vecteurs vy,...,v, € V tels que V. = Vect(vy,...,v,), alors

toute partie X C V linéairement indépendante est finie et ne contient pas plus de n éléments.
(c.-a-d., | X| <n).
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Preuve 1. Soient wy,...,w, € V des vecteurs linéairement indépendants quelconques. Il
suffit de montrer que k& < n. Comme wy, € Vect(vy,...,v,) =V, les vecteurs wy, vy, ..., 0,
sont linéairement dépendants. En utilisant le Lemme 6.1.4, on peut supposer, sans perte
de généralité, que V = Vect(wq,vs,...,v,), c-a-d. qu’on remplace v; par w;. Notez que
wy # 0! Maintenant, comme wy € Vect(wy, vy, ...,v,) =V, les vecteurs wy, wsq, v, ..., v,
sont linéairement dépendants; et comme wy ¢ Vect(w;), en utilisant le Lemme 6.1.4 encore
une fois, on peut supposer que V' = Vect(wy, ws, vs, ..., v,). En procédant ainsi, apres 1'étape
k (éventuellement apreés avoir réorganisé les vecteurs) nous aurons remplacé vy, ..., v, par
Wi, ..., Wg. A chaque étape, le Lemme 6.1.4 implique qu’il y a un certain v; a supprimer. Il
y a donc au moins autant de vs que de ws. O]

Preuve 2. Pour démontrer le théoreme, il suffit de montrer que tout sous-ensemble X de V'
contenant plus de n vecteurs est linéairement dépendant. Soit X un tel ensemble. Dans X,
il existe donc des vecteurs distincts wy, . .., wg avec k > n; et comme V = Vect(vy,...,v,),
il existe aussi des scalaires \;; € K tels que

n
U)j: E )\z’jvi-
=1

Prenons maintenant k scalaires aq, ..., a; quelconques. Alors
k k n
(11'w1+...+05k'wk:206j"wj:z aj- Z)\ijvi
=1 j=1 i=1
n k
=2 | 2 e )
i=1 \j=1
et il suffit de montrer que nous pouvons toujours trouver des scalaires aq, ..., ax, non tous
k
nuls, tels que (Z )\ijaJ) = 0 pour tout 1 <7 < n. Ceci est vrai car tout systeme homogene
j=1

de n équations linéaires avec k > n inconnues a une solution non triviale. O

Corollaire 6.1.6. Si V est de dimension finie, deux bases quelconques de V' ont le méme
nombre (fini) d’éléments.

Si V est de dimension finie, on peut donc parler de sa dimension. Si V' possede une base
avec n éléments on écrit dim(V) =n .

Corollaire 6.1.7. Si V est de dimension finie et dim(V') = n, alors
(i) chaque sous-ensemble de V' contenant plus de n vecteurs est linéairement dépendant ;

(i1) aucun sous-ensemble de V' contenant moins de n vecteurs ne peut engendrer V.
Lemme 6.1.8. Soit X C V un sous-ensemble linéairement indépendant. Supposons que w

soit un vecteur de V' qui ne soit pas dans le sous-espace engendré par X. Alors, [’ensemble
X U{w} obtenu en adjoignant w a X est linéairement indépendant.
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Démonstration. Considérons vy, ...,v, € X distincts. Si
v+ ...t a, v, + 0w =0,

alors 5 = 0. Sinon,
w = Z(—ﬁ—lai) VU > W E Vect(vl, .. ,vn) C Vect(X).

Ainsi a1 - vy + ... + a, - v, = 0, et puisque X est une partie linéairement indépendante,
chaque «; = 0. Par conséquent, puisque les vecteurs v; étaient arbitraires, cela signifie que
nous ne pouvons pas trouver un nombre fini de vecteurs (distincts) dans X U{w} qui soient
linéairement dépendants. Par définition, X U {w} est donc linéairement indépendant. ]

Théoréme 6.1.9 (de la base incomplete). Supposons que V soit de dimension finie. Soit
L C V wune partie libre (= linéairement indépendante). Alors, L peut étre complété en une
base de V. En plus, si |L| = dim V', alors L est une base.

Démonstration. Nous complétons L en une base de V' comme suit. Si V' = Vect(L) ,il n'y a
rien a faire. Sinon, il existe w € V'\ Vect(L). Maintenant, le Lemme 6.1.8 nous dit que LU{w}
est linéairement indépendant. Si V' = Vect(L U {w}), on s’arréte. Sinon on peut procéder de
cette fagon (en pas plus de dim(V') étapes) jusqu'a obtenir une base pour V. Le processus
doit nécessairement se terminer par le Théoreme 6.1.5, voir aussi Corollaire 6.1.7. O

Corollaire 6.1.10. Soit W < V un sous-espace propre. Alors, W est de dimension finie
et dimW < dimV. En plus, toute base de W peut étre complétée en une base de V. En
particulier, il existe U <V tel que V=U @& W et dimV =dimU + dim W.

AZ: En général, dim(U + W) = dim(U) + dim(W) — dim(U N W).

6.2 Quelques exemples

Exemple 6.2.1. Dans 'espace V' = K" on peut considérer des vecteurs ey, ..., e, défini par

€1 = (1,0,0,...,0)
e = (0,1,0,...,0)

e, = (0,0,0,...,1).
La partie {ey,...,e,} C K" est une base, appelée base canonique.
Exemple 6.2.2. Les parties {(1,2),(3,5)} et {(7,5),(—4,9)} sont des bases de R?.
Exemple 6.2.3. La partie {(1,—1,0),(1,0,—1)} est une base de

V={(z,y,2) ER® | s +y+2=0} <R

Exemple 6.2.4. Soit A € M4, (K) une matrice inversible. Alors, les colonnes de la matrice
A forment une base de V"= M,, ;. De maniere similaire, les lignes forment une base de Ml ,,.
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6.2.1 Pour réfléchir chez vous

Exercice 6.2.5. Montrer que les vecteurs v; = (1,0,—1),v9 = (1,2,1) et v3 = (0,-3,2)
forment une base de R? et exprimer chacun des vecteurs dans la base canonique {ey, e, e3}
comme une combinaison linéaire de vy, vy et vs. .

Exercice 6.2.6. Trouvez trois vecteurs dans R? qui sont linéairement dépendants et tels que
deux d’entre eux, n’importe lesquels, soient linéairement indépendants.

Exercice 6.2.7. Soit V' = Myo(K) et considérons des sous-espaces U = { (Z _ca) } <V

et W = { (_d d ;) } < V. Trouver les dimensions de U et de W et des sous-espaces U + W
et UNW.
Exercice 6.2.8.
(i) Soit U = {(ay, as,as,as,as) € R® | a1 = 3azetag = Tay} < R°. Trouver une base de U.
(ii) Complétez la base de (i) en une base de R®.
(iii) Trouver un sous-espace W < R’ tel que R° = U @ W,

Cours 9

On fixe un corps K et on considere V' et W deux espaces vectoriels sur K.

7.1 Applications linéaires : définitions et exemples

Définition 7.1.1. Une application ¢ : V' — W est dite A -linéaire si
(L1) ¢ est un morphisme de groupes (pour 'addition), et
(L2) p(A-v) =X-p(v), pour tous A € K et v € V.

En plus,
e Une application K-linéaire de V dans V est aussi appelée un endomorphisme de V.
e Une application K-linéaire de V' dans W qui est bijective s’appelle un isomorphisme
de V dans W ou bien entre V et W. Et s’il existe un isomorphisme, ¢ : V- — W on
dit que les espaces V et W sont isomorphes.
e S’il est clair que nous parlons du corps K, on dit simplement une application linéaire.
Donc ¢ : V. — W est une application K-linéaire si et seulement si

(L1) p(u+v) = ¢(u) + ¢(v), pour tous u,v € V, et
(L2) (A -v) =X-p(v), pour tous A € K et v € V.

On observe que ces deux conditions se résument en une seule :

@V — W est K-linéaire <= p(A-u+v) = A-¢(u)+e(v), pour tous A € K et u,v € V.

AZ: Notez qu'une transformation linéaire (non nulle) de R dans R, selon la définition ci-dessus, est tout

simplement une fonction de R dans R dont le graphe est une droite passant par |'origine.
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On a les propriétés suivantes :

Proposition 7.1.2. Soit p;V — W une application K-linéaire.
(P1) On ¢(0v) = Ow, et
(P2) oA -v1+ ...+ A vn) = A1 p(v1) + ..o 4+ An - o(vn).

En particulier, comme chaque élément de V s’écrit de maniere unique comme une
combinaison linéaire des éléments d’une base de V, il suffit de connaitre les valeurs de ¢ sur
une base pour connaitre 'application ¢. En fait, on peut prouver le résultat suivant.

Théoreme 7.1.3. Supposons que V' soit un espace vectoriel de dimension finie sur le corps
K. Soit B ={vy,...,v,} une base ordonnée de V. Soit W un espace vectoriel sur le méme
corps K et soient wy,...,w, des vecteurs quelconques dans W . Alors, il existe exactement
une application linéaire p : V. — W telle que p(v;) = w; pour tous 1 < i < n.

Démonstration. Nous prouvons d’abord I'existence de 'application (. Etant donné v € V,il
existe des scalaires Ay, ..., \,, déterminés de maniere unique, tels que

V=AUV + ...+ A\, U,

Pour ce vecteur on peut donc définir p(v) = Ay -wy + ...+ A, - w,. Comme v était arbitraire,
nous obtenons ainsi une fonction ¢ : V-— W qui est bien définie. Par définition, ¢(v;) = w;
pour tous 1 < 72 < n et on doit juste vérifier que ¢ est linéaire. Prenons des vecteurs
u=ay v +...+a, - v,etv=0-v+...+ B, v, dans V et de scalaire A € K. Alors,

)\U—f—Uz()\Oél‘i‘ﬁl)"U1+---+()\Oén+ﬁn)'vn

et par définition on a que
Q1 - Wi+ . Qs Wy,

61-w1+...+ﬁn-wn.

s 5
= =
[

Donc,
eAu+v)=Aag+ 51) w1 + ...+ Ay, + 5n) - wy (par définition!)

=Mag-wi+ ... Faywy)+ (Brwy .+ B wy)
= Ap(u) + p(v).

Maintenant, nous montrons 'unicité. Soit ¢ : V' — W une autre application linéaire telle
que ¥ (v;) = w; pour tous 1 < i < n. Alors, si v = Ay -v; + ...+ A\, - v, est un vecteur dans
V' quelconque, il faut nécessairement avoir

@D(U):¢<A1U1+—|—>\n’l}n)
= A - (v) + oo+ A ()

Donc, ¢ = . O]
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7.1.1 Quelques exemples
AZ: Je vous propose de regarder la vidéo < Linear transformations and matrices > sur la chaine 3BluelBrown.

Exemple 7.1.4. Si V est un espace vectoriel quelconque, la transformation identité idy :
V' — V définie par idy (v) = v (pour tous v € V) est une transformation linéaire de V' dans
V. Egalement, la transformation nulle, définie par v + 0y (pour tous v € V) est aussi un
endomorphisme de V.

Exemple 7.1.5. Si V = K]z], 'application D : K[z] — KJz| définie par

f(x)=ao+ax+...+ a2 — (D(f))(z) == ay + 2a02 + ... + na,a™ !

est une application linéaire.

Exemple 7.1.6. Si V = K|z et nous fixons f(z) € K[X], I'application ¢ : K[z] — K|z]
définie par

g(x) = f(z)g(x)
est une application linéaire.
Exemple 7.1.7. Considérons C et C = { Z _ab>} C Mbyo(R) comme R-espaces
vectoriels. Le morphisme de groupes (pour laddition) ¢ : C — C définie par
a+b-i— <Z B ) est un isomorphisme (R-linéaire). En effet,

b
(2) pour tous A€ Ret z=a+0b-i € Con a que

(1) ¢ est bijective. ¥ : C — C définie par (a _ab> — a+ b -1 est I'inverse.

. Aa —Ab a —b
gp()\-z):gp()\a—l—)\bz):</\b )\a):)\-<b a)zz\-cp(z)
Exemple 7.1.8. Les applications suivantes sont des isomorphismes :

0 : M, (K) — K"
a11

—> (Clll, ... ,anl)
an1

et
@ My (K) - K"
(CLH aln) r—>(a11,...,an1)

Exemple 7.1.9. Soit A € M,,«,(K). L’application @4 : Ml,»;(K) — M,,»1(K) définie par
X — AX est une application linéaire.

Egalement, lapplication ¥4 : My, (K) — My, (K) définie par v — vA est une
application linéaire.
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Exemple 7.1.10. Soit ¢ : K™ — K". Le Théoreme 7.1.3 nous dit que ¢ est uniquement

déterminée par des vecteurs vy, ..., v, € K" tels que v; = @(e;) pour tous 1 < i < m. En
effet, siu = (xy,...,2,) € K™, alors p(u) = x1-v1+...4 2y, - vpp. En particulier, en écrivant
v; = (@1, ..., a;), on a que
ai a12 AT
921 Ao29 ... QA9p
o(T1, .. ) = (xl xm)
Am1 Am2 ... Qmn
Egalement, en écrivant v; = (b, ..., b,;), on a que
bll blz .« 0. blm
T
b2]_ b22 P b2m
(T, .. Tm) = | . . .
bpi bpa ... bam

Exemple 7.1.11. Soient P € M, (K) et Q € M, (K). L’application
© : Mypoen (K) = Mo (K)
définie par A — PAQ est un endomorphisme.

Exemple 7.1.12. Si V est un K-espace vectoriel avec sous-espaces U et W tels que V =
U @ W, alors la projection sur W parallelement a U est I'application linéaire 7 : V. — W
définie par 7(u + w) = w, pour tous u € U et w € W. Définie comme telle, 'application est
un endomorphisme, idempotent (c.-a-d.,m o m = 7), d'image W et de noyau U.

7.2 Opérations sur les applications linéaires

' Définition 7.2.1. On dénote par L(V, W) I'ensemble des applications K-linéaires de V' dans |
W. On munit £(V, W) d’une addition et d’'une multiplication par scalaire somme suit :
o Sip,pe LIV,W), alors ¢ + 1 € L(V,W) est la application

v = p(v) +P(v).

e Sipe LV,W)et A€ K, alors A-p € L(V, W) est la application

v Xp(v).

Nous pouvons donc montrer ce qui suit.

Proposition 7.2.2. L’ensemble L(V, W) muni des opérations définies ci-dessus est un K-
espace vectoriel. En plus, si dim(V) = n < oo et dim(W) = m < oo, alors L(V,W) est de
dimension finie et dim(L(V,W)) = mn
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AZ: |l serait peut-étre utile d'aborder ce résultat sous un autre angle. Si on définit I'addition et la multiplication
par scalaire comme ci-dessus, alors I'ensemble de toutes les fonctions de V' dans W devient un espace vectoriel
sur le corps K. Cela n'a rien a voir avec le fait que V soit un espace vectoriel, mais seulement avec le fait que V
est un ensemble non vide et que W est un K-espace vectoriel. Lorsque V' est aussi un K-espace vectoriel, on peut
parler des applications linéaires de V' dans W, et la proposition stipule que les transformations linéaires forment
un sous-espace de |'espace de toutes les fonctions de V' dans W.

On peut également composer des applications linéaires, ce qui donne toujours une autre
application linéaire. De plus, si une application linéaire est bijective, alors son inverse est
également linéaire.

7.2.1 Le groupe linéaire général

Définition 7.2.3. On pose GL(V) = L(V, V)N Bij(V), I'ensemble de toutes les applications
linéaires bijectives de V' dans V. Alors GL(V') est un groupe avec la composition de fonctions
comme opération binaire (= loi de composition interne). Ce groupe s’appelle le groupe général
linéaire de V'

7.3 Pour réfléchir chez vous
Exercice 7.3.1. Soient V un K-espace vectoriel de dimension finie et ¢ € L£(V,V) une
involution, c.-a-d., p? = o ¢ = idy. Prouvez que les affirmations suivantes sont vraies.

i) Vi ={veV | pw)=viet V. ={veV | o) =—v} sont des sous-espaces
vectoriels de V.

1
(iii) L’application linéaire définie par 5(90 + idy) est la projection sur V. parallelement a
V..
(iv) Quelle est l'interprétation géométrique si V =R?*? Et si V = R? et dim(V,) =27

Cours 10

Partout, soient K un corps, V et W des espaces vectoriels sur K, et ¢ : V. — W une
application K-linéaire.
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8.1 Noyau, image et le théoréeme du rang

 Définition 8.1.1 ((Rappel)).
(D1) L’image de ¢ est 'ensemble

im(p) ={weW | Jv e Vavecw = ¢(v)} C W.

On vérifie que im(¢) est un sous-espace vectoriel de W. Si im(¢p) est de dimension finie,
alors dim(im(y)) s’appelle le rang de 'application ¢.

(D2) Le noyau de ¢ est 'ensemble
ker(p) ={veV | pv)=0w} C V.

C’est exactement le méme ensemble qu’on a défini pour un morphisme de groupes. On
vérifie aussi que ker(y) est un sous-espace vectoriel de V' (on sait déja que c’est un
sous-groupe du groupe (V, +)).

La proposition suivante nous dit que le noyau de ¢ détermine si ¢ est injective.

Proposition 8.1.2 (Critere d’injectivité). L’application p est injective si et seulement si
ker(p) = {Ov }.

Démonstration. On suppose tout d’abord que ¢ est injective. Alors si v € ker(yp), par
définition, on a que ¢(v) = Oy. Mais comme ¢(0y) = Oy aussi, I'injectivité de ¢ implique
que v = Oy, et on conclut que ker(p) = {0y }.

Supposons maintenant que ker(y) = {0y }. Soient u,v € V tels que ¢(u) = ¢(v). On a
que

p(u—v) = p(u) —¢(v)
— Oy
= u — v € ker(p)
= u—v=0y.

Par conséquent, u = v et ¢ est bien injective. O]

Corollaire 8.1.3. L’application ¢ est injective si et seulement si p envoie chaque sous-

ensemble linéairement indépendant de V' en un sous-ensemble linéairement indépendant de
W.

Démonstration. On utilise la Proposition 8.1.2. Supposons que ¢ soit injective. Alors,
ker(y¢) = {0y }. Prenons X C V linéairement indépendant. Si vy,...,v; € X on a que

061'@<U1)+-.-+Oék'90(’l}k):OW:>QD(061'U1+...+CL’]€"U]€):OW
= a1+ ...+, v, =0y

sar=...=a;=0
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et les vecteurs p(vy)+. ..+ (vx) sont donc linéairement indépendants. Cet argument montre

que 'image de X sous ¢ est une partie libre. En effet, si wq,...,w, € im(y), alors il existe
v1,..., 0 € X tels que w; = p(v;) pour chaque 1 < i < k et nous avons prouvé que
U1, ..., v libres = wy = @(vy), ..., w, = @(vy) libres.

Maintenant, supposons que ¢ envoie chaque sous-ensemble linéairement indépendant de
V' en un sous-ensemble linéairement indépendant de W. Soit v un vecteur non nul dans V.
Alors, 'ensemble X = {v} est libre. L’'image de X, 'ensemble constitué du vecteur p(v), est
donc libre. Par conséquent, ¢(v) # Oy . Ceci montre que ker(p) = {0y} et il découle de la
Proposition 8.1.2 que ¢ est injective. O

On aimerait un critere aussi clair pour déterminer si une application K-linéaire est
surjective. Comme im(p) est un sous-espace vectoriel, si W est de dimension finie, ¢ est
surjective si et seulement si dim(im(y)) = dim(W). Le théoréme suivant nous dit comment
utiliser le noyau pour calculer le rang de 'application ¢. C’est I'un des résultats les plus
importants de 'algebre linéaire.

Théoréme 8.1.4 (Théoreme du rang). Supposons que V' soit de dimension finie. Alors
dim(im(¢p)) + dim(ker(y)) = dim(V).

Démonstration. Soient n = dim(V), k& = dim(ker(¢)) et {v1,...,vx} une base de
ker(¢) < V. Si k = n, alors ¢ est 'application nulle et il n’y a rien a prouver. Donc, on
suppose n > k . Or, comme il s’agit de vecteurs linéairement indépendants dans V', nous
savons que nous pouvons compléter cet ensemble en une base de V. Donc, il existe

Va1, - - - Up tels que {vg,..., 0k, Ukt1, ..., 0} est une base de V. Par conséquent, il suffit de
démontrer que {@(vgs1),...,¢(v,)} est une base de im(p). Certainement, on a que
im(¢) C Vect(p(v1),...,¢(v,)) et comme p(v;) = Oy pour j < k nous voyons que des
vecteurs ¢(vk41), ..., 9(v,) engendrent im(p). Ainsi, on va juste montrer que ces vecteurs
sont libres. Prenons des scalaires Agyi1,..., A, € K tels que
n
DA (p(v)) = Ow.
j=k+1

n n

Alors, ¢ < Z Aj- vj> = Ow et le vecteur v := Z A;-v; appartient a ker(y¢). Maintenant,
j=k+1 j=k+1

comme des vecteurs vy, . .., vy forment une base de ker(y), il existe des scalaires oy, ..., ax €

K tels que v = aq - vy + ... + i - v. Mais alors on a que

k n
U—U:E o v — E Aj vy = Oy,
i=1

j=k+1
et comme vy, ..., v, sont linéairement indépendants, ¢a implique que
ap=...=qg=—Ney1=...= =X, = 0.
Donc, A\gr1 = ... = A\, = 0; et, par conséquent, on déduit que des vecteurs @(vgy1), - .., @(vn)

sont linéairement indépendants. O
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Corollaire 8.1.5. Si dim(V) > dim(W), alors ¢ € L(V, W) n'est pas injective.
Démonstration. Puisque

dim(ker(y)) = dim(V') — dim(im(¢p))
> dim(V) — dim(W)
>0

on déduit que ker(yp) # {0y }.

Corollaire 8.1.6. Si dim(V) < dim(W), alors ¢ € L(V, W) n'est pas surjective.
Démonstration. Puisque

dim(im(p)) = dim(V) — dim(ker(y))
< dim(V)
< dim(W)

on déduit que im(yp) # {W}. O

Corollaire 8.1.7 (Critere de bijectivité). Supposons que V' soit de dimension finie.
(i) Si @ est bijective, alors W est aussi de dimension finie et dim(V') = dim(W).

(i) Si W est aussi de dimension finie et dim(V) = dim(W), alors ¢ est bijective si et
seulement si @ est injective si et seulement si @ est surjective.

Corollaire 8.1.8. Si V' est de dimension finie avec dim(V') = n, alors V' est isomorphe a

Kn
Démonstration. Soit L = {vq,...,vx} C V une partie libre, complétons L (si nécessaire) en
une base {v1, ..., Uk, Vg1, ..., 0.} de V et considérons la base canonique B, = {e1,...,en}

de K™. Le Théoreme 7.1.3 nous dit qu’il existe exactement une application linéaire ¢ : V' —
K" telle que ¢(v;) = ¢; pour tous 1 < ¢ < n. Comme im(L) C Beay et Bean est libre, on
déduit que im(L) est libre et que cette application est donc injective par le Corollaire 8.1.3,
donc bijective par le Corollaire 8.1.7. n

AZ: Notez que la démonstration du dernier Corollaire nous dit que chaque choix de base de V, avec un ordre
particulier des vecteurs, définit un isomorphisme V' = K™. En fait, nous aurions pu également considérer n’importe

quelle autre base de K™...

8.2 Pour réfléchir chez vous

Exercice 8.2.1. Prouvez que laffirmation suivante est vraie : un systeme homogene
d’équations linéaires avec plus de variables que d’équations possede des solutions non nulles.
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Exercice 8.2.2. Considérez V = {(ZH 312) € Myyo(C) | aij :a_ji} comme R-espace
21 22

vectoriel et I'application

e:RY =V

a+d b+ci
(a,b,c,d) — <b—cz' d—a)’

Prouvez que ¢ est une application linéaire bijective.

Cours 11

Fixons K, un corps, et V et W, des espaces vectoriels sur K. Rappelez-vous que si
{v1,...,v,} est une base de V et ¢ : V. — W est linéaire, alors les valeurs de ¢(vy), ..., ¢(vy,)
déterminent les valeurs de ¢ sur des vecteurs arbitraires dans V. On va voir que les matrices
constituent une méthode efficace pour enregistrer les valeurs des ¢(v1), ..., ¢(v,) en termes
d’une base de W.

Définition 9.0.1. Une base ordonnée d’'un K-espace vectoriel V' de dimension finie (= n)

est un n-uplet (vy,...,v,) ordonné, c’est-a~-dire un élément du produit cartésien V' x ... x V
(n copies), tel que {vy,...,v,} soit une base de V.

Notez que si B = (vy,...,v,) est une base ordonnée de V', alors pour chaque v € V il
existe un unique n-uplet (z1,...,x,) € K" de scalaires tel que

n
v = E T; - U;.
=1

A partir de maintenant, nous allons appeler z; la i-eme coordonnée de v par rapport a la
base ordonnée B. En plus, il sera souvent plus pratique d’utiliser la matrice de coordonnées
de V :

T
€ Mnxl(K)
Tn
plutdt que le n-uplet (z1,...,x,) de coordonnées. Pour indiquer la dépendance de cette

matrice de coordonnées par rapport a la base, nous utiliserons le symbole [v]g.

A Dans la suite, les espaces vectoriels seront de dimension finie et les bases seront des
bases ordonnées.

AZ: En plus, j'utiliserai souvent I'isomorphisme V' — M, 1 (K) déterminé par une base ordonnée B de V et

définie par v — [v]5.
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9.1 La matrice d’une application linéaire

| Définition 9.1.1. Supposons que ¢ € L(V,W), B = (v1,...,v,) soit une base de V et |
C = (wy,...,wy,) soit une base de W. La matrice de ¢ par rapport a ces bases est la matrice
dans M., »,,(K), notée par [p|gc, dont les coefficients a;;sont définis par

o(vj) =a1; w1+ ...+ Gmyj* Wn.

SiV =W et B=C on écrit simplement [¢]s.

9.1.1 Pourquoi définissons-nous la matrice comme cela ?

Posez A = [¢]|pc temporairement. Si X = [v]g € M,,x1(K) est la matrice de coordonnées
de v dans la base ordonnée B, alors AX est la matrice de coordonnées du vecteur ¢(v) dans
la base ordonnée C, c’est-a-dire, AX = [p(v)]c.

Pour mémoriser la construction de [¢]gc € My, (K) & partir de ¢, vous pouvez écrire en
haut de la matrice les vecteurs dans I'espace de départ et a gauche les vecteurs dans 1’espace
d’arrivé, comme suit :

v ... Uj ... Up
w1 e a5
[Plse =
Wm N ]

Ce qui est important a retenir, c’est que la j-ieme colonne de [¢]|pc est constituée des
scalaires utilisés pour écrire ¢(v;) comme une combinaison linéaire de wy, . .., Wy,
Nous pouvons résumer notre discussion sous la forme d’un théoreme.

Théoreme 9.1.2. Soientt B une base ordonnée pour V et C une base ordonnée pour W. Pour
chaque transformation linéaire @ : V. — W, il existe une matrice A, = [¢lc € Mpxn(K)
telle que

[p(v)]e = Ay - [v]B
De plus, p — A, est un isomorphisme entre les espaces vectoriels LIV, W) et M, (K).

AZ: A I faut cependant noter qu’un tel isomorphisme dépend fortement des bases choisies.
Une autre aide visuelle précieuse a retenir est le diagramme suivant.

s M (K) ~ K”p?—ﬁijxl(K) ~ K™ [o(v)]e
A
v 1% w o(v)

9.1.2 Quelques exemples
Exemple 9.1.3. Supposons que ¢ € £(R? R?) soit défini par
¢ (z,y) — (x + 3y, 2z + by, 7x + 9y).
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Comme (1,0) — (1,2,7) et (0,1) — (3,5,9), la matrice de ¢ par rapport aux bases
canoniques est la matrice ci-dessous :

~N N
© Ot W

Exemple 9.1.4. Pour n € N, K|[z]<, désigne I’ensemble de tous les polynomes a coefficients
dans K et de degré au plus n. Considérons la base < standard > 1,x,...,z". Supposons que
D € L(K][z]<3, K[z]<2) soit I'application de différentiation définie dans I'Exemple 7.1.5. La
matrice de D par rapport aux bases < standard > est la matrice ci-dessous :

o O O

1
0
0

S NN O
w o O

9.1.3 Pour réfléchir chez vous

Exercice 9.1.5. Soit V un K-espace vectoriel de dimension finie et soit encore
B = (vi,...,v,) une base ordonnée de V. Nous avons prouvé qu’il existe un unique
endomorphisme ¢ : V' — V tel que p(v;) = vj11 pour tous 1 < j < n —1 et p(v,) = Oy.
Quelle est la matrice A = [p|g de ¢ par rapport a la base ordonnée ? Montrez que ¢" = 0
mais "' # 0.

9.2 Changement de base et des matrices semblables

AZ: Je vous propose de regarder la vidéo < Change of basis > sur la chaine 3BluelBrown.

N

Définition 9.2.1. Soient B = (vy,...,v,) et B = (w1, ..., w,) deux bases d'un K-espace
vectoriel V' . On exprime les v; en termes de la base B :

Uj = pljwl —|—p2jw2 =+ ... —I—pnjwn.

On définit donc une matrice P = (p;;) € M, x,(K) telle que la j-ieme colonne de P est le
vecteur colonne [v;] 3. Cette matrice P s’appelle la matrice de changement de base entre
la base B et la base 5. On dit aussi que P est la matrice de passage entre la base B et la

 base B.

J

On note que P est la matrice de 'application identité id : V' — V' | par rapport aux bases
B et B; cest-a-dire P = [id] 5.6 En particulier, P est nécessairement inversible et on a que
o [v]g=P-[v]p et
o [vls =P [u]p,
pour chaque vecteur v € V.
AZ: Parfois, il sera utile d'écrire Py 5.
En utilisant ce qui précede, nous pouvons maintenant prouver ce qui suit.
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Théoreme 9.2.2. Soit p € L(V,W), soient B et B deux bases de V' et soient C et C deuz
bases de V. Posons, P = [idy]g 5, Q = [i[dwlce, Ay = [¢lse et A, = [plge. Alors,

A,=Q- A, -P7L.

Démonstration. Supposons dim(V') = n et dim(WW) = m. La preuve découle du diagramme
commutatif ci-dessous.

— Ay
Mt (K) 2= My (K) =2 Myt (K) —2= M1 (K)

C I I

V V w w

idy, ® idyy

Définition 9.2.3. Soient A, B € M,,,»,,(K). On dit que A et B sont semblables s’il existe une
matrice inversible P € M, ., (K) telle que PAP~! = B. On vérifie que < étre semblable > est
une relation d’équivalence sur 'ensemble M, ., (K).

Les exemples clés de ce cours proviendront de 'observation suivante.

Remarque 6. Soit ¢ € £(V,V) et supposons que dim(V') = n. Soient B et B deux bases de
V. Alors les matrices [¢]p et [p]5 sont semblables. Cela découle du théoreme précédent .

9.2.1 Quelques exemples

Exemple 9.2.4. Considérons B = ((4,2), (5,3)) et B = ((1,0), (0,1)) deux bases (ordonnées)

de R2. Alors,
. 4 5
[1d]8,3 = (2 3>

et

Exemple 9.2.5. Considérons B = ((2,4), (6,8)) et B = ((7,3), (4,2)) deux bases (ordonnées)

de R2. Alors,
[(2,4)]5 = (If ) et [(6,8)]5 = (_130)

car (2,4) = —6- (7,3) + 11- (4,2) et (6,8) = —10- (7,3) + 19 - (4,2). Donc,

. —6 —10
PB—)B = [1d]8,l§ = (11 19 ) :

Mais nous avons aussi que

-1
. —6 —10 1 (19 10
PB%B:[ld]@aB:<11 19) :_Z'<—11 —6)'
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Notez que pour trouver des scalaires z,y € R tels que (2,4) = z - (7,3) + v - (4,2) il faut
résoudre le systeme d’équations :

Tr + 4y = 2
3x+2y=4"
ce qui nous donne z = —6 et y = 11. Un raisonnement similaire s’applique aussi au deuxieme

vecteur de B.

AZ: Avant de considérer des exemples plus intéressants dans des dimensions supérieures, nous devrons donc

apprendre a résoudre des systemes linéaires avec nombreuses équations...

(%) Cours 12 (non examinable)

10.1 Forme linéaires (covecteurs)

Si V est un espace vectoriel sur le corps K, on peut toujours considérer des transformations
linéaires de V' dans K. Une telle application ¢ € L(V, K) est également appelée une forme
linéaire. Rappelez-vous que cela signifie que ¢ est une fonction de V' dans K telle que

pla-utv)=a-pu)+e)

pour tous les vecteurs u et v dans V et tous les scalaires o dans K. Le concept de forme
linéaire est tres important dans I’étude des espaces de dimension finie car il permet d’organiser
et de clarifier la discussion sur les sous-espaces, les équations linéaires et les coordonnées.

Définition 10.1.1. Une forme linéaire sur V' est un élément de L(V, K'). On appelle L(V, K)
I’espace dual de V' et on le note V*.

Exemple 10.1.2. L’application
¢:R¥*=> R
(x,y,2) »x+y+z

est une forme lindaire sur R2.

Exemple 10.1.3. Plus généralement, si aq, ..., «, sont des scalaires dans K, alors
o: K"— K
(X1, ey Tp) oy X+ Q- Ty,

est une forme linéaire sur K™. Il s’agit de la forme linéaire représentée par la matrice
(1 ... @) relative & la base (ordonnée) canonique de K™ et a la base {1} pour K. En
fait, toute forme linéaire sur K" est de cette forme, pour certains scalaires aq, ..., a,.

Exemple 10.1.4. Si A = (a;;) € M,,x,,(K), sa trace est le scalaire
tI'(A) =a11 +a99 + ...+ QApn -

Nous avons donc une forme linéaire tr : M, (K) — K.

49



Exemple 10.1.5. Soit [a, b] un intervalle fermé sur la droite réelle et soit C([a,b]) I'espace
des fonctions réelles continues sur [a, b]. Alors

est une forme linéaire sur C([a, b)).

10.1.1 Bases duales

Si V' est de dimension finie, on peut obtenir une description assez explicite de 1’espace
dual V*. Nous savons que dim (V') = dim(V™*), alors les deux espaces sont isomorphes.
En effet, si B = (vy,...,v,) est une base ordonnée de V', alors d’apres le Théoreme 7.1.3,
il existe (pour tout ¢) une unique forme linéaire ¢, € V' telle que ¢;(v;) = &;; (delta de
Kroenecker). On obtient ainsi une base ordonnée (o1, ..., p,) de V*. Cette base est appelée
la base duale de 5. En plus,
e pour chaque forme linéaire p € V* on a que

o =p) o1+ ...+ o) - on,

e et pour chaque vecteur v € V on a que
v=01(v) v+ ...+ ©u(V) V.

Autrement dit, si B = (vy,...,v,) est une base ordonnée de V et B* = (1, ..., ¢,) est la
base duale, alors chaque y; est précisément la fonction qui assigne a chaque vecteur v € V'
la i-eme coordonnée de v par rapport a la base ordonnée B.

AZ: Les formes linéaires 1, ..., wn sont parfois appelées fonctions coordonnées. Elles sont aussi souvent

notées vy,..., V..

10.1.2 Application transposée

Etant donnés deux espaces vectoriels V et W sur K et une application linéaire T : V' — W,
nous allons maintenant introduire la notion d’application transposée qui nous permet de faire
commuter le diagramme suivant :

V-—Low
l@
Tt(y)
K

'Déﬁnition 10.1.6. Soit 7' € L(V,W), on appelle la transposée de T', noté 1", l’application‘
dans L(W*, V") définie par

T W* > V*

e~ poT: v — p(T(v))
eV oK
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Supposons dim(V') = n et dim(W) = m et fixons deux bases ordonnées B = (vy,...,v,)
et C = (wy,...,wy) de V et W, respectivement. Considérons aussi les bases duales B* =
(P01, ¢n) et C* = (1, ...,1%,) correspondantes. On peut prouver ce qui suit.

Théoreme 10.1.7.
(1) Soient T € LIV,W) et A= (a;;) € Myun(K) la matrice [T)|gg. Alors, a;; = 1;(T(v;)).

(ii) En plus, la transpose de A est la matrice de l'application transposée T" par rapport aux
bases duales.

10.1.3 Hyperplans

Définition 10.1.8. Soit H < V un sous-espace. On appelle H un hyperplan de V si H est
égal au noyau d’une forme linéaire sur V' non identiquement nulle.

Exemple 10.1.9. L’ensemble {(z,y, z) € R® | x — 2y + 32 = 0} est un hyperplan en tant
que noyau de la forme linéaire ¢ : (z,y, z) — = — 2y + 3z.

Notons que dans un espace vectoriel de dimension n, un hyperplan est un sous-espace
de dimension n — 1. En effet, un hyperplan est le noyau d’une forme linéaire non nulle donc
de rang 1, d’apres le théoreme du rang, un hyperplan est donc de dimension n — 1. La

réciproque est aussi vraie. Si {vy,...,v,_1} est une base d’'un sous-espace H < V' alors on
complete en une base {vy,...,v,-1,v,} de V et la forme linéaire ¢ définie par p(v;) = 0 pour
i=1,...,n—1et p(v,) =1 est une forme linéaire non nulle dont le noyau est précisément
H.

En d’autres termes, nous avons prouvé ce qui suit.

Proposition 10.1.10. Soient V' un espace vectoriel de dimension finie n et H un sous-espace
vectoriel de V. Alors H est un hyperplan de V' si et seulement si dim(H) =n — 1.

Plus généralement, on peut montrer aussi que tout sous-espace de V' de dimension k
quelconque peut étre décrit comme l'intersection de n — k hyperplans.

Définition 10.1.11. Soit U < V un sous-espace, on appelle orthogonal de U noté U™ (ou,
parfois, U°) 'ensemble
Ut ={peV* | VueU, p(u) =0}

On peut montrer que U+ < V* et que dans le cas ot dim(V) = n on a que dim(U™) =
n — dim(U). En fait, si U < V et {¢1,...,@n_r} est une base de U™, on a que

p1(u) =0
uel < :
@n—k(u) =0

Ainsi, trouver une base pour U+ implique, en pratique, de trouver un systeme linéaire & n
inconnues et n — k équations dont I'espace de solutions est exactement le sous-espace U.
Il découle de ce méme argument que trouver une base pour UL implique, en pratique, de
trouver des formes linéaires ¢1,..., ¢, € V* qui sont libres et telles que U = ker(p;) N
... Nker(p,_x). En bref, si U <V est un sous-espace de dimension & et dim(V') = n alors il
existe des hyperplans Hy, ..., H, ptelsque U =H,N...N H,_4.
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10.2 Pour réfléchir chez vous
Exercice 10.2.1. Soient V et W des espaces vectoriels de dimension finie sur un corps K.
Soit encore T' € L(V, W). Montrer que
(i) ker(T") = im(T)* et
(ii) im(7T") = ker(T)*.
Exercice 10.2.2. Si H C R" est un hyperplan, quelle est la description géométrique des sous-

espaces complémentaires 7 C’est-a-dire, si R” = H & L, quelle est la description géométrique
de L7

Cours 13

On fixe un corps K.

[ Notation.

(N1) Soit X un ensemble non vide quelconque. Pour a,b € X, le symbole de Kronecker 4,
désigne le nombre réel tel que

5ab:{0, sia#b

’ 1, sia=b

(N2) Pour chaque 1 <i <m,1 < j <mn, on définit une matrice E;; € M,,x,(K) telle que le
seul coefficient non nul soit celui trouvé dans la i-ieme ligne et la j-ieme colonne; et,
de plus, ce coefficient est égal a 1.

(N3) Onnote que {E;; | 1 <i<m,1 < j<n} est une base de M,,, (K). Je ferai référence
a cette base comme la base < standard >.

(N4) Pour
@11 Q12 A1n
21 929 e QAon
A= 3 3 .. ; = me”(K)’
Am1 Am2 ... AOmn

on note A = (a;;) ou A = (A;;) selon les besoins, et on note A; la i-eme ligne de A.
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11.1 Opérations élémentaires et forme échelonnée réduite

On définit trois types d’opérations sur les lignes d'une matrice A € M, «,(K), appelées
opérations élémentaires.

e Typel Echanger deux lignes de la matrice.

e Type IT Multiplier une ligne de la matrice par un scalaire non nul A € K.

e Type III Additionner a une ligne de la matrice un multiple scalaire d’une autre ligne
de la matrice.

Une opération élémentaire sur les lignes d’'une matrice est donc un type particulier de
fonction (regle) e qui associe a chaque matrice A € M, 5, (K) une matrice e(A) € M, xn(K).
On peut décrire précisément e dans les trois cas comme suit :

Type I Si on échange A, et A, alors on a que e(A);; = A;; si i est différent de r et de s,
que e(A),; = As; et que e(A)s; = A,;.

Type II Si on multiplie A, par A € K™, alors on a que e(A);; = A;; sii # r ., et que
6(A>rj = )\AT‘]

Type III Si on additionne A - A, a la ligne A, alors on a que e(A);; = A;j sii # r , et que
€(A>'r’j = Arj + )\Asj-

Remarque 7. On note que ces trois opérations sont réversibles dans le sens qu’il existe une
opération élémentaire qui renvoie a la matrice de départ.
e Le type I est son propre inverse.
e Pour le type II, on multiplie la méme ligne par A~'.
e Pour le type III, si on additionne X - A; a la ligne A,, alors l'opération inverse est
d’additionner —\ - A, a A,.

A Pour définir e(A), le nombre de colonnes de A n’est pas vraiment important, mais
le nombre de lignes de A est crucial. Pour simplifier la discussion, nous admettrons qu’'une
opération élémentaire e est définie sur la classe de toutes les matrices m x n, pour un m fixé
mais n quelconque. Autrement dit, une opération e particuliere est définie sur la classe de
toutes les matrices a coefficients dans K avec m lignes.

Y
Ici,

K> =
K\{o}

est le
groupe

multiplicati

du corps
K.

Définition 11.1.1. Une matrice carrée L € M., (K) est dite élémentaire si elle peut étre
obtenue en effectuant une seule opération élémentaire sur une seule ligne de la matrice identité
L.

Avec tout ce qui précede a ’esprit, on peut maintenant prouver le résultat suivant.
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rProposition 11.1.2. Soit e wune opération élémentaire. Alors, il existe une matrice |
élémentaire inversible L € GL(m, K) telle que e(A) = L - A pour toutes A € M,«n(K). En
particulier, pour chaque n, e définit une application M, xn(K) — M, (K) qui est linéaire
et bijective. De plus, on a que

Type I Uopération e : A, <+ Ay est représentée par la matrice L = (L;j) € My,xm(K) telle
que Ly =1 sii & {r,s}, L,s = Ly, = 1, et tous les autres coefficients sont nuls.

Type II Lopération e : A, — X - A, (avec X € K*) est représentée par la matrice L =
(Lij) € Myysm (K) telle que

1, sti=7%#r
Lij: 0, SZZ#]
A o sti=j=r

Type III L’opération e : A, — \- Ay + A, est représentée par la matrice L = I, + AE,, €
M, s (K).

Démonstration. Etant donné une opération élémentaire e, comment trouver la matrice L
correspondante 7 Eh bien, la matrice est simplement la matrice e(/,,)!

Pour démontrer la Proposition 11.1.2, le point crucial est que I'élément (LA);; de la i-ieme
ligne et de la j-ieme colonne de la matrice produit LA est obtenu a partir de la i-ieme ligne
de L et de la j-ieme colonne de A. Les trois types d’opérations élémentaires sur les lignes
doivent etre traités séparément. Nous allons donner une démonstration détaillée pour une
opération de type III. Les deux autres cas sont encore plus faciles a traiter et seront laissés
comme exercices. Supposons que r # s et que e soit U'opération A, — X - A, + A, , c.-a-d.
< remplacement de A, par A - A, + A, . Alors, en posant L = e(1,,,), on a que

I Oikes sit#r
k= 6Tk + )\53k7 sit=r

Donc, L = I, + AE,, et

o - . Aija S 7£ r
(LA);; = ;LikAkj = { A+ M, sii=r

Autrement dit, L - A = e(A). O

Définition 11.1.3. On dit que deux matrices A, B € M,,«,(K) sont lignes équivalentes
(ou équivalentes par lignes) si B peut étre obtenue a partir de A en faisant une suite (finie)
d’opérations élémentaires. Autrement dit, si et seulement si B = P- A, ou P € GL(m, K) est
un produit de matrices élémentaires m x m.

Remarque 8. Soient A, B € M,,«,,(K) des matrices lignes équivalentes. Alors, chaque ligne
de B est une combinaison linéaire des lignes de A et chaque ligne de A est une combinaison
linéaire des lignes de B. En particulier, Vect(Ay, ..., A,,) = Vect(By, ..., By).

Remarque 9. Comme toutes les opérations élémentaires sont réversibles, < étre lignes
équivalentes > définit une relation d’équivalence sur 'ensemble M, ., (K). En particulier, la
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relation est symétrique, c’est-a-dire que si on peut obtenir la matrice B a partir de la
matrice A par une suite d’opérations élémentaires, on peut également obtenir A a partir de
B.

 Définition 11.1.4. On dit qu’une matrice A = (a;;) € My,xn(K) est échelonnée réduite |
si soit A = 0 soit les quatre propriétés suivantes sont vérifiées.

(i) La premiere entrée non nulle dans chaque ligne non nulle de A est égale a 1 — ces
coefficients s’appellent les pivots;

(ii) chaque colonne de A contenant un pivot a toutes ses autres entrées égales a 0;

(iii) chaque ligne de A dont toutes les entrées sont égales a 0 apparait sous chaque ligne
ayant une entrée différente de zéro; et

(iv) si les lignes 1,...,7 sont les lignes non nulles de A, et si le pivot de la ligne i se trouve
dans la colonne j;, pour ¢ = 1,...,7, alors j; < jo < ... < j, — ces entiers ji,...,J,
s’appellent les échelons de la matrice A.

Notez qu’on peut également décrire une matrice A = (a;;) € M, (K) échelonnée réduite
comme suit. Soit chaque entrée dans A est nulle, soit il existe un entier positif r, avec
1 <r <m, et r entiers positifs jq,..., 7, avec 1 < j; < n, tels que :

(el) a;;=0sii>7rouj<j;
(€2) apj, =0k pour 1 <i<retl<k<r;
(€3) j1 < ...<jr

J1 J2
0Dl -3 0 2
Exemple 11.1.5. La matrice A= |0 0 0 4| est échelonnée réduite. Par contre,
00 0 00
1 2 -1 0
la matrice B= [0 1 0 0| n’est pas échelonnée réduite.
00 1 O

Théoreme 11.1.6. Toute matrice est équivalente a une matrice échelonnée réduite.
Autrement dit, toute matrice peut étre transformée en une matrice échelonnée réduite par
une suite finie d’opérations élémentaires sur les lignes de la matrice.

Démonstration. La preuve sera donnée lors du prochain cours. O

11.2 Pour réfléchir chez vous

Exercice 11.2.1. Pouvez-vous décrire toutes les matrices élémentaires 2 x 27

Co1  C22
Moo (K) telles que C' = AB — BA si et seulement si ¢17 + 9 = 0.

Exercice 11.2.2. Soit C' = (CH 012) € Myyo(K). Prouvez qu’il existe des matrices A, B €

Exercice 11.2.3. Soit A € My2(K), et supposons que les lignes de la matrice A forment
un ensemble de vecteurs linéairement indépendants dans K2. Prouvez que la matrice A est
inversible. Et si A € My, (K) ?
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Cours 14

12.1 La méthode de Gauss

On fixe un corps K.

Théoreme 12.1.1. Toute matrice A € My,«n(K) est ligne équivalente a une matrice R €
M, 5n (K) échelonnée réduite. De plus, la matrice R est déterminée de maniére unique.

AZ: Rappelez-vous qu'une matrice R = (R;;) € M, (K) échelonnée réduite si, soit chaque entrée dans R
est nulle, soit il existe un entier positif r, avec 1 < r < m, et r entiers positifs ji,..., Jr, avec 1 < j; < n, tels
que :

(el) Rj;=0sii>rouyj<y;
(e2) Ryj, =0gipour 1 <i<retl<k<r;
(e3) j1 <... <jr.

Démonstration. Soit A € M,,x,(K). On suppose A # 0 car sinon A est déja échelonnée
réduite.
Nous pouvons procéder de maniere algorithmique :

Etape 1 Soit j; le plus petit indice d'une colonne pour lequel un coefficient de A est non
nul, disons a;;, # 0. Par une opération de type I (échanger les lignes 1 et 4), on est
ramenée au cas oll a1j, # 0 (le pivot associé au plus petit échelon j; est en premiere
ligne).

Etape 2 Par une opération de type II, en multipliant la premiere ligne par afjll, on est ramené
au cas ol ayj, = 1 (le pivot de la premiere ligne est égal a 1).

Etape 3 Par une suite d’opérations de type III, on annule tous les autres coefficients de la
Ji-eme colonne (A; — —ayj, A1 + Ag). On se retrouve ainsi avec une matrice de la

forme
J1
0 .0 @
A0 0 .0 0
... 0
0O ... 00

Etape 4 Posons By, la matrice constituée des lignes 2 a m de AW si By, = 0, alors
AW est échelonnée réduite. Sinon, soit J2 le plus petit indice d’une colonne pour
laquelle Bs_,,, posseéde un coefficient non nul. Alors j; < js. On applique a la matrice
By, la méthode utilisée ci-dessus (étapes 1, 2 et 3), ce qui crée (en reportant les
opérations sur la matrice A(l)) une matrice ou nous avons un pivot a;; = 1 et
agj, = 1.
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Etape 5 Avec une opération de type III (notamment A; — —ayj, A2 + Ay), on annule le
coefficient a,;, a la ligne 1, ce qui crée une matrice de la forme

J1 Jo
0 ... 0 ¥ ...o0x 0 % *
0 00 0 ... 00 =« *
A — 10 0O 0 0 ... 0 0 = *
T S
0O ... 00 0 ... 0 0 % ... %

Notez que cette derniere opération ne modifie pas les éléments sur la premiere ligne
précédant la colonne jo, car tous les coefficients correspondants sur la ligne 2 sont
nuls.

Etape 6 On répete ce procédé jusqu’a ce qu’on obtienne une matrice échelonnée réduite,
disons A® | telle que soit k = m, soit la matrice By_,,, constituée des lignes k a m
de A® est la matrice nulle.

AZ: A Dans la preuve, on abuse légerement de la notation et apres chaque opération élémentaire, on

appelle encore les coefficients de la matrice résultante a;;.

AZ: L'unicité de R découle de sa construction et sera admise sans preuve.

01 0 2
Exemple 12.1.2. Considérons la matrice A= |3 4 1 2] € M3,4(R). On effectue les

1 1 -1 0
opérations suivantes :
01 0 2 11 -1 0 11 -10 11 -1 0
34 1 2|34 1 2] o1 o0 2201 o0 2] kth
1 1 -1 0 01 0 2 3 4 1 2 01 4 2
1 0 -1 -2 1 0 -1 -2 Ll 1 0 -1 -2 1 0 0 -2
001 0 2 |B7=talg 1 o o |"2EM o1 o 2o |Myhilg 10 2
01 4 2 00 4 0 00 1 0 001 0

Corollaire 12.1.3. Soit A € M, (K). Alors il existe une matrice inversible P € GL(m, K)
telle que PA est échelonnée réduite.
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Exemple 12.1.4. Dans 'Exemple 12.1.2 on a que P est la matrice :

1 01 10 0 1 0 0 1 -1 0
P=1010 01 0 ]-{0 1 O 0 1 0
0 01 00 1/4 0 -1 1 0 0 1
1 00 1 00 0 01
0 10 0 01]-10 1 0]-=
-3 01 010 100
5 1 1
4 4 4
=11 0 0
1 1 3
4 4 4
P11 P12 P13
Notez qu'on peut aussi trouver P = | po1 P2z pos | en résolvant le systeme linéaire

P31 P32 D333
suivant avec 12 équations a 9 inconnues :

‘put+3-pt+tl-pz=1
‘punt4-p2t+l-pi3=0
prut+l-p—1-p3=0
‘pr1t+2-p2t+0-p13z=-2

N O = O

par+3-pat+l-p13=0
‘pa1t+4pat+l-p=1
“pa1t+1-pa—1-p3=0
P21+ 2 pa2+0-paz =2

N O = O

P31+ 3-ps2t+1-ps3=0
‘p3s1+4-ps2t+1-p33 =0
p3ar+1l-psa—1-ps3=1
P31+ 2:-p32+0-ps3 =0

N O = O

Puisque, parmi ces équations, il y a exactement 9 qui ne sont pas redondantes, ce systeme a
une solution unique.

Remarque 10. A En général, la matrice P n’est pas unique. Par exemple, la matrice

003 2 1 010 -7/6 —1/3

102 2 -1 0 . . .- |00 1 2/3 1/3
A= 025 1 1 est ligne équivalente a R = 000 o0 0
044 -20 000 O 0

o8



-1/3 1/2 0 0 0 0 —1/3 5/12
Si je considere les matrices P, = 1_/f’ _01 (1] 8 ot Py = 8 (1) 1 (/]3 :1 ?623 7
0 -2 01 10 -1 1/2

alors PLA = P,A = R.

En tout cas, une matrice P telle que PA = R est entierement déterminée par la séquence
d’opérations élémentaires donnée dans la preuve du Théoreme 12.1.1 que nous avons choisi
de suivre (dans le cas ou il y a place pour des choix).

12.2 Pour réfléchir chez vous
Exercice 12.2.1. Considérez la matrice

1 4 -8 =5 10
A=|1 1 -4 -3 5
-12 0 1 O

Déterminer si les lignes A;, Ay, A3 de A, considérées comme des vecteurs dans M «5(R), sont
libres ou non, et trouver la dimension du sous-espace Vect(A;, Ay, A3) < Mj,5(R) ~ R,

Exercice 12.2.2. Considérez la matrice

0 2 0
B = 1 1 -1
-1 1 1
1 0 —1
(i) Montrez que B est ligne équivalente a matrice échelonnée réduite R= [0 1 0
00 O
0 2
(ii) Montrez que 11,11 est une base du sous-espace de M, (R) ~ R? engendré
—1 1

par les colonnes de B.
(iii) Décrire le sous-espace de M, (R) ~ R?® engendré par les colonnes de R.

(iv) Déduisez que les opérations élémentaires sur les lignes peuvent modifier 1'espace
engendré par les colonnes d'une matrice.

Cours 15

13.1 Applications de la méthode de Gauss

On fixe un corps K.
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13.1.1 Systémes d’équations linéaires
Etant donné un systeme linéaire avec m équations a n inconnues :

anxy+ ...+ ax, = b

a1 + ...+ Gy = bg

A1 1+ oo+ Qn Ty = by,

ol a;j,b; € K, on souhaite résoudre 1'équation matricielle correspondante AX = B, c.-a-

T
d., on pose A = (a;;) € My,xn(K) la matrice des coefficients, X = | : | le vecteur des
Im
by
inconnues, et B = : le vecteur des termes constants.
b

Tout d’abord, on observe que la matrice A représente une (unique) application linéaire
¢ : K" — K™ (par rapport aux bases canoniques des deux espaces). Donc, I'existence d’une
solution signifie qu’il existe x = (z1,...,z,) € K" tel que p(x) = (by,...,by) € K™. Cest-a-

T
dire que b appartient a I'image de ¢. Donc, si b ¢ im(¢p), alors I’équation n’a aucune solution
et si b € im(yp), alors il existe au moins une solution. Dans le cas particulier ou b = (0, ...,0),
il existe au moins une solution car ¢(0) = 0. Méme '’ensemble des solutions est égal au noyau
de ¢.

Corollaire 13.1.1. Si A est une matrice mxn non nulle et m < n, alors le systeme homogéne
d’équations linéaires associé, AX =0, a une solution non triviale.

AZ: Notez : comme on peut considérer la multiplication (a gauche) par A comme une application linéaire
M, w1 (K) ~ K" — M,,,x1(K) =~ K™, si m < n, alors cette application n'est pas injective, donc son noyau
n'est pas trivial (voir Corollaire 8.1.5, cours 10). Mais la méthode reste nécessaire et est tres utile pour trouver

concrétement une telle solution.

Démonstration. Soit R = (R;;) une matrice échelonnée réduite, qui est ligne équivalente a A.
Alors, les systemes AX = 0 et RX = 0 ont les mémes solutions . Si r est le nombre de lignes
de R, alors r < m, et puisque m < n, on a r < n. Maintenant, on observe que le systeme
RX =0 a exactement r équations non triviales. Si nous supposons que ’entrée non nulle de
la ligne ¢ apparait dans la colonne j;, alors ces équations sont :

l‘jl + Z lel‘j =0

Jj=ji+1

X, + i Rrj]}j =0

j:jr"!‘l
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En plus, on observe que pour 1 < ¢ < r et pour j; < j < nonaque R =0s1j €
{Ji+1,---,Jr}, donc siyy, ..., yn—, désignent les n —r inconnues différentes de z;,, ..., z;, ces
équations peuvent étre réécrites comme suit :

n—r

iL’jl + Z)\ij = 0

Jj=1

l‘j,. + Z )\rjyj = 0,

j=1

Mais alors, comme toutes les solutions du systeme d’équations RX = 0 sont obtenues en

attribuant n’importe quelle valeur a wi,...,y,_, et puis en calculant les wvaleurs
correspondantes de x;,,...,x;,, il s’ensuit qu’il y aura toujours une solution non triviale :
puisque r < n, on peut choisir x; = y; qui ne fait pas partie des r inconnues z;,,...,z;,, et

on peut alors construire une solution avec z; = 1. []

Définition 13.1.2. Dans la preuve du Corollaire 13.1.1, les inconnues zj,...,z; qui
apparaissent aux échelons du systeme échelonné réduit RX = 0, s’appellent les inconnues
principales et les autres y1, ..., y,_ (s’il y en a) s’appellent les inconnues libres.
1 2 3 2
Exemple 13.1.3. Considérons la matrice A = [0 2 3 1] € Msy.y(R). Alors, cette
2560
matrice est ligne équivalente a la matrice échelonnée réduite suivante :
1 00 1
R=10 1 0 —4] € M3 (R)
001 3
—Ty 0 —1
. N 4.1'4 0 4
Donc toutes les solutions du systeme AX = 0 ont la forme X = 2| = o +x4 3|
—32, _
Ty O 1

ou r4 € R.
En posant x4 = 1, on obtient la solution non triviale (z1, zo, 23, 24) = (—1,4, —3,1). Nous
pouvons facilement vérifier que

1 2 3 2 _41 8
0 2 31 a1 =10
2 56 0 1 0
003 2 1
1, : 022 —-10
Exemple 13.1.4. Considérons la matrice A = 0925 1 1 € Myy5(R). Alors, cette
044 -2 0
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matrice est ligne équivalente a la matrice échelonnée réduite suivante :

010 —7/6 —1/3
001 2/3 1/3
000 0 0
000 0 0

R: S M4X5<R).

Donc toutes les solutions du systeme AX = 0 ont la forme

T 1 0 0
s 0 7/6 1/3
X=|as|=a1 |0 +z|-2/3|+25|-1/3
T4 0 1 0
T5 0 0 1

ou x1, x4, x5 € R, car les deux équations non triviales sont :

et
0-294+0-22+1-25+(2/3) 24+ (1/3) 25 =0.

Quelle est la méthode, en général, pour trouver les solutions du systeme AX = B?

Méthode : Pour résoudre AX = B par la méthode de Gauss, on forme la matrice
augmentée du systeme (A[B), ot B est ajoutée en tant que derniere colonne. Ensuite, on
réduit cette nouvelle matrice a sa forme échelonnée réduite (R|B).

Définition 13.1.5. Soit r le rang-ligne de la matrice R, et soient ji,...,j, les échelons de
R. Les inconnues zj,, ..., x;, s’appellent les inconnues principales et les autres (s'il y en a)
s’appellent les inconnues libres (qui sont 7 — r en nombre).

Description des solutions :

Cas A Si 'un des nouveaux termes constants Br+1, ..., by, 1est pas nul, disons b;, alors
I'équation 0 - 21+ ... +0 -2, =0= b, implique que le systéeme n’a aucune solution.

Cas B Si l~?r+1 = ... =1by, =0, ousir =m, le systtme posséde au moins une solution.
Pour décrire les solutions, on donne des valeurs arbitraires aux inconnues libres et
on détermine la valeur de chaque inconnue principale en fonction d’inconnues libres.
Donc s’il existe des inconnues libres, il y a plus d'une solution et s’il n’existe aucune
inconnue libre ( <= r = n), le systéme possede une solution unique.

-1 -2 1
Exemple 13.1.6. Considérons la matrice de coefficients A= | 2 3 0 | € M3.3(R) et
0o 1 =2
-1
le vecteur de termes constants B = | 2 |. Alors, la matrice augmentée associée au systeme
0
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-1 -2 1 —1

A-X = Bestlamatrice | 2 3 0 2 | . De plus, cette matrice est ligne équivalente
0o 1 =2 0
a matrice échelonnée réduite
10 3 1
01 =2 0
00 O 0

Cela implique que les solutions du systeme AX = B sont données par

T 1 -3
Ms1(R) 5 X =[x | = (0| +23| 2 ou z3 € R est quelconque.
XT3 0 1
—1
En revanche, notez que si nous considérons plutot C' = | 2 | comme le vecteur de termes
1
constants, alors la matrice augmentée associée au systeme A - X = C' est ligne équivalente
10 3 0
a matrice échelonnée réduite [0 1 —2 0], et donc le systeme AX = C n’a aucune
00 O 1

solution.

13.1.2 Base d’un sous-espace défini par un systeme de générateurs

( Définition 13.1.7.

(D1) Un systeme de vecteurs dans un K-espace vectoriel V' est une liste (uplet) ordonnée de

vecteurs (vy,...,v,) de V.

(D2) On dit qu'un systéeme de vecteurs (vy,...,v,), avec v; € K", est échelonné (réduit)
si la matrice m X n dont la i-eme ligne contient les coordonnées de v; est échelonnée
(réduite).

(D3) Pour un systeme de vecteurs (vy,...,v,) dans V, dim(Vect(vy,...,v,)) s’appelle le
rang du systeme. Notez que le rang du systeme (vy, ..., v,,) est le nombre maximal de
vecteurs linéairement indépendants (libres) dans 'ensemble {vy, ..., vy}

(D4) Soit A € M, (K). On regarde les lignes Ay, ..., A, de A comme des vecteurs de K"
ou de My, (K). On dit que le rang-ligne de A est le rang du systeme (Ay,..., An).
Notez que le rang-ligne de A est égal au rang-ligne de R, ou R est la forme échelonnée
réduite de A, et que le rang-ligne de R est le nombre d’échelons de R.
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Soit (v1,...,v,) un systeéme de vecteurs dans K". On souhaite :
e Trouver une base aussi simple que possible de U := Vect(vy,. .., Up).
e Trouver dim(U).
e Compléter cette base en une base de K".

Méthode :
Etape 1 On écrit les coordonnées des vecteurs vy, ..., v, dans les lignes d'une matrice A €
M, xn, C'est-a-dire que si v; = (a;1,...,a;), on pose A = (a;;) € Myxn(K), ol
Ai = (ail Ce ain).

Etape 2 On effectue les opérations élémentaires sur les lignes de A pour la transformer en
une matrice échelonnée réduite R.

Etape 3 On observe que si w; € K" est le vecteur dont les coordonnées sont données par
la i-eme ligne R; de R, alors Vect(wy, ..., w,,) = U. Donc les vecteurs non nuls w;
forment une base de U.

Etape 4 Pour compléter cette base en une base de K™, on ajoute tous les vecteurs canoniques
ey tels que £ n’est pas un échelon de la matrice R.

Plus généralement, soit V' un K-espace vectoriel de dimension n avec base ordonnée
B = (v1,...,v,). On a un isomorphisme ¢p : V' — K" donné par

V=0 vty Uy (g, ap)

Autrement dit, cette fonction associe a chaque v € V son < vecteur de coordonnées > (par
rapport a la base B) dans K" et a été beaucoup utilisée pendant le cours.

Soit maintenant (uq, ..., u,,) un systeme de vecteurs de V. Alors, comme ¢ est bijective,
on a que dim(Vect(uy,...,u,)) = dim(Vect(p(u1),...,9(un))). De plus, nous savons que
cette dimension est égale au rang-ligne de la matrice avec lignes données par
o(uy), ..., o(uy). Ainsi, on peut utiliser la méthode développée ci-dessus pour déterminer
une base de Vect(uy, ..., u,,) ainsi que pour compléter cette base en une base de V.

Exemple 13.1.8. Considérons le systeme (vi,vq,v3) dans K* ott v; = (1,0,—1,0), vy =
(1,3,1,—2) et v3 = (). On souhaite :

e Trouver une base aussi simple que possible de U := Vect(vy, v3).

e Trouver dim(U).

o Compléter cette base en une base de K*.

Etape 1 On considére la matrice
10

A=11 3 1 =2
3 6

Etape 2 Cette matrice est ligne équivalente a la matrice échelonnée réduite

1 0 -1 0
2 2
R=|o1 2 -2
3
00 0 O



Etape 3 Les vecteurs w; = (1,0,—1,0) et wy = (0,1,2/3,—2/3) forment une base de U
Etape 4 Pour compléter cette base en une base de K*, on ajoute les vecteurs de la base
canonique ez = (0,0, 1,0) et e, = (0,0,0,1).

Exemple 13.1.9. Considérons maintenant ’espace vectoriel V' = Myyo(F3) sur le corps [y
avec base ordonnée la base canonique

B = {F11, B2, By, By} = {(é 8) ; (8 (1)) , ((1) 8) , (8 (1)> } Considérons les vecteurs

Uy = <(1) (1)> et ug = ((1) g) L’isomorphisme ¢p : V — (F3)4 déterminé par B est tel que

uyp — v = (1,1,0,0) et ug — v = (1,2,0,0). Donc, comme

1100 1 000

1 2 00 010 0)°
si nous posons w; = e; = (1,0,0,0) et wy = ey = (0,1,0,0), on a que {5' (w1), p5' (wy)} =
{F11, E12} est une base de Vect(uy, us).

Cours 16

On fixe un corps K et on continue avec les applications de la méthode de Gauss.

14.1 Le noyau et I’image d’une application linéaire

Soient V' et W des espaces vectoriels de dimension finie sur K, ¢ : V' — W une application
K-linéaire, et By = (vq,...,v,) et By = (wi,...,w,) des bases ordonnées de V et W
respectivement. On souhaite :

e Trouver une base aussi simple que possible de ker(p) < V, compléter cette base en
une base de V' et trouver dim(ker(yp)).

e Trouver une base aussi simple que possible de im(¢) < W, compléter cette base en
une base de W et trouver dim(im(y)).

Méthode :

Etape 1 Nous considérons la matrice A = [0lBy By € Mpxn(K) de application ¢ par
rapport aux bases choisies.

Etape 2 Puisque o(v) =0y <= A-[v|g, =0, on résout 'équation AX = 0, et on observe
que si le rang-ligne de A est égal a r, alors ’ensemble des solutions est un sous-espace
vectoriel de M, 1 (K') de dimension n — r (= nombre d’inconnues libres).

Etape 3 On trouve une base (uq, ..., u,_,) de ce sous-espace des solutions.

Etape 4 On utilise I'isomorphisme fBy, 'V — M, (K) donné par v — [v]p, pour trouver
une base {0y, ..., 0,—,} de ker(¢) — nous considérons simplement les images inverses
des vecteurs uq, ..., u,_» € M, x1(K) dans V sous l'isomorphisme. Autrement dit,
on pose ¥y = fgé(m) pour {=1,....n—r.
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Etape 5 On peut compléter cette base en une base de V en utilisant la méthode discutée
pendant le cours 15.

Etape 6 Sivy_yi1,--.,0n 1,0, sont les vecteurs ajoutés dans Etape 5, alors en posant w; =
©(Up—rtj), o0 & que les vecteurs wy, . .., w, forment une base de im(¢p).

Etape 7 On peut utiliser la méthode discutée pendant le cours 15 pour compléter cette base
en une base de W.

Alternativement, I’étape 6 ci-dessus peut étre remplacée par la suivante.

Etape 6’ Si on note par ¢; = (ayj,...,am;) € K™ le vecteur dont les coordonnées se trouvent
dans la j-ieme colonne de la matrice A = (a;;), alors on peut considérer le systeme de
vecteurs (cq, .. ., ¢,). En utilisant la méthode du cours 15, on peut donc trouver une
base {¢1,...,¢} du sous-espace Vect(cy,...,c,) < K™. On utilise I'isomorphisme
fBw : W — M1 (K) donné par w — [w]pg, pour trouver une base wy,...,w, de
im(p) — nous considérons simplement les images inverses des vecteurs ¢, ..., ¢, €
M, «1(K) dans W sous l'isomorphisme. C’est-a-dire qu’on pose Wy = fg;/(ék) pour
k=1,...,r.

AZ: Les bases obtenues en utilisant Etape 6 ou Etape 6' ne sont pas nécessairement les mémes.

AZ: En général, combien de bases posséde un espace vectoriel ?

14.1.1 Quelques exemples

Exemple 14.1.1. Considérons une application linéaire ¢ : R® — R? qui, par rapport aux
bases canoniques, est représentée par la matrice

1 2 -1
A=|1 2 -1
2 4 =2

Comme cette matrice A est ligne équivalente a la matrice échelonnée réduite

1 2 -1
R=10 0 0 |,
00 O

on déduit que les vecteurs u; = (—2,1,0) et us = (1,0, 1) forment une base du noyau de
¢. Pour trouver une base de im(y), on peut considérer la matrice B = A’ qui est ligne
équivalente a la matrice

) 11
R=10 0
0 0

S O N

pour conclure que le vecteur w; = (1,1,2) = p(e1) = ¢(1,0,0) forme une base de im(y).
Notez que {uy,us, e1} est bien une base de R®.
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Exemple 14.1.2. Considérons une application linéaire 1 : R* — R3 qui, par rapport aux
bases canoniques, est représentée par la matrice

1 2
A=|(0 -1
1 0

on déduit que 1 est injective. Pour trouver une base de im(7)), on peut considérer la matrice
B = A" qui est ligne équivalente & la matrice

5 (101
R_<012)

pour conclure que les vecteurs w; = (1,0,1) et wy = (0, 1,2) forment une base de im(v)).
Alternativement, on pourrait également considérer les vecteurs (1,0,1) et (2, —1,0) = 2w —
Wy.

AZ: Pour réfléchir : Quelles sont les opérations élémentaires que I'on effectue sur les lignes de la matrice B

pour obtenir la matrice R ?.

Exemple 14.1.3. Supposons que K est un corps de caractéristique zéro?, par exemple
K =R,Q ou C. Considérons les espaces V = K|z]<3 et W = K|[x]<s et application linéaire
D :V — W définie par

a3~x3+a2-x2+a1-x+a0»—>3a3-x2+2a2~x+a1.

Soient By = (1,x,2% 2°) et By = (1,7,2%) des bases canoniques (ordonnées) de V et W
respectivement. Alors,

01 00
A=Dlp, sy =10 0 2 0
000 3
1
et en posant u; = 8 on a que l'espace de solutions de I'équation AX = 0 est égal a
0
Vect(uy)).
Comme l'isomorphisme fg, : V = K[z]<s — My (K) défini par v — [v]p, associe &
Qo
chaque polynéme as - % + as - 22 + a1 -  + ag le vecteur colonne Zl , on déduit que le
2
as

2. C’est-a~dire qu’aucun entier positif n ne vérifie I'égalité n - 1x = O
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vecteur 1 = fg&(ul) forme une base de ker(D) < V = K[x]<3. On peut compléter cette

base en une base de V en ajoutant les vecteurs x,z* et 2® et on sait donc que les vecteurs
1 = D(z),2x = D(2?) et 32° = D(2”) forment une base de im(D) = W.
Que se passe-t-il si, au contraire, nous considérons K = Fy ou K =37

14.2 Le rang d’une application linéaire

| Définition 14.2.1.

e Soit A = (a;j) € My, xn(K). On note par ¢; = (ayj, ..., an;) € K™ le vecteur dont les
coordonnées se trouvent dans la j-iéme colonne de A. Le rang-colonne de A est la
dimension de 'espace Vect(cy,...,c,) comme sous-espace de K™.

o Rappelez-vous que si B € M, (K), alors la transposée de B, notée B', est la matrice
n x m telle que (B');; = Bj;. Donc, le rang-colonne de B est égal au rang-ligne de B
et le rang-ligne de B est égal au rang-colonne de B'.

\ J

AZ: Notez que le rang-colonne d'une matrice A = (a;;) € M, (K) est égal a la dimension de I'image de
I'application linéaire @ 4 : M, 1 (K) — M, 51 (K) définie par

I aiy A1n T
Tn am1 <o Omn Tn

AZ: De plus, si B et Cean notent les bases canoniques de K™ et de K" respectivement, alors le rang-
colonne d'une matrice A = (a;;) € My, xn (/) est aussi égal a la dimension de I'image de I'application linéaire
Y K" — K™ telle que [W]g,,,.c.. = A

En particulier, si V' et W sont des espaces vectoriels de dimension finie sur K, ¢ : V. — W
est une application K-linéaire, By et By sont des bases ordonnées de V' et W respectivement,

et on pose A = [¢|p, By, alors dim(im(p)) est précisément le rang-colonne de A.

Théoréme 14.2.2. Soit A = (aij) € Myyun(K). Le rang-ligne de A est égal au rang-colonne
de A.

Démonstration. Posons r = le rang-ligne de A et considérons ¢4 : M,x1(K) — M, (K)
I'application linéaire définie par la multiplication (& gauche) par A. Alors, comme ker(¢4)
est de dimension n — 7 , le théoréme du rang implique que le rang-ligne de A est égal au
rang-colonne de A. O

Corollaire 14.2.3. Soient V' et W des espaces vectoriels de dimension finie sur K, ¢ €
L(V,W), et By et By des bases ordonnées de V' et W respectivement. Posons A = [¢]|p, By -
Alors,

dim(im(yp)) = rang-ligne(A) = rang-colonne(A) =
= rang-ligne(A") = rang-colonne( A") =
— dim(im(¢"))
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14.2.1 Lien avec ’application transposée

Soient V' et W des espaces vectoriels de dimension finie sur K, T' € L(V,W), et By
et By des bases ordonnées de V' et W respectivement. Considérons aussi les bases duales
correspondantes By, et By, ainsi que Papplication transposée 7" € L(W*, V*). Nous pouvons
prouver ce qui suit.

(a) ker(T") = im(T)*
(b) dim(ker(T")) = dim(ker(7T")) + dim(W) — dim(V')
() im(T") = (ker(T))*
En particulier, si on combine le point (b) ci-dessus avec le théoreme du rang appliqué a

la fois & T' et & T", on déduit que dim(im(7")) = dim(im(7")) et donc on obtient une autre
preuve du Théoreme 14.2.2. Comment prouver (a), (b) et (c)?

(a)
¢ € ker(T") <= T'(¢) =¢oT =0y~ (la forme lindaire nulle)
— o(T(v))=0x YveV
— pe(mT) = {y e W = LOV,K) | Yu & m(T), y(w) = 0k }

dim(ker(T%)) = dim((im(7))*)

= dim(W) — dim(im T")
= dim(W) — (dim(V) — dim(ker(7)))
= dim(ker(7)) + dim(W) — dim(V)

P €im(T") <V* = Jp € WHtel queT(p) =
= Vv € V,9(v) = ¢(T(v))
= Yov € ker(T), ¥ (v) = p(0w) = 0k
= 1) € (ker(T))*

(8

Donc, im(T") C (ker(T))*. Mais comme (b) implique que dim(im(7")) = dim(im(7")) on
a que

dim(im(7")) = dim(im(7)) = dim (V") — dim(ker(T)) = dim(ker(T)").

Ainsi, im(T") = (ker(T))*.

14.3 Pour réfléchir chez vous

Exercice 14.3.1. Soit V un K-espace vectoriel de dimension finie et U < V' un sous-espace.
Prouvez que

dim(U~+) = dim(V) — dim(U).
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Exercice 14.3.2. Pour chaque vecteur non nul v = (vy,...,v,) € K", considérez la forme
linéaire n, : K" — K définie par u = (uy, ..., u,) — v1-u1+. . .40, uy,. Solent T' € L(K™, K™)
et A= (a;j) € M,,x,(K) la matrice de T" par rapport aux bases canoniques de K" et de K™.
Pour chaque i = 1,...,m, posons a; = (a;1,. .., ay) € K" le vecteur dont les coordonnées se
trouvent dans la i-eme ligne de A. Montrez que ker(7T") = ker(n,,) N ... Nker(n,,, ).

Exercice 14.3.3. Utilisez ’exercice précédent pour donner une description géométrique du
noyau de la transformation linéaire 7' : R* — R?, dont la matrice par rapport aux bases

. 2 1
canoniques est A = ( 4 2),

Cours 17

On continue avec les applications de la méthode de Gauss.
Comme d’habitude, nous fixons un corps K.

15.1 Inversion de matrices carrées

Théoréme 15.1.1 (Critere d’inversibilité). Soit A = (a;j) € M,,x,,(K) une matrice carrée.
Les conditions suivantes concernant A sont équivalentes.

(i) A est inversible.

(ii) La matrice échelonnée réduite qui est ligne équivalente a A est la matrice identité I,,.
(i1i) 1l existe C € My, (K) telle que AC = I,.

(iv) Il existe B € M, x,(K) telle que BA = I,.

(v) Le systéme AX = 0 posséde une solution unique, la solution triviale.

(vi) Le rang (= rang-ligne = rang-colonne) de A est égal a n.

Démonstration.

(i) = (iz7) Par définition.

(1) = (iv) Par définition.

(i4i) = (i) Notons E la base canonique de K" et considérons les applications linéaires ¢, ¢ €
L(K", K") telles que [plpg = A et [¢]gr = C. Alors, I'égalité AC' = I,, implique que
¢ o1 =id ce qui implique en outre que ¢ est surjective, car K" = im(p 01) C im(yp).

~——
—id
Mais alors, ¢ est bijective (Corollaire 8.1.7, cours 10) et donc A est inversible (Exercice
2, Série 7).

(iv) = (i) L’argument est tres similaire a celui du point précédent. Nous utilisons les mémes
notations et considérons maintenant 'application linéaire v € L(K", K") telle que
[v]e.e = B. Alors, I'égalité BA = I,, implique que 7 o ¢ = id, ce qui implique en outre
que @ est injective, car {0} = ker(y o ) D ker(p). Mais alors, ¢ est bijective (Corollaire

——
—id
8.1.7, cours 10) et donc A est inversible (Exercice 2, Série 7).
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(i) = (v) Supposons que A est inversible avec inverse A~'. On considere 1’équation AX = 0; on
multiplie & gauche par A~' des deux cotés et on obtient qu’il n’existe que la solution

triviale X = 0.
(v) = (vi) On sait que la dimension de 'espace des solutions du systéme est égale a n—r, ol r est

le rang de A. Mais I'espace des solutions est le sous-espace nul et donc de dimension 0.
On déduit que n = r, c.-a-d. que la matrice A est de rang n.

(vi) = (i) Supposons maintenant que le rang de A est égal a n. On effectue les opérations
élémentaires sur les lignes de A pour obtenir une matrice échelonnée réduite R.
Comme le rang de R est aussi n, on déduit que R = I,.

(17) = (iv) Si A est ligne équivalente a I,,, alors il existe des matrices élémentaires Ey, . .., Ej telles
que Ey-...- Ey-A=1,. Autrement dit, nous pouvons prendre B = F; - ... - E},. Cette
matrice satisfait a la condition de (iv).
[]
Corollaire 15.1.2. Toute matrice inversible est égale a un produit de matrices élémentaires.

Ces résultats nous permettent de déterminer si une matrice donnée est inversible et de
trouver 'inverse lorsqu’elle existe.

Méthode : Pour déterminer si une matrice A € M,,,(K) est inversible, et pour
trouver son inverse lorsqu’elle existe, on construit une matrice augmentée en placant la
matrice originale A a gauche et la matrice identité I, a droite. On applique ensuite des
opérations élémentaires aux lignes de cette matrice augmentée pour transformer A en une
matrice échelonnée réduite R. Si A est inversible, alors R = I,, et le membre de droite de la
matrice augmentée finale sera exactement l'inverse de A. Si R # I, alors on sait que A
n’est pas inversible.

1 0 1
Exemple 15.1.3. Considérons la matrice A= | 0 1 —1 | € Mjsy3(R). Alors, la matrice
11 1
augmentée
10 1 1 00
01 —1 010
11 1 001
est ligne équivalente a la matrice
1 00 2 1 -1
010 -1 0 1
001 -1 -1 1
Par conséquent, A est inversible et
2 1 -1
At=[ -1 0 1
-1 -1 1



15.2 Matrice de changement de base

Une fois que l'on sait inverser les matrices, cela nous donne un outil pour déterminer les
matrices de changement de base.

Exemple 15.2.1. Soit B = (ey, ey, e3) la base canonique (ordonnée) de R? et considérons
une autre base C = (vy, vg, v3) de R? telle que

v=1(1,2,3)=1-€1+2-e3+3-¢e3

ve=1(0,1,1)=0-e1+1-ea+1-¢e3
(1,0,—1):1'61+0'62+(—1)'63

U3

Alors, la matrice de passage [id]gc = Pp_c est la matrice

1
2
-1

—
e [\D[\D —

1
2
En effet, on a que

er = (1,0,0) = (1/2) - vy 4+ (=1) - vg + (1/2) - v3
ea =(0,1,0) = (=1/2) vy + 2 - vy + (1/2) - v
e3=(0,0,1) = (1/2) - vy + (—1) - v2 + (—1/2) - v3

Comment peut-on trouver des scalaires a;; € R tels que e; = a1 - v1 + agj - v2 +az; -v3? On
peut résoudre 1’équation

U1 V2 U3 e1 €y ez
1 0 1 ai;r G2 @13 1 0 0
( 2 1 0 ) | a1 a2 ag | = ( 0O 1 0 )
3 1 -1 az1 Q32 G33 0O 0 1
:EZ:%C

Exemple 15.2.2. Considérons des bases ordonnées B = (vy, va, v3,v4) = (2, 22, 32°—1, 2°41)
et C = (wy,wy, w3, wy) = (1,7 — 1,2% + 2,22°) de R[x]<s. Alors, la matrice de passage
lid]gc = Pp—c est la matrice A = (a;;) € Myxa(R) telle que

w1 W2 W3 Wy V1 V2 V3 V4

1 1 -1 2 0 air G2 aiz G4 1,2 0 -1 1

z | O 1 0 0 | Q21 Go2 a3 G| x| 0 2 0 0

22| 0 0 1 0 a1 asy ass ax| 2|0 0O 3 0

22\ 0 0 0 2 . aq1 Q42 Q43 Q44 2 \0 0 0 1
e
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C’est-a-dire que si on pose £ = (1,z, 2%, 2°), alors

1 -1 2 0 20 —1 1
. 0 1 00 02 0 0
idlse=Pssc=14 ¢ 1 00 3 0
0 0 0 2 00 0 1

= [id]c g - [id]ge

= [id]ec - [id]se.

Notez qu’on peut également résoudre chacun des quatre systemes linéaires définis par des
quatre équations Vj = Q1§ - W1 + Qg - Wa + A3 - W3 + Aygj - Wy :

1 -1 2 0 ayj

0 1 0 0 A2 _ [’U]
0 0 10 as; JlE
0 0 0 2 a4j

Cette méthode prend cependant généralement plus de temps.

15.3 Pour réfléchir chez vous

Exercice 15.3.1. Supposons que B = (uy,...,u,) et C = (vy,...,v,) soient des bases
ordonnées d'un K-espace vectoriel V. Soit ¢ € L(V,V) telle que ¢(v;) = u; pour chaque
1 =1,...,n. Démontrer que

[plec = [id]sc-

Exercice 15.3.2. Démontrer que les conditions du Théoreme 15.1.1 sont équivalentes a la
condition suivante : Pour tout (by,...,b,) € K", il existe une solution au systéme d’équations

( n
bl = E Q15T
j=1

n

bn: E Qp T

\ J=1

Cours 18

L’objectif des trois prochains cours est de définir rigoureusement la notion de déterminant
des opérateurs linéaires (et des matrices). Si K est un corps et A = (a;;) € M, <, (K) est une
matrice carrée, alors le déterminant de A, désigné par det(A), sera défini de telle maniere
que :

e si l'on permute deux lignes ou deux colonnes de A, le déterminant det(A) € K change
de signe;
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e si deux lignes ou deux colonnes de A sont identiques, le déterminant est nul;
e on peut ajouter & une colonne (ou une ligne) de A un multiple d'une autre colonne
(ou d’une autre ligne) sans changer la valeur du déterminant ;
e si 'on multiplie tous les termes d’'une méme ligne de A ou d’'une méme colonne par
un scalaire «, le déterminant est multiplié par «;
e en conséquence, si une ligne ou une colonne de A est nulle, le déterminant est nul.
De plus, on va voir que le déterminant se comporte bien avec le produit des matrices :

det(AB) = det(A) - det(B)

et, en fait, il définit un morphisme de groupes det : GL(n, K) — K. En particulier, si
A, B € M,,«,(K) sont des matrices semblables, alors det(A) = det(B).
En général, le déterminant d'une matrice carrée

aip ... QAip
A=

ap1 ... Qpp

peut étre calculé en utilisant la formule de Leibniz :

det(4) = Y (o) Hao(j)j (2)

O'ESn

= Z &?(J) H Qo (1)

UESn

ou S, désigne le groupe de toutes les bijections (permutations) de {1,2,...,n} et (o) la
signature de la permutation ¢. Nous commencons donc par un exposé plus détaillé sur la
structure du groupe S,,. En particulier, nous rappelons la définition de la signature d’une
permutation.

AZ: & Notez que (2) nous dit que det(A) = det(A").

16.1 Le groupe S,

Rappelez-vous que si X = {1,2,...,n}, n étant un entier naturel positif, on appelle
Bij(X) le groupe symétrique de degré n, noté S, Sym,,, ou simplement S,,. Pour chaque
permutation o € S, on écrit souvent

o 1 2 3 ... n
S \o(1) o(2) o) ... o(n))’
Pour éviter toute confusion avec les < matrices honnétes >, nous représenterons plutot
les permutations comme des produits de cycles et comme des produits de transpositions.
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| Définition 16.1.1.

(i) Une permutation o € S, est appelée un cycle si o est de la forme

7N 7N VR
. , o5
avec ap,as,...,ap_1,a; € {1,2,...,n} distincts, ce qu'on note souvent de maniére
abrégée sans aucune fleche :
(CLl Ay ... QAyp—1 CL@) 5

Implicitement, nous entendons également que les autres éléments sont tous fixes. Nous
appelons ¢ la longueur du cycle et le sous-ensemble {ay,...,a,} C {1,...,n} est appelé
le support de la permutation.

(ii) Une permutation o € S, est appelée une transposition si o est un cycle de longueur
deux.

L J

Nous pouvons prouver ce qui suit.

Théoréme 16.1.2.

(i) Toute permutation o € S, peut étre écrite de maniére unique comme un produit
commutatif :
0 =010...00

de cycles de longueur au moins 2 a supports disjoints.

(i1) Le groupe S, est engendré par les transpositions, car
(a1 as ... armr ag) = (a1 az)o(az ag)o...o (a1 ar).

A partir de ce résultat, nous pouvons définir la signature € : S,, — {1,—1} ~ Z/2Z, qui
est un morphisme des groupes. Si on écrit une permutation o € S,, comme un produit des
transpositions 7y o ... o 7,, alors on a que sa signature est définie par e(o) := (—1)". On peut
vérifier que cela est bien défini. C’est-a-dire quesic =71 0...07. =71 0...07,, alorsr = s
mod 2.

5
J | dans le groupe
5

W <— o
e W
N 4—

1
Exemple 16.1.3. Considerons la permutation ¢ = ||
1

symétrique Ss. Son écriture en cycles disjoints de longueur au moins 2 est
(234) = (342) = (423).

Exemple 16.1.4. L’écriture de o = (1357)(2371)(23) € S en produit de cycles disjoints de
longueur au moins 2 est (12)(357) = (12)(573) = (12)(735).
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16.2 Le déterminant d’une matrice 2 x 2

Soit K un corps et A = (a;;) € Mayo(K). Comme Sy = {id, (12)}, en utilisant (2), on
déduit que
det(A) = A11A22 — A21A12

car ¢(id) =1 et £((12)) = —1.

AZ: Réfléchissez au lien avec exercice 5, série 4.

16.3 Le déterminant d’une matrice 3 x 3

Soit K un corps et considérons

ailp Qa2 a3
A= a2 ax axs| € M;s(K).

a1 432 ass
Comme S3 = {id, (12), (13), (23), (123), (132)}, en utilisant (2), on déduit que

det(A) = (11022033 — (21412033 — A31022013 — A11032023 + (21032013 + A31A12023
= a11(a2za33 - CL326L23) - a12(a21a33 - 61316!23) + a13(a21a32 - a3la22)

a21 a1 Q22

asi

Q22 Q23
32 A33

= a1 — Q12

23
+ a13
33

Alternativement, on peut calculer det(A) en utilisant la regle de Sarrus :

(x) Cours 19

17.1 Formes multilinéaires alternées

On fixe un corps K et un K-espace vectoriel V' de dimension finie.
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' Définition 17.1.1. Pour m un entier positif, on pose V" =V x ... x V.
m fois
(i) Une forme m-linéaire sur V est une fonction o : V™™ — K qui est linéaire par rapport
a chaque entrée lorsque les autres entrées sont fixées. Cela signifie que pour chaque
ke {l,...,m} et tous (u,...,uy,) € V", la fonction

V= Uy ey Up— 1y Uy Uk 1y - -y U
est K-linéaire (un élément de l'espace dual V™).

(ii) L’ensemble des formes m-linéaires sur V' sera noté L™(V, K).

\ J

AZ: Dans la définition ci-dessus, |'expression a(uq, ..., Uk—1,V, Ukt1, - - -, Up) Signifie a(v,us, ..., Up) Si
k =1 et signifie a(uq, ..., Um—_1,V) SI k=m.

AZ: Une forme 1-linéaire sur V' est une forme linéaire sur V. Une forme 2-linéaire sur V' est une forme bilinéaire
sur V.

AZ: De maniere plus générale, étant donnés des K-espaces vectoriels Vi,...,V,, et W, et une application

a:Vyx...xV,, — W, ondit que o est m-linéaire si « est linéaire par rapport a chaque entrée.
AZ: A L"(V,K)#LWV™ K)IlI

Exemple 17.1.2. Soit A = (a;;) € M,,x,,(K). On peut définir une forme 2-linéaire 4 sur
K" par

6A($,y) = BA((xla s ’xn)’ (yh <o 7yn)) = Zzaijxiyj

j=1 i=1
aiy ... Qip Y

:(xl :L‘n) o s | =2t Ay
Ap1 ... Qpp Yn

Notez que fSa(e;,ej) = a;; pour chaque 1 < 7,57 < n. On peut prendre comme exemple

10 e g .
concret, A = 0 1) € Myo(R). Alors, la forme bilinéaire 4 sur R? est tout simplement le
produit scalaire usuel.
AZ: Notez quesin =1et A=1; € My41(K) ~ K, alors on retrouve le produit dans K. C'était I'exemple

donné par I'un.e d’entre vous.

Remarque 11. Si V = K", on peut identifier le produit cartésien K" x ... x K" de n
copies de K™ avec 'espace de matrices M, (K). Un élément (uq,...,u,) € K" x ... x K"
est associé a la matrice dont la i-eme ligne est donnée par le vecteur u;. Ou, de maniere
équivalente, il peut étre associé a la matrice dont la j-eme colonne est donnée par le vecteur
u;. On peut donc parler des applications m-linéaires o : M, (K) — K par rapport aux
lignes ou aux colonnes.

Définition 17.1.3. Soit m un entier positif. Une application o € L™(V, K) est dite alternée
si a(uq,...,un) = 0 chaque fois que uy, ..., u, est une liste de vecteurs de V' avec u; = u;
pour deux indices différents i,j € {1,...,m}. L'ensemble des formes m-linéaires sur V' qui
sont alternées sera noté A™(V, K).

Les affirmations suivantes découlent directement de cette définition :
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o A™(V,K) est un sous-espace vectoriel de F(V™, K).
e Soit « € A™(V,K). Si up,...,u, € V sont linéairement dépendants, alors
afug, ..., uy) =0.

AZ: Si uy,...,u, € V sont linéairement dépendants, alors il existe ¢ € {1,...,m} tel que
i—1
u; € Vect(uy, ..., u;) = u; E Aj - u; (Cours 8, Lemme 6.1.4). Donc, on a
j=1
i—1
(Y(ulﬁ...,um) = | Upy...,Uj—1, E )\_7--uj,’uzquﬁ...,'um
Jj=1
i—1
— E )\j(k(ll,l,..,,'l,l,,ifl,y’llj,’ll,,qu,...,’ll,,,,)
Jj=1
~-0

e Sim > dim(V), alors la seule forme m-linéaire alternée sur V' est 'application nulle
(Ugy .oy Up) — Ok.
AZ: Sim > dim(V'), alors m vecteurs dans V' sont toujours linéairement dépendants.

e SiT € S, est une transposition, alors a(tr(1y, - . ., Ur(m)) = —a(uy, ..., Up). Autrement
dit, I’échange des vecteurs dans deux entrées quelconques de a(uq, . . ., u,,) modifie le

signe de la valeur de «.
AZ: Supposons que T = (ij), avec i < j. Alors,

0=alu,..., Wi+ Uj ey U F Uy Upy) = U, ..., Ui, ..., w +uj, ..., U )+
——
i-eme place j-eme place
Foa(ur, .., uy, U U, Uy)
= (Ut Wiy ey Wiy ooy Up) F (U, Uy e Uy ey Uy ) F
+ a(uy U, Wiy ooy Upm) + (U, ..., U Wjy ooy Up,)
= 0(Uny ey Wiy ooy Uy e Upy) + (U, Uiy ooy Uiy oo ey Upp)
= (U, Up) + (Ur(ry, oy Ur(m))
= (Ur(1), - Ur(m)) = —(UL, ..., Up)

Nous en déduisons notamment le résultat suivant.

Proposition 17.1.4. Soient m un entier positif et o € A™(V,K). Alors, pour chaque
(Ug, ..., upy) € V™ et pour chaque permutation o € S,, on a que

a(Us(r), - - > Uo(m)) = €(0) - o, ..., Up)

Ceci conduit naturellement a une formule pour les formes n-linéaires alternées sur un
espace vectoriel V' de dimension n.
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Théoréme 17.1.5. Soit B = {vy,...,v,} une base de V' et soient uy, ..., u, € V des vecteurs
quelconques. Pour chaque j € {1,...,n} soient a1j,...,a,; € K des scalaires tels que u; =
n

Zaijvi. Alors, pour chaque o € A™(V,K) on a que a(uy,...,u,) = n-avy,...,v,), ot

i=1
n

n=Y_ &) ][] an;-

Démonstration. Prenons o € A"(V, K). Alors,

n n
alug, ..., u,) =« E aﬂvi,...,g @in Vi

i=1 i=1
n n
= g Qi1 1Viqs -y E A4, n Vi,
i1=1 in=1
n n n
= E aill e ”Uil, E aiﬂviz,, ceey E ainnvin
i1=1 io=1 in=1
n n n n
= E aizg E ai;l e’ Ui1>vi27 E ai33?]i3 ceey E AinUV;
io=1 i1=1 iz=1 in=1

n n
= E E ainn'-"'aill&(viu"'vvin)

in=1 11=1

= Z Ao()1 " - - - * Ao(mn®(Vo(1); - - -, Vo(n))
O'GSn

= Z £(o) Haa(j)ja(vb cees Un)
oESh 7j=1

Corollaire 17.1.6. Si dim(V') = n, alors dim(A"(V, K)) = 1.

Démonstration. Prenons «, 8 € A"(V, K) avec o non nulle (voir commentaire ci-dessous).
Soient vy, ...,v, € V tels que a(vy,...,v,) # 0. Alors, il existe A € K tel que

B(vg, ... vn) = A (v, ..., 0,)
Comme {vy,...,v,} doit étre une base , alors en utilisant Théoréme 17.1.5 deux fois (et les

mémes notations 1a) on peut écrire

Blug, ..., uy) =



pour chaque liste de n vecteurs uy, ..., u, € V. Ce qui implique que 8 = X - . Ainsi, {a, f}
n’est pas libre et donc dim(A"(V, K)) < 1. La démonstration est complete des lors que 'on
peut effectivement montrer qu’il existe une telle forme « alternée non nulle sur V.

En fait, si B = {vy,...,v,} est une base de V et B* = {p1,...,¢,} est la base duale,
alors 'application « : V" — K définie par

AUy, ..., Upy) = Z e(o) H ©o(j)(V5)

O'GSn

est non nulle; elle appartient a A" (V, K) et elle engendre donc I'espace. O

Corollaire 17.1.7. Si dim(V) = n,a € A" (V,K) est non-nulle, et vq,...,v, sont des
vecteurs dans V', alors a(vy,...,v,) # 0 si et seulement si {vq,...,v,} est une base de V.

Démonstration. Supposons d’abord que a(vy,...,v,) # 0. Alors, {v,...,v,} doit étre libre
et donc une base de V' (voir le deuxieme point a la page 6). Maintenant, si {vy,...,v,}
est une base de V, comme « est non-nulle, il existe des vecteurs uq,...,u, € V tels que
a(ug, ..., u,) # 0. Mais alors, en utilisant le Théoreme 17.1.5 on déduit que a(vy, ..., v,) # 0,
car on peut écrire

0# a(uy,...,u,) =n-a(vy,...,v,)

pour un certain scalaire 7 € K comme dans le Théoreme 17.1.5. O

AZ: Notez que I'argument ci-dessus nous indique également que le scalaire 17 n'est pas nul.

17.1.1 Pour réfléchir chez vous

Exercice 17.1.8. Soient W un K-espace vectoriel et ¢ : V™ — W une application m-linéaire
tels que la paire (W), 1) satisfasse la propriété universelle suivante :
— Si U est un K-espace vectoriel quelconque et o : V™ — U est une application m-
linéaire, alors il existe une unique application linéaire & : W — U telle que a ot = a.
Démontrer que si (W, 7) est une autre paire satisfaisant la propriété ci-dessus, alors les espaces
vectoriels W et W sont isomorphes (sur K).
AZ: On peut démontrer que de telles paires existent toujours. Les espaces W sont notés V" =V @ ...® V.

—_————

m

Cours 20

18.1 Déterminants

On fixe un corps K et un K-espace vectoriel V' de dimension finie n. Pour 7' € L(V, V)
et pour a € A"(V, K), définissons une autre forme n-linéaire alternée sur V', notée ar, par

ar(uy, ..., uy) = a(T(uy),...,T(uy))

pour chaque liste uq, ..., u, de vecteurs dans V. Ceci définit un opérateur linéaire o — arp
de A"(V, K).
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Or, nous savons que dim(A"(V, K)) = 1, et puisque toute transformation linéaire d'un
espace vectoriel unidimensionnel vers lui-méme est une multiplication par un unique scalaire,
pour la transformation linéaire o — a7, nous pouvons maintenant définir det(7") comme
étant ce scalaire.

 Définition 18.1.1.
(i) Soit T € L(V,V). Le déterminant de T est 'unique scalaire dans K, noté det(T), tel
que pour chaque a € A"(V, K) on a ap = det(T) - « .

(i) Soit A € M,un(K) et T" € L(K", K") telle que la matrice de T par rapport a la
base canonique de K" est égale a A. Le déterminant de A, noté det(A), est défini par
det(A) = det(T).

\ J

AZ: Ce commentaire vise a aborder des concepts plus avancés, qui dépassent le cadre de ce cours mais que vous
rencontrerez probablement plus tard. Etant donné |'application linéaire T': V' — V, je peux considérer |'application

linéaire induite V®...@V — V®...QV définie par v ®...Qv, — T(v1)®...®T(v,). L'application transposée
de cette application est précisément |'opérateur linéaire a — ap de L*(V,K) ~ (V& ...® V)* défini par
a— (U, up) = a(T(ug), ..., T(uy))) -

Ci-dessus, on considére simplement la restriction au sous-espace A™(V, K) ~ (A"V)* ~ A"V™.
Notez que les propriétés suivantes découlent directement de la définition du déterminant :

e Comme ajq = a pour chaque o € A™(V, K), det(id) = 1.

e Comme pour chaque A € K on a que ayiq = A" -« pour toute o € A"(V, K), alors
det(\-id) = A™

e Plus généralement, pour ' € L(V, V) et A € K, on aque ayr = AN"ar = A" (det(T))-«
pour chaque o € A"(V, K). Donc det(A-T) = A" - (det(T))

e Pour o« € A"V, K),uy,...,u, € Vet S,TeL(V,V)onaque

a(S(T(ur)), ..., S(T(un)))

(det(:5)) - (T (un), -, T(un))
(det(S)) - (det(T)) - aluy, ..., u,).

agor(Uty .y Up) =
= (det(S
= (det(S
Donc det(S o T) = (det(S5)) - (det(T)).
e En particulier, si A et B sont des matrices carrées de méme taille (a coefficients dans
K). Alors, det(AB) = det(A) - det(B).
Maintenant, pour le résultat suivant, considérez chaque liste u, ..., u, de n vecteurs dans
K" comme une liste de matrices colonnes. La notation (u1 . un) désigne alors la matrice
carrée n X n dont la j-ieme colonne est u; pour chaque j =1,...,n.

Proposition 18.1.2. L’application qui associe une liste uy, ..., u, de vecteurs dans K" au
scalaire det ((u1 e un)) est une forme n-linéaire alternée sur K".

Démonstration. Soit € = {ey,...,e,} la base canonique de K" et prenons uy, ..., u, € K".
Soit T" € L(K", K™) 'unique opérateur linéaire tel que T'(e;) = u; pour chaque j =1,...,n.
Ainsi,

[T]&g = (U1 C Un)

Par conséquent, det ((u1 . un)) = det(T"), par définition du déterminant d’une matrice.
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Soit maintenant o € A"(K", K) telle que a(ey, ..., e,) = 1x. Alors,

det ((u1 . un)) = det(T")
= (det(T)) - afeq, ..., en)
=a(T(e1),...,T(en))
= (U, ..., uy).
En d’autres termes, l'application qui prend une liste de vecteurs wuq,...,u, € K" a
det ((u1 o un)) est précisément la forme n-linéaire alternée a. ]

AZ: Pourquoi la forme « existe-t-elle?

AZ: Notez que le méme résultat sera valable si I'on considére les lignes au lieu des colonnes.

Remarque 12. Si 'on applique le Théoreme 17.1.5 a forme linéaire alternée uq, ..., u, —
det ((u1 un)) sur K", alors, en prenant pour base de K" la base canonique, on peut
déduire la formule de Leibniz (2) du cours 18.

a b

Remarque 13. Soit A = (c d) € Myy2(R) et considérons I'application linéaire

YA - R2 ~ ngl(R> — ]R2 ~ M2X1<R)
z\ (@ b (=
y c d) \y)
Soit encore P C R* un parallélogramme. Alors, Aire(pa(P)) = |det(A)| - Aire(P). En
particulier, si C' est le carré déterminé par les deux vecteurs de base canoniques e; et eg,

alors on déduit que det(A) = Aire(pa(C)). Ce résultat peut étre généralisé aux dimensions
supérieures en considérant les < n-cubes >.

AZ: Je vous propose de regarder la vidéo < The determinant > sur la chaine 3BluelBrown pour acquérir une

intuition de la signification géométrique du déterminant.

18.1.1 Pour réfléchir chez vous

10
01
définie dans I'Exemple 17.1.2 (du produit scalaire usuel). Alors, le produit vectoriel R* x R?* 3
(v,w) — v x w € R? est une opération bilinéaire alternée qui satisfait la propriété suivante :
— Etant donné deux vecteurs v et w quelconques dans R? le vecteur v X w est 'unique
vecteur dans R? tel que

Exemple 18.1.3. Soit A = ( ) € My, 2(R) et considérez la forme bilinéaire 84 sur R?

Balu,v x w) =det ((u v w))

pour chaque u € R3.
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18.2 Quelques propriétés des déterminants en plus

Le déterminant d’un opérateur indique si cet opérateur est inversible.

Proposition 18.2.1. Un opérateur T' € L(V, V) est inversible si et seulement si det(T") # 0.
De plus, si T est inversible, alors det(T~') = (det(T)) ™"

Démonstration. Si T est inversible, alors il existe 7' € L(V,V) telle que T o T™! = idy.
Donc,
1 = det(id) = det(T o T7') = det(T) - (det(T 1))

et, par conséquent, det(T) # Ox et (det(T™')) est I'inverse de det(T) dans le groupe
multiplicatif K™ = K\{0}.

Pour prouver I'autre implication, supposons que det(7") # 0 et prenons v € V non nul.
Complétons {v} en une base {v,v,...,v,} de V. Alors, si a € A"(V, K) est non nulle on a
que

a(v,ve,...,v,) # 0= a(T(v),T(v2),...,T(v,)) =det(T) - a(v,va...,v,) # 0.

En particulier, T'(v) # 0 et puisque v a été choisi arbitrairement, 7" est inversible (ker(7") =
{0} implique T injective, donc bijective). O

Le déterminant est un invariant de similarité.

Proposition 18.2.2. Soient T € L(V,V), W un K-espace vectoriel de dimension finie n
(=dim(V)) et S € L(W,V) une application inversible. Alors

det(S™'oT o S) = det(T).

Démonstration. Prenons 5 € A"(W, K) et définissons o € A"(V, K) par

a(vy, ..., vm) = B(S (v1),..., 5 Huy)),

ou vy,...,v, € V. Alors, pour chaque liste wy,...,w, de vecteurs dans W on a que

B(S™ 0T o8)(wr), ..., (S 0T oS)(wn))

= a((T o 5)(wn),. (ToSX n))

= ap(S(wy), .. ( n))
= det(T) - (S(wl), oy S(wn))

=det(T) - B(wr, ..., wy,).

Donc det(S™'oT o S) = det(T). O

ﬁs—loTos(wl, e ,U)n)

Le déterminant d’un opérateur est égal au déterminant de toute matrice qui le représente.
Corollaire 18.2.3. Si T € L(V,V) et B = (uy,...,u,) est une base ordonnée de V. Alors,

det(T) = det ([T]B,B) 5
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Démonstration. La preuve découle du diagramme commutatif ci-dessous.

. [T, . N
M (K) o K~ My (K) & K™ —22 My (K) ~ K~ M (K) ~ K

| ~BT ~B] 7 ~|

M,y (K) ~ K" 5 1% 1% S M, (K) ~ K"

e;>U; T Uirre;

" L

ou & = {ey,...,e,} désigne la base canonique de M, (K) ~ K".

Cours 21

On fixe un corps K. On considere un K-espace vectoriel V' et 'anneau unitaire L(V, V).
Notez que si V' est de dimension finie n, cet anneau est isomorphe a l’anneau M, ., (K).

19.1 Vecteurs propres et valeurs propres

Les matrices les plus faciles a < manipuler » algébriquement sont les matrices
diagonales. Ensuite, les matrices triangulaires présentent également quelques propriétés
utiles. Si A = (a;;) € M,,«,(K) est une matrice diagonale ou triangulaire supérieure, alors,
par l'isomorphisme entre M, (K) et L(K", K") associé au choix de la base canonique
E = {e1,...,e,} de K", il existe une unique application linéaire ¢ : K" — K" telle que
[ple = A. D’apres les hypotheses sur la matrice A, on a que ¢(e;) = ai; - e; et donc
Vect(ey) = Vect(p(e1)). Cette observation motive la définition suivante.

' Définition 19.1.1. Soit o € £(V, V).

(i) On dit que v € V est un vecteur propre de ¢ si v # 0y et Vect(v) = Vect(p(v)).
C’est-a-dire que v est non-nul et p(v) est un multiple scalaire de v. Ce qui revient a dire
que v # 0 et qu’il existe un scalaire A € K tel que ¢(v) = A - v.

(ii) Le scalaire A de (i) s’appelle la valeur propre de ¢ associée au vecteur propre v.

(iii) Si A est une valeur propre de ¢, alors le sous-espace E\ = {v € V; p(v) = X-v} <V
s’appelle 'espace propre de ¢ associé a la valeur propre .

Notez qu’on a une notion analogue pour les matrices carrées A = (a;;) € M4, (K) en
considérant I’application linéaire ¢4 : M1 (K) — M, (K) canoniquement associée a A et
définie par

X1 ai;p ... QAip T

Tn Apl  +.. Gpp Tn

Plus précisément, 0 # v € M1 (K) est un vecteur propre de A si et seulement s’il existe
un scalaire A € K tel que pa(v) = X\ -v. Si tel est le cas, A s’appelle la valeur propre de A
associée au vecteur propre v.

Exercice 19.1.2. Montrez que Og est une valeur propre d'une application linéaire ¢ €
L(V, V) si et seulement si ¢ n’est pas injective.
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Le résultat suivant découle directement des définitions ci-dessus.

Théoreme 19.1.3. Soient ¢ € L(V,V) et A € K. Alors \ est une valeur propre de ¢
si et seulement si l'application linéaire p — X - idy n’est pas inversible. Si et seulement st

ker(p — A -idy) # {0}.

Démonstration. Par définition, on a que A € K est une valeur propre de ¢ si et seulement s’il
existe v € V non nul tel que p(v) = A-v. Dong, si et seulement s'il existe v € V non nul tel que
(p—=Aidy)(v) =0 < v € ker(¢—Aidy). Mais cela revient a dire que ker(¢ —Aidy ) # {0},
ce qui est en outre équivalent a ce que ¢ — A - idy soit non inversible. O

Dans le cas ou dim(V') = n, ce résultat nous fournit une méthode pour déterminer les
valeurs propres.

Proposition 19.1.4. Supposons dim(V') = n. Soit o € L(V, V), fixzons une base ordonnée B
de V' et posons A = [¢]|pg. Alors A\ € K est une valeur propre de ¢ (ou de A) si et seulement
si la matrice A— \-1,, est non inversible, ce qui est le cas si et seulement si det(A—X-1,,) =0

Démonstration. 11 suffit de noter que [¢ — A -idy]p = A — X - I, et de se rappeler qu'une
transformation linéaire est inversible si et seulement si l'une, donc toutes, de ses
représentations matricielles est également inversible. O]

Ceci motive, a son tour, la définition suivante.

Définition 19.1.5. Soit A € M,,«,(K). Soit encore = une indéterminée. Alors cy(z) =
det(A — x - I,) € K[x] est appelé le polyndéme caractéristique de la matrice A.

Par la caractérisation des valeurs propres donnée par Théoreme 19.1.3 et par Proposition
19.1.4, nous déduisons que A € K est une valeur propre de A € M, (K) si et seulement si
A est une racine du polynome caractéristique ca(x), c.-a-d. c4(A) = 0.

Exemple 19.1.6. Si A = (a;;) € M,,x,,(K) est une matrice triangulaire, alors
calx) = (a1 —x) - (ae — ) - ... - (Gpn — ).
Par conséquent, ses valeurs propres sont précisément celles situées le long de sa diagonale.

AZ: Une matrice est dite triangulaire si elle est carrée et si tous les coefficients d'un c6té ou de |'autre de la

diagonale principale sont nuls.

a b

Exemple 19.1.7. Soit A = (c d) € My o(K). Alors

cA(:v):det(<a;$ db )) =22~ (a+d) -2+ (ad — be) = 2 — tr(A) - z + det(A)

— X
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Grace au résultat suivant, on peut également définir le polynome caractéristique d’un
endomorphisme linéaire d’un espace vectoriel de dimension finie sur K, puis 1'utiliser pour
calculer des valeurs propres.

Proposition 19.1.8. Deuz matrices semblables (similaires) ont le méme polynéme
caractéristique. En particulier, deux matrices semblables ont les mémes valeurs propres.

Démonstration. Soient A, B € Ml,,,(K) et P € GL(n, K) telles que B = P"'AP. On a que
cp(r) =det(B—z-1I,)
=det(P'AP — - 1,)
=det(P'AP —x- P7'I,P)
=det(P'(A—=x-1I,)P)
=det(A—xz-1I,)
= calx)

Définition 19.1.9. Supposons V' de dimension finie. Soit ¢ € L(V,V). Le polynéme
caractéristique de ¢, noté c,(x), est le polynome caractéristique de n’importe quelle matrice
représentant ¢ par rapport a un choix de base ordonnée quelconque.

La caractérisation donnée par le Théoreme 19.1.3 et par la Proposition 19.1.4 est
également utile pour prouver le résultat suivant et, en particulier, pour déterminer une
borne supérieure du nombre de valeurs propres distinctes qu'un opérateur peut avoir.

Proposition 19.1.10. Toute liste de vecteurs propres d’une application linéaire p € L(V, V)
correspondant a des valeurs propres distinctes est linéairement indépendante.

Démonstration. Sinon, il existe un plus petit entier positif m tel qu’il existe une liste

linéairement dépendante de m vecteurs propres de ¢, disons vy, ..., v,,, correspondant a des
valeurs propres distinctes Ay, ..., \,,. Mais alors, en raison de la minimalité de m, il existe
des scalaires aq, ..., a, € K, dont aucun n’est nul, tels que

ay- v+ ... Ay Uy = Oy
Donc, en appliquant ¢ — A, id aux deux membres de 1’équation ci-dessus, on obtient
al()\l — )\m) UL+ ..+ amfl()\mfl — )\m) cUm—1 — Ov.

Maintenant, comme m est nécessairement supérieur ou égal a deux , cette derniere égalité
n’est pas vide ; et puisque les valeurs propres Aq, ..., A, sont distinctes, aucun des coefficients
ci-dessus n’est égal a O . Ainsi, vy,...,v,,_1 est une liste linéairement dépendante de m — 1
vecteurs propres de ¢ correspondant a des valeurs propres distinctes. Eh bien, cela contredit
la minimalité de m. O

Corollaire 19.1.11. Supposons que V' soit de dimension finie. Alors chaque endomorphisme
linéaire de V' possede au plus dim (V') valeurs propres distinctes.

AZ: Notez que ce dernier corollaire peut bien siir étre déduit a partir du polynéme caractéristique. Quel est le
degré du polynéme ¢, (x) 7 Quel est le nombre maximal de racines distinctes 7
AZ: Ce qui n'est peut-étre pas encore clair, c'est si tout opérateur linéaire (ou toute matrice carrée) possede

une valeur propre ou non. La réponse dépend fortement du corps K.
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19.1.1 Pour réfléchir chez vous

AZ: Je vous propose de regarder la vidéo < A quoi servent les vecteurs et valeurs propres? > par L& Nguyén
Hoang dans la chaine Wandida, EPFL.

Cours 22

20.1 Multiplicité géométrique et multiplicité algébrique

' Définition 20.1.1. Soient K un corps, V un K-espace vectoriel de dimension finie et soit |
encore A\ € K une valeur propre d’une application linéaire ¢ € L(V, V).

(i) La multiplicité algébrique de A, notée 1, (A), est la multiplicité de A en tant que racine
du polynoéme caractéristique.

(i) La multiplicité géométrique de A, notée j4(A), est la dimension de l'espace propre Ej.
Autrement dit, c’est la dimension du noyau de I"application ¢ — X - id.

\

Exemple 20.1.2. Considérons la matrice A = (il)) i) € My o(R).

Alors, on a que c4(z) = 2% — T2+ 10 = (v —2)(x —5) et donc les valeurs propres de A sont
A1 = 2 et Ay = 5. Dans ce cas, les deux valeurs propres ont la méme multiplicité algébrique,
égale a 1.

w

Exemple 20.1.3. Considérons maintenant, B = . Alors,

_ N
o W O
w o O

3—=x 0 0
B—x-1I3= 2 33—z 0
1 0 3—x

et on a que cg(z) = det(B — z - I3) = (3 — 2)* et donc que A = 3 est la seule valeur propre
de la matrice B, avec multiplicité algébrique égale a 3.

Calculons  maintenant la  multiplicité — géométrique  p4(3). Par  définition,
114(3) = dim(ker(¢pp — 3 -id)), ot pp : Mz, (R) ~ R® — Mz, (R) >~ R? est 'application
linéaire donnée par la multiplication (a gauche) par B. Comme la matrice de pp — 3 -id par
rapport a la base canonique est donnée par

B-3-I;=

—= N O
o O O
o O O

nous en déduisons que p,(3) = 2.
En fait, dans cet exemple, d’espace propre E3 est engendré par des vecteurs propres
0 0
ea=|1] etes=[0]. Vérifiez-le!
0 1

87



AZ: Cet exemple montre notamment que, de maniere générale, les deux notions de multiplicité (algébrique et

géométrique) sont différentes. On peut en tout cas démontrer le résultat suivant.

Proposition 20.1.4. Soient K un corps, V un K-espace vectoriel de dimension finie et soit
encore X € K une valeur propre d’une application linéaire p € L(V, V). Alors, py(N) < pa(A).

Démonstration. Posons m = p4(\). Considérons donc une base ordonnée B = (vy,...,Up)
de T'espace propre E\. Si m = dim(V) = deg(c,(x)), il n’y a rien a prouver, car c,(z) =
ca(z) = (A — x)™. Sinon, nous pouvons compléter B en une base ordonnée de V', disons
C = (v1,..., Uy Ums1, - - ., Uy). Alors, la matrice A = [plcc a la forme

D M
Op—m N

ou la matrice D = {¢|E } = X - I, est diagonale, et on a M € M, pm_m)(K) et N €
*1B.8
M(n—m)x(n—m)(K)‘ DOI]C,

co(z) =ca(z) =det(A—x-I,) =det(D —a - I,) -det(N —z - I,,_p,) = (A — )" - en(2)

ce qui montre que la multiplicité algébrique ji,(\) est supérieure ou égale & m = pg(A). [

20.2 (%) Polynéme minimal d’un endomorphisme (non
examinable)

Rappelons que, par définition, les valeurs propres des opérateurs sur un K-espace vectoriel
V et les zéros des polynomes de K[z] doivent appartenir & /K. Une question importante se
pose donc : quand les valeurs propres existent-elles ?

Théoréme 20.2.1 (existence de valeurs propres). Tout opérateur sur un C-espace vectoriel
non trivial de dimension finie possede une valeur propre.

AZ: Ce théoréme est valable de maniere plus générale sur un corps algébriquement clos.

Premiére preuve. Soit V un C-espace vectoriel de dimension finie et soit ¢ € L(V, V). Alors,
A € C est une valeur propre de ¢ si et seulement si p,(A) = 0 (A est une racine du polynéme
caractéristique de ¢). Comme p,(x) € C[z], on sait, par le théoreme fondamental de 'algebre
(Théoreme 3.3.7), que p,(x) admet toujours une racine dans C, il s’ensuit que ¢ possede une
valeur propre. O

AZ: Notez que ce premier argument fonctionne méme si V' = {0}. Mais ce cas est trivial.

Deuziéme preuve. Soit V un C-espace vectoriel de dimension finie n et soit ¢ € L(V,V).
Supposons V' # {0} et prenons 0 # v € V. Alors, les vecteurs

v, 0(v), ..., 0" (V)
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ne sont pas libres. Par conséquent, une combinaison linéaire des vecteurs ci-dessus (dont tous
les coefficients ne sont pas nuls) est égale au vecteur nul Oy . Il existe donc un polynéme non
constant f(z) € C[z]| de plus petit degré tel que

f(@)(v) = 0.

Or, par le théoreme fondamental de l'algebre, il existe A € C tel que f(A) = 0 et donc il
existe g(x) € C[z] tel que
flx) =(z = A)-g(x).

Mais cela implique alors que

Oy = f(p)(v) = (¢ = A-idy) - (9()(v)),

et par la minimalité du degré de f, on déduit que g(¢)(v) # Oy et donc que A est une valeur
propre de ¢ avec vecteur propre g(¢)(v). ]

AZ: La derniere démonstration est plus compliquée, mais elle contient de nombreuses idées intéressantes et

importantes qui peuvent étre utilisées pour prouver le résultat suivant.

Théoreme 20.2.2. Soit K un corps et supposons que V soit un K-espace vectoriel de
dimension finie. Soit ¢ € L(V, V). Alors il existe un unique polynome unitaire m,(x) € K|z]
de degré minimal tel que my(¢) = 0. De plus, deg(m,) < dim(V).

Démonstration. Admis sans preuve dans ce cours. O]

AZ: Ce dernier résultat implique qu'un polynéme p(z) € K|z] est tel que p(p) = 0 si et seulement si p(x) est
un multiple de m(z). Le théoreme de Cayley-Hamilton nous dit que le polyndme caractéristique c,(x) a cette

propriété, c.-a-d. ¢, (¢) = 0. C'est un théoreme que vous verrez le semestre prochain.
©

Définition 20.2.3. Soient K un corps et V un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit
encore @ € L(V,V). Alors le polynéme minimal de ¢ est I'unique polynéme unitaire
my(x) € K[z] de degré minimal tel que my(¢) = 0.

Pour calculer le polynéme minimal d’un opérateur ¢ € L(V, V), nous devons trouver le

plus petit entier positif r tel que I’équation
apidy +ar - @+ .. .apq - = —¢"

admet une solution ag,...,a,_1 € K. Si l'on choisit une base de V et remplace ¢ dans
I’équation ci-dessus par la matrice correspondante a cette base, on peut alors considérer
cette équation comme un systeéme de (dim(V))® équations linéaires & 7 inconnues
ag, - .., a,—1 € K. L’élimination de Gauss permet de déterminer I'existence d’une solution en
testant successivement les valeurs de r jusqu’a en trouver une. D’apres le théoreme
ci-dessus, une telle solution existe pour un plus petit entier positif d < dim(V). Le
polynome minimal de ¢ est alors le polynome

a0+a1-x+...+ad_1-xd_1—|—$dGK[:U].
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Exemple 20.2.4. Supposons K = R,V = R° et ¢ € L(V,V) tel que la matrice de ¢ par
rapport a la base canonique est la matrice

0000 4
100 0 —7
0100 0
0010 0
0001 0
Alors,
pler) = e
902(61) = p(p(e1)) = p(e2) = e3
P (e1) = p(p*(e1)) = ples) = e
904(61) = 90(903(61) = p(es) =es5
905(61) = 90(904(61)> = p(es) = de; — Tey

ce qui implique que

{er, e e3,e4, 05} = {er, p(en), 9% (e1), 9*(er), ' (en)}

et, par conséquent, que my(r) = —4 + 7z + 2°.

rProposition 20.2.5. Soient K un corps, V un K-espace vectoriel de dimension finie et
peLV,V).
(i) Les racines du polynome minimal de ¢ sont les valeurs propres de ¢.
(i) Si K = C, alors
my(x) = (x — A1) - ...+ (& — Ag),

0U Ai,...,\g est une liste de toutes les wvaleurs propres de p, éventuellement avec
répétition.

AZ: Notez que (i) dit que le polynéme minimal m,(x) et le polyndme caractéristique c,,(x) ont les mémes
racines.
Démonstration.

i) Ce que nous voulons prouver, c’est qu’élanl donné \ € K, alors c,(\) = 0 <=
¥
m@()\) =0. Si, m¢(A) = 0, alors il existe q(x) S K[l‘] tel que

my(z) = (z — A)q(z)
et donc
Ov = my(p)(v) = (¢ — A-id)(g(¢)(v))
pour chaque v € V. Or, comme deg(q(x)) < deg(m,,), il découle de la définition du
polynéome minimal que ¢(p) # 0 et donc il existe au moins un vecteur v € V tel que

q(¢)(v) # 0. Mais alors I’équation ci-dessus dit que A est une valeur propre de ¢ associée
au vecteur propre q(¢)(v).
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Inversement, si my,(A) # 0, alors il existe (algorithme de division) ¢(x) € K[z] et
a € K tels que
mg(z) = (& — Na(z) +a.

Mais alors, comme o = m,(A) # 0 on a que
0=my(p) = (¢ —A-id)g(z) + o -id
= —a (g —X-id)g(p) = id
= @ —A-id est inversible

= A n’est pas une valeur propre de ¢
= c,(A) # 0.

(ii) Cela découle du théoreme fondamental de I’algebre (Théoreme 3.3.7).
L

Cours 23

On fixe un corps K et un K-espace vectoriel V. De plus, étant donné une matrice carrée
A € M, (k), on note p4 'unique application linéaire

@4 Muu1(K) ~ K™ = My (K) ~ K™

dont la matrice, par rapport a la base canonique, est égale a A. Autrement dit, ¢4 est définie
tout simplement par multiplication (& gauche) par A.

21.1 Matrices triangulaires et endomorphismes trigonalisables

Définition 21.1.1. Soit ¢ € L(V,V). Un sous-espace U < V est dit invariant sous ¢ si
peU)CU,c-ad. ue U= p(u) €U.

AZ: Notez que les espaces propres fournissent des exemples de sous-espaces invariants.
A A partir de maintenant, nous supposerons implicitement que dim(V) = n < oo.

91



Proposition 21.1.2. Soient ¢ € L(V,V) et B = (vy,...,v,) une base ordonnée de V. Alors)
les affirmations suivantes sont équivalentes.

(i) La matrice |p|p est triangulaire supérieure.

(i) Pour chaque k = 1,...,n, le sous-espace Vect(vy,...,vx) <V est invariant sous ¢.
(i11) Pour chaque k =1,...,n on a que o(vy) € Vect(vy, ..., vx).
De plus, chacune de ces affirmations implique l'affirmation suivante :

(iv) Il eziste des sous-espaces p-invariants Wy, ..., W, de V' avec
{O}IW()CWlC...Wn,l CWn:V

et dim(W;) = i pour chaque i =0,...,n.

Inversement, s’il existe des sous-espaces p-invariants Wy, ..., W,, comme dans (iv) ci-dessus,
en considérant une base ordonnée B = (uy,...,u,) de V, avec (uy, ... ,u) base de Wy pour
tout 1 < k <n, la matrice [¢]z sera triangulaire supérieure.

Démonstration. Nous prouverons (i) = (ii) = (i7i) = (i). On observe que l'implication

(17) = (iv) est claire, car nous pouvons tout simplement considérer les espaces Wy = {0} et

Wy = Vect(vq, . .., vx) pour chaque k = 1,. .., n. La derniére affirmation est également claire.

(1) = (i1) Choisissez k € {1,...,n}. Comme [p|s est triangulaire supérieure, on a que
©(vj) € Vect(vy,...,v;) pour tout 1 < j < k. Mais alors comme

Vect(vy, ..., v;) C Vect(vy, ..., v),

nous concluons que p(v;) € Vect(vy, ..., vx) pour chaque 1 < j < k, ce qui nous dit
que le sous-espace Vect(vy,...,v;) < V est invariant sous .

(11) = (i7i) Cela découle immédiatement de la définition de sous-espace invariant,
puisque, pour tout 1 < k < n, on a vy € Vect(vy, ..., vg).

(13i) = (i) Si (iii) est vérifié, alors en écrivant chaque vecteur ¢(vy) comme une
combinaison linéaire des vecteurs de la base B, on n’utilise que les vecteurs
vy, ...,V Par conséquent, tous les coefficients sous la diagonale de la matrice [p]s
sont nuls. Ainsi, cette matrice est triangulaire supérieure.

[]

' Définition 21.1.3.

(i) Un endomorphisme linéaire ¢ de V est dit trigonalisable §’il vérifie la condition (iv)
de la Proposition 21.1.2 ci-dessus.

(ii) De méme, une matrice A € M, 4, (K) est dite trigonalisable si l'application linéaire
pa est trigonalisable, ce qui est équivalent a dire qu’il existe une matrice inversible
P € GL(n, K) telle que P*AP est triangulaire supérieure.
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Exemple 21.1.4. Considérez l'application linéaire ¢4 : Myy 1 (R) — My, (R) définie par

T 2 00 0 T

) —4 1 2 0 i)

ws | T =10 2 —2| | as

Ty 0O 0 0 1 T4

A

0 0 11 1131
. i ~|-1 =100 _1 102 1 3
En prenant la matrice inversible P = 0 -1 0 o] onaaque P AP = 00 2 1
0 0 01 0001

e Comment trouver cette matrice? Notez que P est la matrice de changement de base
[id]ge, ou € désigne la base canonique et B la base ordonnée constituée des vecteurs

0 0 1 1
—1 -1 0 0
(en ordre) vy = o =11 =, et vy = 0
0 0 0 1
e Comment trouver une base B telle que [p4]p soit triangulaire supérieure ? Comparez
lalgorithme
0 avec la
, L . —1 preuve
Etape 1 Choisissons un vecteur propre de ¢4, disons v; = : du
0 Théoréeme
0 21.1.6.

Etape 2 Complétons vy en une base ordonnée By = (vq, way, w3, wy) de Myy(R). Supposons

1 0 0

Wy = 0 w3 = 0 et wy = 0

0]’ 1 0

0 0 1

Etape 3 Calculons

1 4 -2 0
10 2 0 0
[@A]Bl_ 0 -1 2 =2
0O 0 0 1

Etape 4 Considérons D'application ©a, : Vect(wq,ws, wy) — Vect(wsy, w3, wy) définie par
multiplication a gauche par la sous-matrice

2 0 0
Ai=|-1 2 =2
0 0 1
et répétons les étapes précédentes.
0
Etape 5 Le vecteur vy = w3 = (1) est un vecteur propre de ¢ 4,. Donc, si nous remplagons
0

la base B; par une autre base By = (vy, v9, W3, 1W4) on trouvera que la matrice [p ]z,
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a la forme

1 a b ¢
0 2 d e
00 fg
0 0 h 1
Etape 6 L’étape suivante consiste a considérer I’application

wa, : Vect(ws,wy) — Vect(ws,w,) définie par multiplication a gauche par la

sous-matrice ;
_ g
= (1 7)

Etape 7 Nous continuons jusqu’a obtenir la base souhaitée.

et a répétez les étapes 1 a 3.

AZ: A |l est important de noter que cet algorithme implique de nombreux choix. Il n'existe pas de choix
unique pour la base B. En fait, je vous ai montré que le choix (v1,vs = w3, wa,wy) est également une
possibilité.

e Finalement, notez que c4(r) = ¢ () = (x — 1)*(x — 2)* est scindé dans R]z].

AZ: On peut en plus démontrer que 14(1) = 114(2) =1 < 2 = (1) = p14(2). Le Théoreme 22.1.3 ci-dessus nous

dit que ceci fournit donc un exemple d'opérateur trigonalisable mais non diagonalisable. Voir Définition 22.1.1

Le résultat suivant nous indique que si ¢ € L(V,V) est trigonalisable, alors le dernier
point de l'exemple ci-dessus n’est pas une coincidence car ¢ satisfait toujours une équation
simple en fonction de ses valeurs propres. Voir aussi le Théoreme 21.1.6 ci-dessous.

rProposition 21.1.5. Soit p € L(V,V) et supposons qu’il existe une base ordonnée B de V]
telle que la matrice [p|g soit triangulaire supérieure avec les coefficients dans la diagonale

)\1, 500 ,)\n, c.-a-d.

A *
[pls =
0 An
Alors,
(i) (p—A1-id)-...- (@ — Ay -id) =0, et
| (i1) les valeurs propres de ¢ sont précisément les scalaires Ay, ..., \,. )
Démonstration.
(i) Soit B = {vy,...,v,} une base ordonnée de V' telle que la matrice [¢]p soit triangulaire

supérieure comme dans 1’énoncé. Il suffit alors d’observer que
Y= (p—A-id)o...0o(p—A\,-id)

est nul sur chaque vecteur v, de la base B. Cela s’explique par le fait que les opérateurs
©; =@ — X\ -id et p; = ¢ — A; - id commutent (p; o ¢; = @; o p;) et, de plus, que,
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pour tout 1 < k < n, on a (¢ — A -id)(vx) € Vect(vy,...,ve—1). En effet, il suffit de
constater que

ev) =M1 <= (—A1-1d)(v1) =0

= (=X -id)-...-(p=A-id)(v1) =0 Vk=1,....,n
= (v1) =0
et il en découlera par récurrence que pour chaque k =1,...,n

(p — A -id)(vg) € Vect(vy,...vp—1) = (@ — Ap-id) - ... - (@ — A - id)(vg) =0

=(p—A-id)-...-(p=Xj-id)(v) =0 Vji=k,...

= @/J(Uk) =0.

(ii) Puisque p(v1) = Ay - vy, on a que A; est une valeur propre de ¢. Choisissons k €
{2,...,n} et, pour chaque j € {1,...,n}, posons W; := Vect(vy, ..., v;). Comme pour
tout j € {1,...,n}, ona (p—A;-id)(v;) € W;_y et,sij <k, on aaussi que W;_y C Wj_q,
nous concluons que ¢ — Ay -id envoie Wy, dans Wj,_;. Mais dim(W},) = k et dim(Wj_;) =
k — 1, donc I'application ¢ — A - id n’est pas injective et il existe alors un vecteur non
nul v € ker(p — A - id). C’est-a-dire que \j est une valeur propre de . Ainsi, chaque
élément de la diagonale de [p]s est une valeur propre de . Pour démontrer que ¢ n’a pas
d’autres valeurs propres, on considere le polynéme p(x) = (x—X)-...-(z—\,) € K|x].
Comme p(¢) = 0, ce polynoéme doit étre un multiple du polynome minimal m,,(z). Mais
alors, chaque racine de m(x) est une racine de p(x). Donc, toutes les valeurs propres
de ¢ sont contenues dans la liste Ay, ..., \,.

AZ: Notez que ce dernier résultat nous dit que si ¢ est trigonalisable, alors le polyndme minimal et le polynéme
caractéristique de ¢ sont scindés.

Une question naturelle se pose alors : quand un opérateur linéaire est-il trigonalisable ?
Pour répondre a cette question, nous concluons notre discussion par le résultat suivant.

Théoreme 21.1.6. Soit V' un K-espace vectoriel de dimension finie n et soit o € L(V, V).
Alors ¢ est trigonalisable si et seulement si c,(x) est scindé dans l'anneau K|[z].

Démonstration. On a déja montré que si ¢ est trigonalisable, alors c,(x) est scindé. Nous ne
discuterons donc que de 'idée principale concernant I’autre implication.

Comme c,(x) est scindé, ¢ possede au moins une valeur propre A;. Soit v; un vecteur
propre associé a la valeur propre A;. Complétons {v;} en une base ordonnée
B = (v1,vs,...,v,) de V et posons A = [p]g. Alors,

)\1‘ a2 ... QAp

N
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ol A est une matrice carrée & coefficients dans K de taille n — 1. Or, comme cp(z) =
ca(z) = (M —x)cj(z), on peut donc considérer un autre opérateur linéaire @, cette fois dans
I'espace Vect(vy, ..., v,) de dimension n — 1, dont le polynéme caractéristique est également
scindé, & savoir I'opérateur représenté par A par rapport a la base ordonnée (v, . . ., v,). Cela
montre que pour prouver le théoreme, nous pouvons simplement raisonner par récurrence
sur la dimension de V. Autrement dit, nous pouvons répéter la premiere étape avec la paire
(Vect(vg, . .., v,), @), remplacer les vecteurs vy, . .., v, par une nouvelle base ordonnée de cet
espace, ol le premier sera un vecteur propre de ¢, puis continuer ainsi jusqu’a obtenir une
bonne base C de V' qui exposera ¢ comme trigonalisable.

AZ: Notez que la méthode cachée dans cette preuve a été utilisée dans Exemple 21.1.4.

L]

Notez que, par le théoreme fondamental de 1'algebre, chaque polynéme de C[x] est scindé.
Le théoreme précédent implique alors que toute transformation linéaire d’un espace vectoriel
de dimension finie sur C est trigonalisable.

Cours 24

22.1 DMatrices diagonales et endomorphismes diagonalisables

On fixe un corps K, un K-espace vectoriel V' de dimension finie n et un endomorphisme
linéaire p : V — V.

Définition 22.1.1. L’application linéaire ¢ € L(V,V) est dite diagonalisable (sur K) si
elle possede une matrice diagonale par rapport a une certaine base de V. Autrement dit, il
existe une base B de V telle que [p]z soit diagonale.

AZ: Notez que si ¢ est diagonalisable, alors ¢ est trigonalisable.

Proposition 22.1.2. Supposons que Ai,..., N, soient des valeurs propres distinctes de .
Alors la somme Ey, + ...+ E), est une somme directe. En particulier,

dim(Ey,) + ... +dim(Ey,,) = pg(M1) + ... + pg(An) < dim(V) = n.

Démonstration. Pour montrer que la somme est une somme directe, supposons que vy +. ..+
v, = Oy, ou chaque v; appartient a E),. Puisque les vecteurs propres associés a des valeurs
propres distinctes sont linéairement indépendants (d’apres Proposition 19.1.10, cours 21),
cela implique que chaque v; est égal a Oy. Ainsi, Fy, + ...+ E), est une somme directe,
comme souhaité. O

AZ: Rappelez-vous que si V7, ..., Vo sont des sous-espaces de V. Alors Vi + ...+ V,, est une somme directe
si et seulement si la seule facon d’écrire 0y, comme une somme vy + ...+ v,,, ou chaque v; € V;, est de prendre
chaque v; égal a Oy .
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22.1.1 Conditions de diagonalisation

Théoréeme 22.1.3. Soient Ay, ..., \,, les valeurs propres distinctes de p. Alors les propriétés
sutvantes sont équivalentes :

(i) ¢ est diagonalisable.

(1) V' posséde une base constituée des vecteurs propres de .
(iit) V=E)\ & ...® E),
() dim(V) = dim(Ey,) + ... + dim(E),,) = pg(M) + ... + pg(Am)-

(v) c,(x) est scindé dans K[z] et pour chaque i = 1,...,m on a que pg(N;) = pta(N;).

AZ: A Notez que je ne suppose pas que m = n!

Démonstration.
o (i) < (i) = (v) = (iv)
@ possede une matrice diagonale

aq
an
par rapport a une base ordonnée B = (vq,...,v,) de V si et seulement si ¢(v;) = a;-v;
pour tout j = 1,...,n. Cela montre que (i) et (i) sont équivalentes.
En plus, notez qu’en particulier les a;s doivent appartenir a la liste des valeurs
propres A, ..., \y. Dong, si ¢ est diagonalisable, alors
co(z) = (=1)"(x = A)™ - (2= M)

avec d; = a(Ni) = pg(Ni), car
pg(Ai) = dim(Ey,) = #{v; € B; v; € Ex.} = di = p1a(Ai) = pg(Xi).

Finalement, I'implication (v) = (iv) est claire.
o (ii) = (i17) = (1v) = (i7)

Si (i) est vrai, alors tout vecteur de V' est une combinaison linéaire des vecteurs
propres de @ et donc V = E), +...+ E, . Or, d’apres la Proposition 22.1.2, la somme
est toujours directe. Par conséquent, (7i7) est vérifiée.

Maintenant, si (i7i) est vraie, ¢’est immédiat que (iv) est vraie aussi. Supposons
donc que (iv) soit vrai. Choisissez une base de chaque espace propre E), ; rassemblez
toutes ces bases pour former une liste vy, . . ., v, de vecteurs propres de V. Pour montrer
que cette liste est libre, supposons

a v+ ...+a, - v, =0,

ouai,...,a, € K. Pour chaque 7 = 1,...,m, soit u; la somme de tous les termes a;-v;
tels que v; € E),. Ainsi, chaque u; appartient a E),, et en plus

ur + ...+ u, =0.

97



Mais alors, puisque les vecteurs propres correspondant a des valeurs propres distinctes
sont linéairement indépendants (voir Proposition 19.1.10, cours 21), cela implique que
chaque u; est égal a Oy. Et puisque chaque u; est une somme de termes a; - vj, ou les
v; ont été choisis pour former une base de F),, cela implique que tous les scalaires
ai,...,a, sont égaux a Ox. Par conséquent, (vy,...,v,) est une base de V' et donc (iv)
implique (7).

[]

Notez que le Théoreme 22.1.3 nous dit qu’en choisissant un ordre des valeurs propres

distinctes, disons Aq,..., A, , et en posant g; = pu4(N\;), alors ¢ est diagonalisable si et
seulement si il existe une base ordonnée B = (vy,,... T N S EEE s Uy, )
NS ~~ >

n=gi+...+gm

de V avec gp(v,-jm) = Ai Vi), pour tous i = 1,...,m et pour tous j(i)=1,...,¢g;. En plus,
si tel est le cas, alors

D/\1 0.. ........... 0
0. Dy,
[¢]s = )
’ .'DAm—l 0
[ I | D)\m

A 0ce 0
0.
O...... 0 N\ 0

Corollaire 22.1.4. Si le polynome caractéristique c,(x) possede n racines distinctes (dans
K), alors ¢ est diagonalisable (sur K ).

Nous avons également le critere suivant :

Proposition 22.1.5. ¢ est diagonalisable (sur K) si et seulement si my(x), le polynome

minimal de ¢, est égal a
(x—=X) oo (—=A\p)

pour une certaine liste de scalaires distincts A1, ..., A\ € K.

Démonstration. Ce résultat est facultatif et nous ne donnons ici que lidée de la
démonstration.

Supposons d’abord que ¢ soit diagonalisable. Il existe donc une base (vy,...,v,) de V
constituée des vecteurs propres de ¢. Soient \q,..., A, les valeurs propres distinctes de .
Alors, pour chaque v;, il existe une seule valeur propre \; telle que (¢ — A; -id)(v;) = Oy.
Alinsi,

(p=Ap-id) - ...« (@ = Ay - id)(v;) =0
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pour chaque v;. De plus, soit m = 1, soit si nous omettons l'un des opérateurs ¢ — A; - id
dans I'expression ci-dessus, alors nous pouvons trouver au moins un vecteur v; qui ne sera
pas annihilé par les autres. Cela implique que le polynéme minimal de ¢ est égal a

(= A1) - ooos (= Am).

Pour démontrer I'implication dans l'autre sens, on argumente par récurrence sur m en
utilisant le fait que (p — A - id) - ... - (¢ — Ay - id) = 0 et que
V =im(p — \; -id) @ ker(p — \; - id). O

Cours 25

On fixe un corps K, un K-espace vectoriel V' de dimension finie n.

23.1 (%) Opérateurs commutatifs

[ Définition 23.1.1.

(i) Deux opérateurs linéaires ¢ et ¢ définis sur un méme espace vectoriel V' commutent si
poth=1voqp.

(ii) Deux matrices carrées A et B de méme taille (et a coefficients dans le méme corps)
commutent si AB = BA.

\ J

Théoréme 23.1.2. Supposons que o, € L(V,V) et que B = (vq,...,v,) soit une base
ordonnée de V. Alors,

(i) ¢ et commutent si et seulement si les matrices [¢|p et [1]g commutent.

(i1) Supposons que @ et 1 commutent et que A € K soit une valeur propre de p. Alors E,
est invariant sous .

(i1i) Supposons que ¢ et Y soient diagonalisables. Alors, ¢ et 1 peuvent étre représentées par
des matrices diagonales par rapport a la méme base si et seulement si o et 1) commutent.

(iv) Si K = C et ¢ et ¢ commutent, alors ¢ et ¥ ont un vecteur propre commun et il
existe une base de V' par rapport a laquelle ¢ et ¢ sont représentées par des matrices
triangulaires supérieures.

Démonstration.
(i) Onaque potp =Yooy =<= [podlp=[Yoyls == [¢ls- W]z = [¢]z- [¢]s.
(ii) Siwv € Ey, alors p(¥(v)) = ¥(p(v)) = Y(A-v) = X-¥(v), ce qui nous dit que ¥ (v) € Ej.

(iii) Les matrices diagonales de méme taille commutent toujours, donc en utilisant (7),
I'implication = est claire.

Pour démontrer I'implication dans I'autre sens, supposons maintenant que ¢ et 1) sont
des opérateurs diagonalisables et commutatifs. Soient A{,...,\,, les valeurs propres
distinctes de ¢. Puisque ¢ est diagonalisable, on sait d’apres le Théoreme 22.1.3 que

V=FE\,®..®FE\,
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Or, pour chaque i = 1,...,m, le sous-espace E), est invariant par ¢ par (ii). Puisque
est diagonalisable, cela implique que la restriction de ¥ a chacun de ces espaces propres
de ¢ est diagonalisable aussi . Par conséquent, pour chaque ¢ = 1,...,m, il existe une
base de E), constituée des vecteurs propres de 1. La combinaison de ces bases donne
une base C de V', chaque vecteur de cette base étant un vecteur propre a la fois de ¢ et
de . Ainsi, [p]c et [¢]c sont des matrices diagonales, comme souhaité.

Comme K = C, ¢ possede au moins un vecteur propre associé a une certaine valeur
propre A. Or, comme E) est invariant par v lorsque ¢ et ¥ commutent, la restriction
de ¥ a cet espace E) possede également au moins un vecteur propre, a la fois pour ¢
et pour 1.

Maintenant, pour prouver la derniere partie de ’énoncé, nous pouvons procéder par
récurrence sur n = dim(V'). Le résultat souhaité est vérifié si n = 1 car toutes les
matrices 1 x 1 sont déja triangulaires supérieures. Puis, si n > 1 et on suppose que
le résultat souhaité est vérifié pour tous les espaces vectoriels complexes de dimension
n — 1, il suffit d’observer que ¢ et 1 ont un vecteur propre commun, disons v, de
considérer une somme directe V' = Vect(v1) @ W et les opérateurs ¢ = my o ¢ et
Y =mw o, ol my 1 V — W est la projection sur W, ¢’est-a-dire application linéaire

mw(a-v +w)=w.
—
€Vect(vi )W

L’hypothese d’induction peut leur étre appliquée (ou mieux, a leur restriction a W).
Il existe une base v, ..., v, de W par rapport a laquelle ¢ et ¥ ont toutes deux des
matrices triangulaires supérieures. En plus, (vy, ..., v,) constitue une base ordonnée de
V', et, par construction, les matrices de ¢ et 1 sont triangulaires supérieures dans cette
base.

AZ: Notez que pour chaque w € W il existe @ € K tel que

(0 3)w)
= Y(mw (p(w))) = Y(p(w) — a - vy)
=mw (V(p(w) —a-vy1))
= mw ((p(w))),

ou dans la derniére inégalité nous utilisons le fait que vy est vecteur propre de 1) et que my (v1) = Oy . De fagon

similaire, on peut déduire que (¢ o 9))(w) = T (p((w))). Mais comme ¢ et 1) commutent,
mw (Y (p(w))) = mw (e(¥(w)))
et donc les restrictions de @ et ¢ 3 W commutent aussi.

Corollaire 23.1.3. 51 K = C et ¢ et ¥ commutent, alors :

(i) toute valeur propre de ¢ + 1 est une valeur propre de ¢ plus une valeur propre de v, et

(i1) toute valeur propre de ¢ o (= 1 o ) est une valeur propre de ¢ multipliée par une

valeur propre de 1.
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Cours 26 & 27

24.1 (%) Espaces munis d’un produit scalaire (non examinable)

AZ: To be added.
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