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Structures Algébriques

e Soit £ un ensemble non vide et x : £ X £ — FE une loi de composition interne. St £ posséde
un élément neutre pour la loi %, alors cet élément est unique. Par ailleurs, si * est associative
et £ possede un élément neutre, alors chaque élément inversible de £ a un unique inverse.

e Soit ¢ : A — B un morphisme de groupes de (A, %) dans (B, x), et soit encore a & A. Alors

(i) plea) = ez,
(i) pla™") = g(a)™
(iti) et plus généralement pour tout n € Z on a ¢(a") = ¢(a)".
® St ¢ :A— Bestunmorphisme de groupes de (A, *) dans (B, *), alors ker(¢) < A et im(¢) < B.
e Soit p € N un nombre premier. Alors, tout élément de Z/pZ différent de O est inversible. Alors,

(ZIpZ,+, -) est un corps. Souvent, on écrit IF, pour désigner le corps fini Z/pZ.
e Tout polynome a coefficients dans C est scindé.

Espaces Vectoriels

e Soit V un K-espace vectoriel et soient encore A € K et v & V. Alors,
(i) A-0y =0y,
(i) Ok -v =0y,
(i) A-v=0=(A=0k)V(v=0y) et
W) () - v=2A-(—v)=—(A- V).
e Soient V' un K-espace vectoriel et # = W C V. Alors W est un sous-espace de V si et

seulement si pour tout A € K et pour tous v, v & W on a que Au4+v e W.
e Soient V' un espace vectoriel sur un corps K et U, W C V deux sous-espaces. Alors

(i) UN W est un sous-espace vectoriel de V' et,
(i) également, U4+ W ={u+w | v € U,w & W} est un sous-espace vectoriel de V.

1



e Dans le cas ot UN W = {0y} on parle de la somme directe de U et W et on écrit
U W.

e Soient V un K-espace vectoriel et X C V une partie de V. Considérons l'intersection de tous
les sous-espaces de V' qui contiennent le sous-ensemble X. On pose S = {U <V | X C U}
et on considere :

Vect(X) = [ U
ves
On vérifie que Vect(X) est bien un sous-espace de V, appelé le sous-espace engendré par la
partie X. En fait, on peut montrer que Vect(X) est l'ensemble de toutes les combinaisons linéaires
de vecteurs de X.

e Soient Wy, ..., Wi, U des sous-espaces vectoriels d'un K-espace vectoriel V' avec W; C U pour

tout 1 < i < k. Les conditions suivantes sont équivalentes :

HU=Weae.. oW

(it) Chaque vecteur u & U peut étre écrit de facon unique comme v = wy + ... + wy, avec
w; € W pour tout 1 < i < k.

Bases et Dimensions

e Supposons V = {0}. Une partie X C V est une base de V si et seulement si pour tout v &
VA{Oy} il existe un nombre fini de vecteurs v, . . ., v, (distincts) et des scalaires Ay, .. ., A €
K™, uniguement déterminés, tels que v = Ay - vi + ... + A, - v,.

e Supposons que {vi, ..., v,} soit une base de V. Alors V = Vect(v;) @ ... @ Vect(v,).

e Supposons que vi, ..., v, soient linéairement dépendants. Alors, il existe k € {1, ..., m} tel que
v € Vect(vy, ..., vi_1). De plus, pour tel k, si le k-iéme vecteur v; est supprimé de {vy, .. ., Vi },
alors le sous-espace engendré par les vecteurs restants est égal a Vect(w, .. ., Vin)-

e Si V # {0} est engendré par une partie finie {vi,...,v,}, c-a-d, s'il existe un nombre fini
(> 0) de vecteurs vy, ..., v, € V tels que V = Vect(v;,...,v,) alors toute partie X C V
linéairement indépendante est finie et ne contient pas plus de n éléments. (c-a-d., |X| < n).

e Si V est de dimension finie, deux bases quelconques de V' ont le méme nombre (fini) d'éléments.

e Si V est de dimension finie et dim(V) = n, alors

(i) chaque sous-ensemble de V' contenant plus de n vecteurs est linéairement dépendant;
(it) aucun sous-ensemble de V' contenant moins de n vecteurs ne peut engendrer V.

e Soit X C V un sous-ensemble linéairement indépendant. Supposons que w soit un vecteur de
V' qui ne soit pas dans le sous-espace engendré par X. Alors, l'ensemble X U {w} obtenu en
adjoignant w a X est linéairement indépendant.

e Supposons que V soit de dimension finie. Soit L C V' une partie libre (= linéairement
indépendante). Alors, L peut étre complété en une base de V. En plus, st |L| = dim V, alors L
est une base.

e Soit W < V un sous-espace propre. Alors, W est de dimension finie et dim W < dim V. En
plus, toute base de W peut étre complétée en une base de V. En particulier, il existe U < V
tel que V=U@® W et dimV = dim U + dim W.



Applications Linéaires

e Soit ¢ : V — W une application K-linéaire.
(i) On a que @(0y) = Oy, et
(i) @A -vi+...F A v)=A-ow)+ ...+ A - o(v)

e Supposons que V' soit un espace vectoriel de dimension finie sur le corps K. Soit
B={wn,..., v, } une base ordonnée de V. Soit W un espace vectoriel sur le méme corps K et
soient wy, .. ., w, des vecteurs quelconques dans W. Alors, il existe exactement une application
linéaire ¢ : V. — W telle que ¢(v;) = w; pour tous 1 < i < n.

e Lensemble £(V, W) muni des opérations définies ci-dessus est un K-espace vectoriel. En plus,
st dim(V) = n < oo et dim(W) = m < oo, alors L(V, W) est de dimension finie et
dim(L(V, W)) = mn.

Dans ce qui suit, soient K un corps, V et W des espaces vectoriels sur K, et ¢ : V. — W une
application K-linéaire.
o 'application ¢ est injective si et seulement si ker(¢) = {0y }.
e L'application ¢ est injective si et seulement si ¢ envoie chaque sous-ensemble linéairement
indépendant de V' en un sous-ensemble linéairement indépendant de W.

Théoréme (Théoreme du rang). Supposons que V' soit de dimension finie. Alors
dim(im(¢)) + dim(ker(¢)) = dim(V).

e St dim(V) > dim(W), alors ¢ € L(V, W) n'est pas injective.
o Stdim(V) < dim(W), alors ¢ € L(V, W) n'est pas surjective.
e Supposons que V soit de dimension finie.

(i) St ¢ est bijective, alors W est aussi de dimension finie et dim(V) = dim(W).

(i) St W est aussi de dimension finie et dim(V) = dim(W), alors ¢ est bijective si et seulement
st ¢ est injective si et seulement si ¢ est surjective.

e Si V est de dimension finie avec dim(V) = n, alors V' est isomorphe a K".

' Définition. Supposons que ¢ € LV, W), B = (v, ..., v,) soit une base ordonnée de V et C =
(wy, ..., W) soit une base ordonnée de W. La matrice de ¢ par rapport a ces bases est la matrice dans
Mn(K), notée par [@]zc, dont les coefficients a;;sont définis par

o) =arj - wi+ ... +ay; Wy

St V =W et B=C on écrit simplement [¢]g.

Théoréme. La matrice A, = [¢lgc € Muxn(K) est telle que [p(v)le = A, - [V]s.

AZ: Notez que ceci définit un morphisme ¢ — A, qui est en fait un isomorphisme entre les espaces vectoriels

L(V, W) et M,,«,(K). L'inverse est le morphisme qui associe a chaque matrice A € M,,.,(K) I'unique application



linéaire ¢ : V. — W telle que A = [¢]gc = A,. Lorsque V = M, 1(K) = K" et W = M,,1(K) = K" et les bases
considérées sont les bases canoniques, on écrit ¢4 pour désigner cette application ¢.

AZ: A |l faut noter que tout ca dépend fortement des bases choisies.

Une autre aide visuelle précieuse a retenir est le diagramme suivant.

Vs Muya(K) = K" 2 Mo (K) = K7 [p(v)k
NBT T"\’C
¢
v V w o(v)
Changement de base
Définition. Soient B = (vi,...,v,) et B = (wy, ..., w,) deux bases d'un K-espace vectoriel V . On

exprime les v; en termes de la base B :
Vi = p1jwr + piwa + ...+ PpjWy.

On définit donc une matrice P = (p;;) € M, ,(K) telle que la j-ieme colonne de P est le vecteur
colonne [v;]5. Cette matrice P s'appelle la matrice de changement de base entre la base B et la base B.
On dit aussi que P est la matrice de passage entre la base BB et la base B.

On note que P est la matrice de l'application identité id : V — V/, par rapport aux bases B et B;
cest-a-dire P = [Ld]B,B. En particulier, P est nécessairement inversible et on a que
o v

ls = P [ls e
o Vg =PV
pour chaque vecteur v € V.

AZ: Parfois, il sera utile d'écrire Py 5.

Théoréme. Soit ¢ € L(V, W), soient B etlj%’ deux bases de V et soient C et C deux bases de W. Posons,
(P = [ldV]B,B' Q = [[dW]C,é’ A<p = [(p]B,C et A(p = [q)]B,é' A[OFS,

=Q-A¢-P_1.

P71 A(p Q
M1 (K) = M1 (K) —— M1 (K) —— M1(K)

44 4

V V W W

idy ¢ idy




Opérations Elémentaires

 Définition. On dit qu'une matrice A = (a;;) € M, x,(K) est échelonnée reduite si soit A = 0 soit les |
quatre propriétés suivantes sont vérifiées.

(i) La premiere entrée non nulle dans chaque ligne non nulle de A est égale a 1 — ces coefficients
s'appellent les pivots ;

(it) chaque colonne de A contenant un pivot a toutes ses autres entrées égales a 0;

(it)) chaque ligne de A dont toutes les entrées sont égales a 0 apparalt sous chaque ligne ayant une
entrée différente de zéro; et

(iv) si les lignes 1,...,r sont les lignes non nulles de A, et si le pivot de la ligne i se trouve dans
la colonne j, pour i =1,..., r, alors ji < fp < ... < j, — ces entiers ji, ..., J- s'appellent les
échelons de la matrice A.

Théoréme. Toute matrice A € M,,,(K) est ligne équivalente & une matrice R € M,,.,(K) échelonnée
réduite. De plus, la matrice R est déterminée de maniere unique.

e Soit A € M,,«,(K). Alors il existe une matrice inversible P & GL(m, K) telle que PA est
échelonnée réduite.

e Soit A = (a;) € M,,(K) une matrice carrée. Les conditions suivantes concernant A sont
équivalentes.

(i) A est inversible.

(i) La matrice échelonnée réduite qui est ligne équivalente a A est la matrice identité /,.
(it) Il existe C &€ M,«,(K) telle que AC = I,.

(iv) Il existe B € M, (K) telle que BA = 1,.

(v) Le systeme AX = 0 possede une solution unique, la solution triviale.

(vi) Le rang (= rang-ligne = rang-colonne) de A est éqgal a n.

e Toute matrice inversible est égale a un produit de matrices élémentaires.

Le Déterminant

St K est un corps et A = (a;;) € M,,,(K) est une matrice carrée, alors le déterminant de A, désigné
par det(A), est défini de telle maniere que :

e si l'on permute deux lignes ou deux colonnes de A, le déterminant det(A) € K change de signe;

e si deux lignes ou deux colonnes de A sont identiques, le déterminant est nul;

e on peut ajouter a une colonne (ou une ligne) de A un multiple d'une autre colonne (ou d'une
autre ligne) sans changer la valeur du déterminant;

e si lon multiplie tous les termes d'une méme ligne de A ou d'une méme colonne par un scalaire
a, le déterminant est multiplié par a;

e en conséquence, si une ligne ou une colonne de A est nulle, le déterminant est nul.



De plus, le déterminant se comporte bien avec le produit des matrices :
det(AB) = det(A) - det(B)

et, en fait, il définit un morphisme de groupes det : GL(n, K) — K. En particulier, st A, B € M,,(K)
sont des matrices semblables, alors det(A) = det(B).
En général, le déterminant d'une matrice carrée

ayr ... dqp
A=

dpgy ... dpp

peut étre calculé en utilisant la formule de Leibniz :

n

det(A) = > e(0)] Jaoy (1)

oES, j=1

=) clo)] Jaip
i=1

gES,

ol S, désigne le groupe de toutes les bijections (permutations) de {1,2, ..., n} et g(0) la signature de
la permutation 0.
AZ: A Notez que (1) nous dit que det(A) = det(A").

' Définition.
(i) On fixe un corps K et un K-espace vectoriel V. On suppose dim(V) = n. Soit T € L(V, V). Le

determinant de T est l'unique scalaire dans K, noté det(7), tel que pour chaque a € A"(V, K) et
pour chaque liste de vecteurs vy, .. ., v, € Vona

(i) Soit A € M,,(K) et T € L(K",K") telle que la matrice de T par rapport a la base canonique
de K" est égale a A. Le déterminant de A, noté det(A), est défini par det(A) = det(T).

AZ: A Ici, on note |'ensemble des formes m-linéaires sur V qui sont alternées par A”(V, K). Sim = n = dim(V),

alors on a vu que A"(V, K) est de dimension 1.

Théoréme. Lapplication qui associe une liste uy, ..., u, de vecteurs dans K" au scalaire
det ((u1 o un)) est une forme n-linéaire alternée sur K". Est la seule forme n-linéaire alternée sur
K" telle que det((eq en)) = 9,

Quelques propriétés des déterminants en plus

e Un opérateur T & L(V, V) est inversible si et seulement si det(7) # 0. De plus, si T est
inversible, alors det(7 ') = (det(T))™".




e Soient T € L(V, V), W un K-espace vectoriel de dimension finie n (=dim(V)) et S € L(W, V)
une application inversible. Alors

det(S™ o T 0 S) = det(T).
e SiTeL(V,V)etB=(uy,..., u,) est une base ordonnée de V. Alors,

det(T) = det ([T]BB) .

Endomorphismes Linéaires

On fixe un corps K et un K-espace vectoriel V' de dimension finie n.

 Définition. Soit ¢ € L(V, V).

() On dit que v € V est un vecteur propre de ¢ si v # 0y et Vect(v) = Vect(p(v)). Cest-a-dire que
v est non-nul et ¢(v) est un multiple scalaire de v. Ce qui revient a dire que v = 0 et qu'il existe
un scalaire A € K tel que ¢(v) = A-v.

(it) Le scalaire A de (i) s'appelle la valeur propre de ¢ associée au vecteur propre v.
(iit) St A est une valeur propre de ¢, alors le sous-espace £, = {v & V; ¢(v) =A-v} <V sappelle
l'espace propre de ¢ associé a la valeur propre A.
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| Définition. Soit A € M,,»(K). Soit encore x une indéterminée. Alors ca(x) = det(A—x - I,) € K|x] est|
appelé le polyndme caractéristique de la matrice A.

[ Définition. Soit ¢ € L(V,V). Le polyndome caractéristique de ¢, noté c,(x), est le polgnﬁme‘
caractéristique de n'importe quelle matrice représentant ¢ par rapport a un choix de base ordonnée
quelconque.

| Définition. Soit A € K une valeur propre d'une application linéaire ¢ & L(V, V).

(i) La multiplicité algébrique de A, notée ,(A), est la multiplicité de A en tant que racine du polyndme
caractéristique.

(i) La multiplicité géométrique de A, notée 14(A), est la dimension de l'espace propre E,. Autrement dit,
cest la dimension du noyau de l'application ¢ — A - id.

Théoréme. Soient ¢ & L(V,V) et A € K. Alors ) est une valeur propre de ¢ si et seulement si
l'application linéaire ¢ — A - idy nest pas inversible. Si et seulement si ker(p — A - idy) # {0}.

e Tout opérateur sur un C-espace vectoriel non trivial de dimension finie posséde une valeur propre.

e Soit ¢ € L(V, V), fixons une base ordonnée B de V et posons A = [¢]z. Alors A € K est une
valeur propre de ¢ (ou de A) st et seulement si la matrice A— A -/, est non inversible, ce qui
est le cas si et seulement st det(A—A-1/,)=0.

e Deux matrices semblables (similaires) ont le méme polynome caractéristique. En particulier, deux
matrices semblables ont les mémes valeurs propres.



e Toute liste de vecteurs propres d'une application linéaire ¢ & L(V, V) correspondant a des
valeurs propres distinctes est linéairement indépendante.

e Chaque endomorphisme linéaire de V' possede au plus dim(V) = n valeurs propres distinctes.
e Soit A € K une valeur propre d'une application linéaire ¢ € L(V, V). Alors, p1y(A) < 1q(A).

Théoréme. Soit ¢ € L(V, V). Alors ¢ est trigonalisable si et seulement si c,(x) est scindé dans 'anneau
Klx]

Théoréme. Soient Ay, . . ., An les valeurs propres distinctes de ¢ € L(V, V). Alors les propriétés suivantes
sont équivalentes :

(i) @ est diagonalisable.

(ii) V' posséde une base constituée des vecteurs propres de .
(i) V=E,®... ®E,
(iv) dim(V) = dim(E,,) + ... +dim(E,,) = pg(A1) + ..+ py(An).

(v) c,(x) est scindé dans K|[x] et pour chaque i =1, ..., m on a que g(A;) = pa(Ay).

— Par conséquent, si le polyndme caractéristique c,(x) possede n racines distinctes (dans K), alors
¢ est diagonalisable (sur K).

Théoréme. Supposons que ¢,y € L(V, V) et que B= (v, ..., V,) soit une base ordonnée de V. Alors,
(i) @ et commutent si et seulement si les matrices [¢|g et [z commutent.

(ii) Supposons que ¢ et  commutent et que A € K soit une valeur propre de ¢. Alors E, est invariant
sous .

(iii) Supposons que ¢ et ( soient diagonalisables. Alors, ¢ et ( peuvent étre représentées par des
matrices diagonales par rapport ¢ la_méme base si et seulement si ¢ et y commutent.

(iv) Si K = C et ¢ et  commutent, alors ¢ et  ont un vecteur propre commun et il existe une base
de V' par rapport a laquelle ¢ et (¢ sont représentées par des matrices triangulaires supérieures.
— Par conséquent, st K = C et ¢ et ) commutent, alors :

(i) toute valeur propre de @ + ¢ est une valeur propre de ¢ plus une valeur propre de ¢, et

(il) toute valeur propre de ¢ o (= i o ¢) est une valeur propre de ¢ multipliée par une valeur
propre de (.
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