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Cours 6 (6 octobre)

1.1 De nouveaux sous-espaces a partir d'autres sous-espaces

St V est un K-espace vectoriel et U, W < V sont des sous-espaces, alors leur somme et leur
intersection sont également des sous-espaces.

Proposition 1.1.1. Soient V' un espace vectoriel sur un corps K et U, W C V deux sous-espaces. Alors

(i) UN W est un sous-espace vectoriel de V' et,

(i) également, U+ W ={u+w | ue U,w & W} est un sous-espace vectoriel de V.
e Dans le cas ot UN W = {0y} on parle de la somme directe de U et W et on écrit U @ W.




Démonstration.
(i) Tout d'abord on observe que UN W # @ car 0y € U et 0y € W. Il suffit donc de montrer que

reK,abeUnNnW=A-a+bcsUnW.

Prenons A € Keta,b € UNW. Comme a,b € U et U est un sous-espace vectoriel, nous savons
que (Proposition 1.1.10, Cours 5) A-a + b & U. Similairement, comme a,b € W et W est un
sous-espace vectoriel, on a que A-a+ b € W. Mais alors, ¢ca implique que A-a+b & UN W et
en utilisant Proposition 1.1.10 (cours 5) encore une fois, on déduit que U N W est un sous-espace
vectoriel.

(i) Nous observons également que U + W # @ car 0y € UN W et donc 0y =0y +0y € U+ W.
Or,siAeKeta be U+ W alors il existe uy, u; € U et wy, w, € W tels que

A-a+b=A-(u1+w)+ (U2 +w)
=a =b
= (A-u1+up)+ (4w +wy),

mais comme U et W sont des sous-espaces vectoriels, on a que A-u14u; € Uetque Awi+wy, € W,
et donc ce qui précede signifie que A-a+b e U+ W.
L]

Exemple 1.1.2. Soient V un K-espace vectoriel et X C V une partie de V. Considérons l'intersection
de tous les sous-espaces de V' qui contiennent le sous-ensemble X. On pose S == {U <V | X C U}
et on considere :
Vect(X) = ) U.
ves

On vérifie que Vect(X) est bien un sous-espace de V/, appelé le sous-espace engendré par la partie X.
En fait, on peut montrer que Vect(X) est l'ensemble de toutes les combinaisons linéaires (Définition 1.2.1
(D1) ci-dessous) de vecteurs de X.

AZ: A Notez que Vect(f) = {0}.

Exemple 1.1.3. Soient K un corps et V' lespace de toutes les matrices 2 x 2 a coefficients dans K.

Soient U= 1 (% OVl cveew=d(9 Nl cvmos unw=1[*91 <ve
c 0 0 e 00

U+WwW=Vv

Exemple 1.1.4. Soit V = F(R,R) et considére les sous-espaces V, = {f € V | f(x) = f(—x)}
(fonctions paires) et V; = {f € V' | f(x) = —f(—x)} (fonctions impaires). Alors, V = V, @ V.

On peut bien slir généraliser aussi la définition de somme et de somme directe au cas de plus de
deux sous-espaces. Plus généralement, la définition est la suivante.



' Définition 1.1.5. Soient V/ un K-espace vectoriel et W, ..., W des sous-espaces vectoriels de V.
() On dénote par Wi + ...+ W, lensemble {wy + ... +w, | w; € W, V1 < i<k}

(it) On dit qu'un sous-espace U de V' est la somme directe de W, .. ., Wi etonécrit U = Wi&.. . @ W;
st

(iica) U= Wi+ ...+ W, et

(i-b) Win | > W | ={0v} pour tout 1 < i< k.
J#i

Le résultat suivant caractérise les sommes directes.

Théoreme 1.1.6. Soient W,, ..., Wi, U des sous-espaces vectoriels dun K-espace vectoriel V' avec
W; C U pour tout 1 < i < k. Les conditions suivantes sont équivalentes :

() U=Wi&...&W.
(ii) Chaque vecteur u € U peut étre écrit de fagon unique comme u = wy + ... + wy, avec w; € W,
pour tout 1 < i < k.
Démonstration.
(i) = (ii) Par définition, chaque v &€ U s'écrit comme v = wy + ... 4+ wy, il faut vérifier l'unicité d'une telle
décomposition. Supposons qu'on peut écrire

U=W1+...+Wk=W1+...Wk,

pour certains w;, w; € W;, 1 < i < k. Alors, pour chaque i on a que

Wi — W = Z(W[ — w).

i

Or, ce vecteur appartient a la fois a W; et a la somme Z Wi, donc a l'intersection W;N Z W,
j#i #i
On en déduit que w; — w; = 0y pour tout T < i < k et que ['écriture est unique.
(il) = (i) Par hypothése, U C Wj + ...+ W;. De plus, comme W; C U pour tout i et U < V on a aussi

que Wy + ...+ W, C U. Montrons que W; N ZW/ = {0y} pour tout 1 < i < k. Fixons
JFi
1 < i < k quelconque et prenons v € W; N ZW/ C Wi+ ...+ W,. Alors, d'une part
JFi
v=04+... 404+ v 404+ ... 40,
mrd
eWi

et d'autre part
v=w+ ...+ w1 +0+w+ ...+ w,

pour certains w; € W;. Comme |'écriture est unique, on déduit que v = 0.



1.2

(In)dépendance linéaire

On fixe un corps K et un K-espace vectoriel V.

Définition 1.2.1.

(D7)

(D2)

(D3)

(D4)

(D)

Sotent v4, ..., v € V des vecteurs. Une combinaison linéaire de v, ..., v, est un vecteur v € V
k

qui peut étre écrit comme v = ZA,- Vi =AM -vi+ ...+ A - v pour certains scalaires A; € K.
i=1

X C V sappelle un systéeme générateur, ou une partie génératrice de V' si V = Vect(X) (voir

'Exemple 1.1.2).

Autrement dit, @ # X C V est une partie génératrice de V si et seulement si tout v € V est une
combinaison linéaire de vecteurs dans X.

Soient v,..., % € V. On dit que v4,..., v sont liés, ou linéairement dépendants, s'il existe
A, ..., A € K, non tous nuls, tels que

Mvi+ .+ A v =0

Cela signifie donc que l'un des v; est une combinaison linéaire de toutes les autres v;, j # i.

Par contre, si v, ..., v sont distincts et on ne peut pas trouver des scalaires A; comme ci-dessus,
on dit que ces vecteurs sont libres, ou linéairement indépendants.

Autrement dit, vi, . .., v sont libres s'ils ne sont pas liés. Ce qui signifie que toute égalité
)l1~\/1+...+)(k~vk=0\/

implique que A; = 0 pour tout i.

Une partie X C V est dite liée, ou linéairement dépendante, s'il existe vy, ..., v & X distincts
qui sont liés. Sinon, la partie est dite libre ou linéairement indépendante.

J

AZ: Je vous propose de regarder la vidéo « Linear combinations, span, and basis vectors » sur la chaine
3BluelBrown.

Voici quelques conséquences directes de ces définitions.

e Tout ensemble contenant un ensemble linéairement dépendant est linéairement dépendant.
e Tout sous-ensemble d'un ensemble linéairement indépendant est linéairement indépendant.
e Tout ensemble contenant le vecteur nul est linéairement dépendant car 1¢ -0y = 0y. En particulier,

chaque liste de vecteurs dans V' contenant le vecteur nul est linéairement dépendante.

e Une partie X C V est linéairement indépendante si et seulement si chaque sous-ensemble

fint de X est linéairement indépendant, c'est-a-dire si et seulement si pour tout vecteur distinct
Vi, oo e de X, Aoy 400+ A v = 0y implique que chaque A; = 0.

e Des vecteurs v, ..., v sont linéairement indépendants si et seulement si chaque vecteur de

Vect(vy, ..., v) n'a qu'une seule représentation sous forme de combinaison linéaire de v, . .., v.

e La partie vide est donc linéairement indépendante.




Exemple 1.2.2.

(i) Pour chaque v € V, le sous-ensemble {v} est linéairement indépendant si et seulement si le
vecteur v n'est pas nul.

(it) Deux vecteurs distincts dans un espace vectoriel sont linéairement indépendants si et seulement si
aucun des deux vecteurs n'est un multiple scalaire de l'autre.

1.21  Quelques exemples en plus de parties génératrices et de parties libres

e Dans l'espace vectoriel K[x], l'ensemble {1, x, x*, x?,.. .} est un systeme générateur.
e Dans lespace K2, {(1,0,0),(0,1,0), (0,0, 1)} est une partie génératrice .
e Dans lespace R?, {(1,—2),(3,2), (1, ),( 4,1)} est un systéme générateur.
e La partie vide @ C V est libre.
e Dans F(R, R), l'ensemble {sin x, cos x} est un ensemble de vecteurs aneaLrement indépendants.
e Dans R? les vecteurs (1, —2) et (3, 2) sont libres et le sous-ensemble {(1, —2), (3, 2)} est donc
libre aussi.
1 0 0
0 1 0
° I N U R est un sous-ensemble de M, (K) qui est linéairement
0 0 1
indépendant.

1.2.2  Pour réfléchir chez-vous

o A quoi ressemblent les vecteurs linéairement dépendants dans R?? Et dans R ?
e Quelle est la plus petite cardinalité d'une partie génératrice de R*?

Cours 7 (8 octobre)

2.1 Base et dimension

Partout, K désignera un corps et V' un K-espace vectoriel.

' Définition 2.1.1. Une partie X C V s'appelle une base si les deux conditions suivantes sont satisfaites. ‘

(B1) X est une partie génératrice de V, et
(B2) X est une partie linéairement indépendante.

L'espace vectoriel V' est dit de dimension finie si V' possede un systeme générateur fini, ou de maniere
équivalente, si V' possede une base finie (voir Théoréme 2.1.5 ci-dessous).

AZ: A Dans ce cours, on va admettre sans preuve que tout K-espace vectoriel possede une base. Si V = {0}
la base est la partie . Si V = {0}, il existe un sous-ensemble propre X C V qui est linéairement indépendant
(par exemple, chaque sous-ensemble de la forme {v} avec v # 0). On peut montrer qu'il existe un sous-ensemble
maximal linéairement indépendant de V' qui contient X et qu'en plus cette partie maximale sera forcément une

base (voir aussi Lemme 2.1.8 ci-dessous).

Ici 1
désigne

T et 0
désigne Og




Proposition 2.1.2. Supposons V' {0}. Une partie X C V est une base de V si et seulement si pour
tout v € V\{Oy} il existe un nombre fini de vecteurs v, . .., v, et des scalaires Ay, . . ., A € KX,
uniquement déterminés, tels que v.= Ay - vi + ... + A, - v,

AZ: A Ici, je suppose que des vecteurs vi, ..., v, sont distincts.
Démonstration.
(=) St X est une base, par définition X est une partie génératrice et donc tout v & V est une

combinaison linéaire de vecteurs dans X. Il suffit de vérifier U'unicité de l'expression. Supposons
OV%VZCH'U1+~~~+01k'U/<=/91'W1+-~+/9m'Wm,

pour certains scalaires a;, B; € K et certains vecteurs u;, w;. En rajoutant des termes a coefficients
nuls, on peut supposer que

V:y1'V1+--~+VI1'Vn:A1'V1+--~+)tn'vn

n
Alors, Z(yk — A) - v = 0y et comme X est libre, {vy, ..., v,} est libre aussi, et on déduit que

k=1
Vi = A pour tout 1 < k < n. Par conséquent, les as sont égaux aux Bs et les us sont égaux aux

WwSs.

Tout d'abord, notez que X est une partie génératrice et comme V # {0}, X = @. Donc, il existe
Oy #+ve X Enplus, Oy & X carsinononav=71-v=1-v+1-0y, ce qui contredit l'unicité
de Uexpression. On doit juste montrer que X est libre.

Supposons le contraire. Il existe donc une partie finie de vecteurs distincts {vy, .. ., v} C X qui
n'est pas libre. Dong, il existe aussi des scalaires Ay, ..., A, non tous nuls tels que Ay - vy 4+ ...+
Ay - vy, = Oy. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que A; # 0 et on peut écrire

VoA - v=—h v =L wvn+...+A V.
~— =~
ek ex
Ainsi, soit —A; - v; = 0y, soit l'un des autres scalaires est également différent de zéro. Par l'unicité
de Uécriture, on déduit que le vecteur —A; - v; doit étre le vecteur nul. Mais cela implique que
vi = 0y car Ay # 0, ce qui est contradictoire puisque 0y & X.

Corollaire 2.1.3. Supposons que {v, ..., v, } soit une base de V. Alors V = Vect(v)) @ ... @ Vect(v,).

2.1.1  Quelques résultats en plus

Lemme 2.1.4. Supposons que vy, . .., v, soient linéairement dépendants. Alors, il existe k € {1,..., m}
tel que vy € Vect(vy, . . ., Ve_1). De plus, pour tel k, si le k-iéme vecteur vy est supprimé de {w, . .., Vin },
alors le sous-espace engendré par les vecteurs restants est égal a Vect(vy, . . ., Vin)-



Démonstration. Comme vy, ..., v, sont linéairement dépendants, il existe des scalaires oy, ..., a, € K,

non tous nuls, tels que a; - vy + ... + a, - v, = 0. Soit k le plus grand élément de {1,..., m} tel
k—1
que o #+ 0. Alors v, = ZB,- v, ol B = —a; 'a; pour tout 1 < i < k —1, ce qui prouve que
i=1
ve € Vect(vy, ..., vk_1).
Maintenant, supposons que v & Vect(v, ..., v,). Alors il existe yq, ..., yn € K tels que

V=Yi-wv+ ...+ Vn Vn
k—1
Dans cette équation, on peut remplacer v, par E B; - v;, ce qui montre que v est dans le sous-espace

i=1
engendré par les vecteurs v; avec j # k. [

Théoréme 2.1.5. Si V' + {0} est engendré par une partie finie {w, ..., v,}, c-d-d, s'il existe un
nombre fini (> 0) de vecteurs vy, ..., v, € V tels que V = Vect(w,...,v,), alors toute partie X C V
linéairement indépendante est finie et ne contient pas plus de n éléments. (c-a-d, |X| < n).

Preuve 1. Soient wq, ..., w, € V des vecteurs linéairement indépendants quelconques. Il suffit de
montrer que k < n. Comme wy € Vect(vy,...,v,) =V, les vecteurs wy, vi, ..., v, sont linéairement
dépendants. En utilisant le Lemme 2.1.4, on peut supposer, sans perte de généralité, que
V' = Vect(wy, vo, ..., v,), c-a-d. qu'on remplace v; par wy. Notez que wy = 0! Maintenant, comme
wy, € Vect(wy, va, ..., v,) =V, les vecteurs wy, wy, vy, ..., v, sont linéairement dépendants; et comme
wo & Vect(wy), en utilisant le Lemme 214 encore une fois, on peut supposer que
V' = Vect(wq, wy, 3, ..., v,). En procédant ainsi, apres 'étape k (éventuellement apres avoir réorganisé
les vecteurs) nous aurons remplacé vy, ..., v par wq, ..., W A chaque étape, le Lemme 2.1.4 implique
qu'il y a un certain v; a supprimer. Il y a donc au moins autant de vs que de ws. [

Preuve 2. Pour démontrer le théoreme, il suffit de montrer que tout sous-ensemble X de V' contenant
plus de n vecteurs est linéairement dépendant. Soit X un tel ensemble. Dans X, il existe donc des
vecteurs distincts wq, ..., wy avec kK > n; et comme V = Vect(vy, ..., v,) il existe aussi des scalaires

Aij € K tels que
n
W; = Z/\[/'V[.
i=1

Prenons maintenant k scalaires ¢, ..., ax quelconques. Alors
k k n
01'W1+...+(1/<'W/<=§ G/W/ZE CY/" E /\[/'V[
j=1 j=1 i=1
n k
= E )t,-/-a] -V
i=1 j=1
et il suffit de montrer que nous pouvons toujours trouver des scalaires @, ..., a, non tous nuls, tels
k
que E Aijaj | = 0 pour tout T < i < n. Ceci est vrai car tout systeme homogéne de n équations

j=1
linéaires avec k > n inconnues a une solution non triviale. ]



Corollaire 2.1.6. Si V' est de dimension finie, deux bases quelconques de V' ont le méme nombre (fini)
d’éléments.

Si V est de dimension finie, on peut donc parler de sa dimension. St V' possede une base avec n
éléments on écrit dim(V) =n .

Corollaire 2.1.7. Si V' est de dimension finie et dim(V) = n, alors

(i) chaque sous-ensemble de V' contenant plus de n vecteurs est linéairement dépendant,

(ii) aucun sous-ensemble de V' contenant moins de n vecteurs ne peut engendrer V.

Lemme 2.1.8. Soit X C V un sous-ensemble linéairement indépendant. Supposons que w soit un vecteur
de V' qui ne soit pas dans le sous-espace engendré par X. Alors, lensemble X U{w} obtenu en adjoignant
w a X est linéairement indépendant.

Démonstration. Considérons vy, . . ., v, € X distincts. St
- vi+...+a-v,+B-w=0,

alors B = 0. Sinon,
W= Z(—B‘1a,-) v = w & Vect(vy, ..., v,) C Vect(X).
i=1

Ainst aq - vy + ...+ a, - v, = 0, et puisque X est une partie linéairement indépendante, chaque a; = 0.
Par conséquent, puisque les vecteurs v; étaient arbitraires, cela signifie que nous ne pouvons pas trouver
un nombre fini de vecteurs (distincts) dans X U {w} qui soient linéairement dépendants. Par définition,
X U {w} est donc linéairement indépendant. O

Théoréme 2.1.9 (de la base incompléte). Supposons que V soit de dimension finie. Soit L C V' une
partie libre (= linéairement indépendante). Alors, L peut étre complété en une base de V. En plus, si
|L| = dim V, alors L est une base.

Démonstration. Nous complétons L en une base de V' comme suit. St V' = Vect(L) , il n'y a rien a faire.
Sinon, il existe w & V\ Vect(L). Maintenant, le Lemme 2.1.8 nous dit que L U {w} est linéairement
indépendant. St V' = Vect(L U {w}), on s'arréte. Sinon on peut procéder de cette facon (en pas plus de
dim(V/) étapes) jusqu’a obtenir une base pour V. Le processus doit nécessairement se terminer par le
Théoréeme 2.1.5, voir aussi Corollaire 2.1.7. [

Corollaire 2.1.10. Soit W < V un sous-espace propre. Alors, W est de dimension finie et dim W < dim V.
En plus, toute base de W peut étre complétée en une base de V. En particulier, il existe U <V tel que
V=UeeWetdimV =dimU + dimW.

AZ: En général, dim(U + W) = dim(U) 4 dim(W) — dim(U N W).

Y
Nous

admettrons
que le
sous-
espace

nul a une
dimension

nulle.

)
Notez que

cect est
vrai st et
seulement
si|L] =
dim(V),

voir

Corollaire2.1

~



2.2 Quelques exemples

Exemple 2.2.1. Dans lespace V = K" on peut considérer des vecteurs ey, .. ., e, défint par

er:=(1,0,0,...,0)
e;:=(0,1,0,...,0)

e, =(0,0,0,...,1).
La partie {eq, ..., e,} C K" est une base, appelée base canonique.
Exemple 2.2.2. Les parties {(1,2), (3,5)} et {(7,5), (—4,9)} sont des bases de R,
Exemple 2.2.3. La partie {(1,—1,0), (1,0, —1)} est une base de

V={xyz2eR | x+y+z=0} <R’

Exemple 2.2.4. Soit A € M,,.,(K) une matrice inversible. Alors, les colonnes de la matrice A forment
une base de V = M,,y. De maniére similaire, les lignes forment une base de M.
2.2.1  Pour réfléchir chez-vous

Exercice 2.2.5. Montrer que les vecteurs v = (1,0, —1), v, = (1,2,1) et 3 = (0, —3, 2) forment une
base de R® et exprimer chacun des vecteurs dans la base canonique {eq, e,, e3} comme une combinaison
linéaire de vy, v, et w5. .

Exercice 2.2.6. Trouvez trois vecteurs dans R® qui sont linéairement dépendants et tels que deux d'entre
eux, n'importe lesquels, soient linéairement indépendants.

b
W = { ( d e) } < V. Trouver les dimensions de U et de W et des sous-espaces U+ W et UNW.

Exercice 2.2.7. Soit V = M,,,(K) et considérons des sous-espaces U = {(0 —Ca)} < Vet

—d f
Exercice 2.2.8.
(i) Soit U = {(ay, a3, a3,a4,a5) ER’ | a1 = 3a2etas = 7a,} < R’ Trouver une base de U.
(ii) Complétez la base de (i) en une base de R.

(iii) Trouver un sous-espace W < R’ tel que R> = U @ W.
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