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Cours 22 (8 décembre)
1.1 Multiplicité géométrique et multiplicité algébrique

Définition 1.1.1. Soient K un corps, V un K -espace vectoriel de dimension finie et soit encore λ ∈ Kune valeur propre d’une application linéaire φ ∈ L(V , V ).(i) La multiplicité algébrique de λ, notée µa(λ), est la multiplicité de λ en tant que racine du polynômecaractéristique.(ii) La multiplicité géométrique de λ, notée µg(λ), est la dimension de l’espace propre Eλ. Autrement dit,c’est la dimension du noyau de l’application φ − λ · id.
Exemple 1.1.2. Considérons la matrice A = (3 21 4)

∈ M2×2(R).Alors, on a que cA(x) = x2 − 7x + 10 = (x − 2)(x − 5) et donc les valeurs propres de A sont λ1 = 2et λ2 = 5. Dans ce cas, les deux valeurs propres ont la même multiplicité algébrique, égale à 1.
Exemple 1.1.3. Considérons maintenant, B = 3 0 02 3 01 0 3

. Alors,
B − x · I3 = 3 − x 0 02 3 − x 01 0 3 − x


et on a que cB(x) = det(B−x · I3) = (3−x)3 et donc que λ = 3 est la seule valeur propre de la matrice
B, avec multiplicité algébrique égale à 3.Calculons maintenant la multiplicité géométrique µg(3). Par définition, µg(3) = dim(ker(φB − 3 · id)),où φB : M3×1(R) ≃ R3 → M3×1(R) ≃ R3 est l’application linéaire donnée par la multiplication (àgauche) par B. Comme la matrice de φB − 3 · id par rapport à la base canonique est donnée par

B − 3 · I3 = 0 0 02 0 01 0 0


nous en déduisons que µg(3) = 2.
En fait, dans cet exemple, d’espace propre E3 est engendré par des vecteurs propres e2 = 010

 et
e3 = 001

. Vérifiez-le !
AZ: Cet exemple montre notamment que, de manière générale, les deux notions de multiplicité (algébrique et

géométrique) sont différentes. On peut en tout cas démontrer le résultat suivant.
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Proposition 1.1.4. Soient K un corps, V un K -espace vectoriel de dimension finie et soit encore λ ∈ K
une valeur propre d’une application linéaire φ ∈ L(V , V ). Alors, µg(λ) ≤ µa(λ).
Démonstration. Posons m = µg(λ). Considérons donc une base ordonnée B = (v1, . . . , vm) de l’espacepropre Eλ. Si m = dim(V ) = deg(cφ(x)), il n’y a rien à prouver, car cφ(x) = cA(x) = (λ − x)m. Sinon,nous pouvons compléter B en une base ordonnée de V , disons C = (v1, . . . , vm, vm+1, . . . , vn). Alors, lamatrice A = [φ]C,C a la forme (

D M0n−m N

)
où la matrice D = [

φ∣∣Eλ]B ,B
= λ · Im est diagonale, et on a M ∈ Mm×(n−m)(K ) et N ∈ M(n−m)×(n−m)(K ).Donc,

cφ(x) = cA(x) = det(A − x · In) = det(D − x · Im) · det(N − x · In−m) = (λ − x)m · cN (x)
ce qui montre que la multiplicité algébrique µa(λ) est supérieure ou égale à m = µg(λ).
1.2 Polynôme minimal d’un endomorphismeRappelons que, par définition, les valeurs propres des opérateurs sur un K -espace vectoriel V et leszéros des polynômes de K [x ] doivent appartenir à K . Une question importante se pose donc : quand lesvaleurs propres existent-elles ?
Théorème 1.2.1 (existence de valeurs propres). Tout opérateur sur un C-espace vectoriel non trivial de
dimension finie possède une valeur propre.

AZ: Ce théorème est valable de manière plus générale sur un corps algébriquement clos.

Première preuve. Soit V un C-espace vectoriel de dimension finie et soit φ ∈ L(V , V ). Alors, λ ∈ Cest une valeur propre de φ si et seulement si pφ(λ) = 0 (λ est une racine du polynôme caractéristiquede φ). Comme pφ(x) ∈ C[x ], on sait, par le théorème fondamental de l’algèbre (cours 4), que pφ(x) admettoujours une racine dans C, il s’ensuit que φ possède une valeur propre.
AZ: Notez que ce premier argument fonctionne même si V = {0}. Mais ce cas est trivial.

Deuxième preuve. Soit V un C-espace vectoriel de dimension finie n et soit φ ∈ L(V , V ). Supposons
V ̸= {0} et prenons 0 ̸= v ∈ V . Alors, les vecteurs

v , φ(v ), . . . , φn(v )
ne sont pas libres. Par conséquent, une combinaison linéaire des vecteurs ci-dessus (dont tous lescoefficients ne sont pas nuls) est égale au vecteur nul 0V . Il existe donc un polynôme non constant
f (x) ∈ C[x ] de plus petit degré tel que

f (φ)(v ) = 0V .Or, par le théorème fondamental de l’algèbre, il existe λ ∈ C tel que f (λ) = 0 et donc il existe
g(x) ∈ C[x ] tel que

f (x) = (x − λ) · g(x).
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Mais cela implique alors que
0V = f (φ)(v ) = (φ − λ · idV ) · (g(φ)(v )),

et par la minimalité du degré de f , on déduit que g(φ)(v ) ̸= 0V et donc que λ est une valeur propre de
φ avec vecteur propre g(φ)(v ).

AZ: La dernière démonstration est plus compliquée, mais elle contient de nombreuses idées intéressantes et

importantes qui peuvent être utilisées pour prouver le résultat suivant.

Théorème 1.2.2. Soit K un corps et supposons que V soit un K -espace vectoriel de dimension finie.
Soit φ ∈ L(V , V ). Alors il existe un unique polynôme unitaire mφ(x) ∈ K [x ] de degré minimal tel que
mφ(φ) = 0. De plus, deg(mφ) ≤ dim(V ).
Démonstration. Admis sans preuve dans ce cours.

AZ: Ce dernier résultat implique qu’un polynôme p(x) ∈ K [x ] est tel que p(φ) = 0 si et seulement si p(x)
est un multiple de mφ(x). Le théorème de Cayley-Hamilton nous dit que le polynôme caractéristique cφ(x) a cette

propriété, c.-à-d. cφ(φ) = 0. C’est un théorème que vous verrez le semestre prochain.

Définition 1.2.3. Soient K un corps et V un K -espace vectoriel de dimension finie. Soit encore φ ∈
L(V , V ). Alors le polynôme minimal de φ est l’unique polynôme unitaire mφ(x) ∈ K [x ] de degré minimaltel que mφ(φ) = 0.

Pour calculer le polynôme minimal d’un opérateur φ ∈ L(V , V ), nous devons trouver le plus petitentier positif r tel que l’équation
a0 idV +a1 · φ + . . . ar−1 · φr−1 = −φr

admet une solution a0, . . . , ar−1 ∈ K . Si l’on choisit une base de V et remplace φ dans l’équationci-dessus par la matrice correspondante à cette base, on peut alors considérer cette équation comme unsystème de (dim(V ))2 équations linéaires à r inconnues a0, . . . , ar−1 ∈ K . L’élimination de Gauss permetde déterminer l’existence d’une solution en testant successivement les valeurs de r jusqu’à en trouver une.D’après le théorème ci-dessus, une telle solution existe pour un plus petit entier positif d ≤ dim(V ). Lepolynôme minimal de φ est alors le polynôme
a0 + a1 · x + . . .+ ad−1 · xd−1 + xd ∈ K [x ].

Exemple 1.2.4. Supposons K = R, V = R5 et φ ∈ L(V , V ) tel que la matrice de φ par rapport à labase canonique est la matrice 
0 0 0 0 41 0 0 0 −70 1 0 0 00 0 1 0 00 0 0 1 0

 .
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Alors,
φ(e1) = e2
φ2(e1) = φ(φ(e1)) = φ(e2) = e3
φ3(e1) = φ(φ2(e1)) = φ(e3) = e4
φ4(e1) = φ(φ3(e1)) = φ(e4) = e5
φ5(e1) = φ(φ4(e1)) = φ(e5) = 4e1 − 7e2ce qui implique que

{e1, e2, e3, e4, e5} = {e1, φ(e1), φ2(e1), φ3(e1), φ4(e1)}et, par conséquent, que mφ(x) = −4 + 7x + x5.
Proposition 1.2.5. Soient K un corps, V un K -espace vectoriel de dimension finie et φ ∈ L(V , V ).
(i) Les racines du polynôme minimal de φ sont des valeurs propres de φ.
(ii) Si K = C, alors

mφ(x) = (x − λ1) · . . . · (x − λd),
où λ1, . . . , λd est une liste de toutes les valeurs propres de φ, éventuellement avec répétition.
AZ: Notez que (i) dit que le polynôme minimal mφ(x) et le polynôme caractéristique cφ(x) ont les mêmes

racines.

Démonstration.(i) Ce que nous voulons prouver, c’est qu’étant donné λ ∈ K , alors cφ(λ) = 0 ⇐⇒ mφ(λ) = 0. Si,
mφ(λ) = 0, alors il existe q(x) ∈ K [x ] tel que

mφ(x) = (x − λ)q(x)et donc 0V = mφ(φ)(v ) = (φ − λ · id)(q(φ)(v ))pour chaque v ∈ V . Or, comme deg(q(x)) < deg(mφ), il découle de la définition du polynômeminimal que q(φ) ̸= 0 et donc il existe au moins un vecteur v ∈ V tel que q(φ)(v ) ̸= 0. Mais alorsl’équation ci-dessus dit que λ est une valeur propre de φ associée au vecteur propre q(φ)(v ).Inversement, si mφ(λ) ̸= 0, alors il existe (algorithme de division) q(x) ∈ K [x ] et α ∈ K× tels que
mφ(x) = (x − λ)q(x) + α.Mais alors, comme α = mφ(λ) ̸= 0 on a que0 = mφ(φ) = (φ − λ · id)q(x) + α · id
⇒ −α−1(φ − λ · id)q(φ) = id
⇒ φ − λ · id est inversible
⇒ λ n’est pas une valeur propre de φ
⇒ cφ(λ) ̸= 0.(ii) Cela découle du théorème fondamental de l’algèbre (cours 4).
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Cours 23 (10 décembre)
On fixe un corps K et un K -espace vectoriel. De plus, étant donné une matrice carrée A ∈ Mn×n(k ),on note φA l’unique application linéaire φA : Mn×1(K ) ≃ K n → Mn×1(K ) ≃ K n dont la matrice, parrapport à la base canonique, est égale à A. Autrement dit, φA est définie tout simplement par multiplication(à gauche) par A.

2.1 Matrices triangulaires et endomorphismes trigonalisables

Définition 2.1.1. Soit φ ∈ L(V , V ). Un sous-espace U ≤ V est dit invariant sous φ si φ(U ) ⊂ U ,c.-à-d. u ∈ U ⇒ φ(u) ∈ U .
AZ: Notez que les espaces propres fournissent des exemples de sous-espaces invariants.

� À partir de maintenant, nous supposerons implicitement que V est de dimension finie n.
Proposition 2.1.2. Soient φ ∈ L(V , V ) et B = (v1, . . . , vn) une base ordonnée de V . Alors les affirmations
suivantes sont équivalentes.
(i) La matrice [φ]B est triangulaire supérieure.
(ii) Pour chaque k = 1, . . . , n, le sous-espace Vect(v1, . . . , vk ) ≤ V est invariant sous φ.
(iii) Pour chaque k = 1, . . . , n on a que φ(vk ) ∈ Vect(v1, . . . , vk ).
De plus, chacune de ces affirmations implique l’affirmation suivante :
(iv) Il existe de sous-espaces φ-invariants W0, . . . , Wn de V avec

{0} = W0 ⊂ W1 ⊂ . . .Wn−1 ⊂ Wn = V

et dim(Wi) = i pour chaque i = 0, . . . , n.
Inversement, s’il existe des sous-espaces φ-invariants W0, . . . , Wn comme dans (iv ) ci-dessus, en
considérant une base ordonnée B̃ = (u1, . . . , un) de V , avec (u1, . . . , uk ) base de Wk pour tout1 ≤ k ≤ n, la matrice [φ]B̃ sera triangulaire supérieure.

Démonstration. Nous prouverons (i) ⇒ (ii) ⇒ (iii) ⇒ (i). On observe que l’implication (ii) ⇒ (iv ) estclaire, car nous pouvons tout simplement considérer W0 = {0} et Wk = Vect(v1, . . . , vk ) pour chaque
k = 1, . . . , n. La dernière affirmation est également claire.(i) ⇒ (ii) Choisissez k ∈ {1, . . . , n}. Comme [φ]B est triangulaire supérieure, on a que φ(vj ) ∈Vect(v1, . . . , vj ) pour tout 1 ≤ j ≤ k . Mais alors comme Vect(v1, . . . , vj ) ⊂ Vect(v1, . . . , vk ),nous concluons que φ(vj ) ∈ Vect(v1, . . . , vk ) pour chaque 1 ≤ j ≤ k , ce qui nous dit que lesous-espace Vect(v1, . . . , vk ) ≤ V est invariant sous φ.(ii) ⇒ (iii) Cela découle immédiatement de la définition de sous-espace invariant, puisque, pour tout1 ≤ k ≤ n, on a vk ∈ Vect(v1, . . . , vk ).(iii) ⇒ (i) Si (iii) est vérifié, alors en écrivant chaque vecteur φ(vk ) comme une combinaison linéairedes vecteurs de la base B , on n’utilise que les vecteurs v1, . . . , vk . Par conséquent, tous lescoefficients sous la diagonale de la matrice [φ]B sont nuls. Ainsi, cette matrice est triangulairesupérieure.
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Définition 2.1.3.(i) Un endomorphisme linéaire φ de V est dit trigonalisable s’il vérifie la condition (iv ) de la Proposition2.1.2 ci-dessus.(ii) De même, une matrice A ∈ Mn×n(K ) est dite trigonalisable si l’application linéaire φA esttrigonalisable, ce qui est équivalent à dire qu’il existe une matrice inversible P ∈ GL(n, K ) telleque P−1AP est triangulaire supérieure.
Le résultat suivant nous indique que si φ ∈ L(V , V ) est trigonalisable, alors φ satisfait une équationsimple en fonction de ses valeurs propres.

Proposition 2.1.4. Soit φ ∈ L(V , V ) et supposons qu’il existe une base ordonnée B de V telle que la
matrice [φ]B soit triangulaire supérieure avec les coefficients dans la diagonale λ1, . . . , λn, c.-à-d.

[φ]B =
λ1 ∗

. . .0 λn

 .

Alors,
(i) (φ − λ1 · id) · . . . · (φ − λn · id) = 0, et
(ii) les valeurs propres de φ sont précisément les scalaires λ1, . . . , λn.
Démonstration.(i) Soit B = {v1, . . . , vn} une base ordonnée de V telle que la matrice [φ]B soit triangulaire supérieurecomme dans l’énoncé. Il suffit alors d’observer que ψ .= (φ − λ1 · id) · . . . · (φ − λn · id) est nul surchaque vecteur vk de la base B . Cela s’explique par le fait que les opérateurs φ−λi · id et φ−λj · idcommutent et, de plus, que, pour tout 1 ≤ k ≤ n, on a (φ − λk · id)(vk ) ∈ Vect(v1, . . . , vk−1). Eneffet, il suffit de constater que

φ(v1) = λ1 · v1 ⇐⇒ (φ − λ1 · id)(v1) = 0
⇒ (φ − λ1 · id) · . . . · (φ − λk · id)(v1) = 0 ∀ k = 1, . . . , n
⇒ ψ(v1) = 0

et il en découlera par récurrence que pour chaque k = 1, . . . , n
(φ − λk · id)(vk ) ∈ Vect(v1, . . . vk−1) ⇒ (φ − λ1 · id) · . . . · (φ − λk · id)(vk ) = 0

⇒ (φ − λ1 · id) · . . . · (φ − λj · id)(vk ) = 0 ∀ j = k, . . . , n
⇒ ψ(vk ) = 0.

(ii) Puisque φ(v1) = λ1 · v1, on a que λ1 est une valeur propre de φ. Choisissons k ∈ {2, . . . , n}et, pour chaque j ∈ {1, . . . , n}, posons Wj := Vect(v1, . . . , vj ). Comme pour tout j ∈ {1, . . . , n},on a (φ − λj · id)(vj ) ∈ Wj−1 et, si j ≤ k , on a aussi que Wj−1 ⊂ Wk−1, nous concluons que
φ − λk · id envoie Wk dans Wk−1. Mais dim(Wk ) = k et dim(Wk−1) = k − 1, donc l’application
φ − λk · id n’est pas injective et il existe alors un vecteur non nul v ∈ ker(φ − λk · id). C’est-à-direque λk est une valeur propre de φ. Ainsi, chaque élément de la diagonale de [φ]B est une valeur

7



propre de φ. Pour démontrer que φ n’a pas d’autres valeurs propres, on considère le polynôme
p(x) = (x − λ1) · . . . · (x − λn) ∈ K [x ]. Comme p(φ) = 0, ce polynôme doit être un multiple dupolynôme minimal mφ(x) (voir page 4). Mais alors, chaque racine de mφ(x) est une racine de p(x).Donc, toutes les valeurs propres de φ sont contenues dans la liste λ1, . . . , λn.

AZ: Notez que ce dernier résultat nous dit que si φ est trigonalisable, alors le polynôme minimal et le polynôme

caractéristique de φ sont scindés.Une question naturelle se pose alors : quand un opérateur linéaire est-il trigonalisable ? Pourrépondre à cette question, nous concluons notre discussion par le résultat suivant.
Théorème 2.1.5. Soit V un K -espace vectoriel de dimension finie n et soit φ ∈ L(V , V ). Alors φ est
trigonalisable si et seulement si cφ(x) est scindé dans l’anneau K [x ].
Démonstration. On a déjà montré que si φ est trigonalisable, alors cφ(x) est scindé. Nous ne discuteronsdonc que de l’idée principale concernant l’autre implication.Comme cφ(x) est scindé, φ possède au moins une valeur propre λ1. Soit v1 un vecteur propre associéà la valeur propre λ1. Complétons {v1} en une base ordonnée B = (v1, v2, . . . , vn) de V et posons
A = [φ]B . Alors,

A =


λ1 a12 . . . a1n0...0 Ã


où Ã est une matrice carrée à coefficients dans K de taille n−1. Or, comme cφ(x) = cA(x) = (λ1−x)cÃ(x),on peut donc considérer un autre opérateur linéaire φ̃, cette fois dans l’espace Vect(v2, . . . , vn) dedimension n − 1, dont le polynôme caractéristique est également scindé, à savoir l’opérateur représentépar Ã par rapport à la base ordonnée (v2, . . . , vn). Cela montre que pour prouver le théorème, nouspouvons simplement raisonner par récurrence sur la dimension de V . Autrement dit, nous pouvons répéterla première étape avec la paire (Vect(v2, . . . , vn), φ̃), remplacer les vecteurs v2, . . . , vn par une nouvellebase ordonnée de cet espace, où le premier sera un vecteur propre de φ̃, puis continuer ainsi jusqu’àobtenir une bonne base C de V qui exposera φ comme trigonalisable.

Notez que, par le théorème fondamental de l’algèbre, chaque polynôme de C[x ] est scindé. Le théorèmeprécédent implique alors que toute transformation linéaire d’un espace vectoriel de dimension finie sur
C est trigonalisable.
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Cours 24 (17 décembre)
3.1 Matrices diagonales et endomorphismes diagonalisablesCours 25 (18 décembre)
4.1 Opérateurs commutatifsCours 26 & 27 (18 & 19 décembre)
5.1 Espaces munis d’un produit scalaire

9


	Cours 22 (8 décembre)
	Multiplicité géométrique et multiplicité algébrique
	Polynôme minimal d'un endomorphisme

	Cours 23 (10 décembre)
	Matrices triangulaires et endomorphismes trigonalisables

	Cours 24 (17 décembre)
	Matrices diagonales et endomorphismes diagonalisables

	Cours 25 (18 décembre)
	Opérateurs commutatifs

	Cours 26 & 27 (18 & 19 décembre)
	Espaces munis d'un produit scalaire


