Algéebre linéaire avancée I automne 2025 Dr. Aline Zanardini

28 octobre 2025
Corrigé 6
Exercice 1. Soit ¢ : R?> — R? l'application définie par
d(x,y,2) =24+ y,3x+y—z,2+y+ 2).
(a) Montrer que ¢ est linéaire.
(b) Déterminer ker (¢) et 'interpréter géométriquement. Calculer la dimension de ker (¢).
(c) Déterminer le rang de ¢.
(d) L’application ¢ est-elle surjective?
Solution 1.
(a)

(1,91, 21) + (22,y2, 22)) = G(@1 + 22,41 + Y2, 21 + 22) =

(2(z1 + 22) + y1 + 2, 3(w1 +12) +y1 + Y2 — (21 + 22),

1+ xo+y1i+y2+ 21+ 22) = (221 +y1, 31+ y1 — 2,21+ Y+ 21)+
(2z2 + Y2, 3T2 + Y2 — 22, T2 + Y2 + 22) = d(T1, Y1, 21) + P(T2, Y2, 22).

On montre encore plus facilement que pour tout a € R

d(a(z,y, 2)) = ¢lax, ay,az) = (2azx + ay, 3ax + ay — az,ax + ay + az)
=a2x+y,3x+y—z,x+y+2) =ap(x,y, 2).

Il résulte que ¢ est linéaire.

(b) ker (¢) est I'espace vectoriel des solutions du systeme d’équations homogene:

2z 4+y=0
3x+y—2=0
z+y+z=0.

L’addition des deux dernieres équations donne 4x + 2y = 2(2x + y) = 0, c’est-a-dire la premiere
équation. Par conséquent, une des équations est conséquence des deux autres et on doit résoudre
le systéme constitué de deux d’entre elles, par exemple la premiere et la troisieme. Cela donne
y = —2x et z = z et on a donc ker (¢) = {(z, —2z,x)) | v € R}. C’est une droite passant par
lorigine des axes. Une base de ker (¢) est formée d'un vecteur (x, —2x, z) avec x # 0, par exemple
(1,—2,1), donc dim(ker (¢)) = 1.

(¢) On a rang(¢) = dim(Im (¢)) = 3 — dim(ker (¢)) = 2.

(d) rang(¢) = 2 < 3. L’application ¢ n’est donc pas surjective.



Exercice 2. Parmi les affirmations suivantes, lesquelles sont correctes?

(a) L’application ¢ : C? — C définie par ¢(z1,20) = 21 — %z est C-linéaire.
(b) L’application ¢ du point (a) est R-linéaire.

(c) L’ensemble ¢~1(0) est un C-espace vectoriel.
(d) L’ensemble ¢~1(0) est un R-espace vectoriel.

(e) Sin>met f:R"™ — R™ est une application linéaire, alors ker (f) # {0}.
(f)

f) Si f:R* — Max2(R) est une application linéaire surjective, f est aussi injective.

Solution 2.

(a) On voit facilement que ¢ préserve addition, car V z1, zo, u1, us € C

d((#1,22) + (u1,u2)) = ¢(z1 +ui, z2+u2) = 21 +up — (22 + ug)
= zn—Ztu—ux = ¢(z1,22)+ o(ur,u2).

L’application ¢ n’est toutefois pas C-linéaire, car pour o € C\R et 29 # 0, on a :
d(a(z1,22)) = plaz, azy) = az) — @z3 = az) — @ - Z3 # a(z1 — 22) = ad(z1, 22) .

(b) En revanche, ¢ est R-linéaire, car si a € R, alors a = @ et on obtient ¢(a(z1, 22)) = ad(z1, 22).

(c) On a ker (¢p) = {(z1,22) € C% | 21 = Z3}. Si (21,22) # (0,0) appartient & ker (¢) et a € C\R,
alors az; = azz # @ - zZ3 = azy, donc a(z1, 22) € ker (¢). Donc ker (¢) n’est pas un C-sous-espace
vectoriel de C2.

(d) L’ensemble ¢~1(0) est un R-espace vectoriel, car on vient de voir que que ¢ est R-linéaire.
(e) Tenant compte que dim(Im (f)) < dim(R™) = m, on peut écrire
n = dim(R") = dim(Im (f)) + dim(ker (f)) < m + dim(ker (£),
donc dim(ker (f)) > n—m >0 et par conséquent ker (f) # {0}. L’affirmation e) est donc juste.

(f) Nous savons que dim(R*) = dim(M>(R)) = 4. Par conséquent, f étant surjective, dim(ker (f)) =
dim(R*) — dim(Im (f)) = 4 — 4 = 0, donc f est injective.

Exercice 3. Soit ¢ : R* — My,2(R) 'application définie par (2, y, z,t) = < Tty y+z—2t >

r—y+z+t 204+y+2z—t)
On admettra que ¢ est une application R-linéaire.

(a) Déterminer ker (¢) ainsi que sa dimension. L’application ¢ est-elle injective?

(b) Déterminer le rang de ¢. L’application ¢ est-elle surjective?



Solution 3.

(a) Onaker(¢) ={(z,y,2,t) ER* |24y =0, y+2-2t =0, x—y+2+t =0, 2x+y+2z—t =0}
Par substitution, on trouve successivement x = —y, y = 2t — z et z = t. On observe que

o(—-1,1,1,1) = (8 8), donc ker (¢) = Vect ((—1,1,1,1)), qui est de dimension 1.

Comme ker (¢) # {0}, ¢ n’est pas injective.
(b) Par le théoréeme du rang, on a
dim(R?) = dim(ker ()) + dim(Im (¢)) = dim(ker (¢)) + rang(y)

et donc rang(yp) = dim(Im (¢)) = 3.

Comme dim(Im (¢)) = 3, et que May2(R) est de dimension 4, ¢ n’est pas surjective.

Exercice 4. Soient V un K-espace vectoriel et ¢ : V — V une application K-linéaire. On suppose
que dim(V) = 9 et ¢ = 0. Montrer que dim(Im (¢)) < 4. Justifiez vos raisonnements.

Solution 4. On montre d’abord que Im (¢) C ker (¢). Soit y € Im (). Alors il existe z € V tel
que y = ¢(x). Si on applique ¢ a y, on obtient ¢(y) = ¢(p(z)) = (po¢)(x) = 0, ot on a utilisé la
deuxieéme condition dans la derniere égalité. Donc y € ker () pour tout y € Im (¢) et par conséquent
Im () € ker (¢).

Maintenant, par le théoreme du rang, dim V' = dim(Im (¢)) + dim(ker ¢). Comme Im ¢ C ker (¢)
on a que dim(ker ¢) > dim(Im ¢) et donc

9 = dimV = dim(Im (¢)) + dim(ker ) > 2 dim(Im ¢).

Cette derniere inégalité implique bien que dim(Im ) < 4.

Exercice 5. Soit o : R* — R? 'application linéaire définie par
alz,y,z,t) = 2x —y,c+y+2z+1t,3y — 2z +z —1t).
(a) Déterminer la matrice de o par rapport aux bases canoniques de R* et de R3.
(b) Quel est le vecteur colonne de a(0, 1,0, 0) par rapport & la base canonique de R3?
(c) Montrer que F = {(—1,0,0,1),(0,4,0,1),(0,0,3,1),(0,0,0,1)} est une base de R*.
(d) Déterminer le vecteur colonne de v = (1,4, 3, —1) par rapport & la base canonique de R*.

(e) Déterminer le vecteur colonne de v par rapport a la base F'.
Solution 5.

(a) Soient E = (e1, e, e3,¢e4) la base canonique de R* et £’ = (ey, 2, e3) celle de R3. Alors comme

aler) = «(1,0,0,0)=(2,1,1) = 2-e;+1-ea+1-e3,
ales) = «(0,1,0,0)=(-1,1,3) = (=1)-e1+1-e2+3-es,
ales) = «(0,0,1,0)=(0,1,-2) = 0-e;1+1-ex+(—2)-es,
ales) = «(0,0,0,1)=(0,1,-1) = 0-e1+1-ea+(—1)-es,
2 -1 0 0
par définition, la matrice [olppr=| 1 1 1 1
1 3 -2 -1



(b) On note w = (0,1,0,0). Alors comme w =e3 =0-e1+1-e2+0-e3+0-e4, 0n a [wg =

o O = O

D’apres le cours,

la(w)lpr = la]pp(w|E
2 —1 0 0 (1)
- 11 1 1 .
1 3 -2 -1 0
—1
— 1
3

Noter bien que cette derniére égalité est cohérente avec le fait que «((0,1,0,0)) = (1,1, 3).

(c) Notons F' = (f1, f2, f3, fa)-

Premiere méthode: On voit aisément que

ev. = —fi+tfa = (F1)-A1+0-fo+0-fs+1-f4
e2 = §(fo=f1) = 0-fitg-fot0-fs+(=3) fa
es = 3(fs—f1) = 0-fit0-fotg fs+(=3) fi
e = fa = 0-fi+0-f2+0-f3+1-f4

Donc F' engendre tout élément de la base canonique FE et comme F' est de cardinal 4 qui est la
dimension de R*, F' est une base de R%. De plus, on obtient

-1

O il= O

id]gr =

_ o O

(=
w—= o O

Q=

— o O O

Deuxieme méthode: On peut montrer aisément que F est libre, donc elle est une base de R?,
puisqu’elle est de cardinal 4 qui est la dimension de R%.

1
(d) Comme v=(1,4,3,-1)=1-e1+4-e2+3-e3+(—1)-e4,0na [v]g = ;l
-1
(e) D’apres le cours,
vl = [id]gr-[vle
-1 0 0 0 1
_ 0 3 0 0 4
- 0 0 % 0 3
1 -3 —1 1 —1
—1
o 1
N 1
-2




Exercice 6. Soit V un K-espace vectoriel de dimension finie et soit W C V un sous-espace vectoriel.
Posons H = {# € GL(V) | (W) C W} (on l'appelle le stabilisateur de W dans V. Montrer que H
est un sous-groupe de GL(V). (On rappelle que la loi de composition dans le groupe GL(V) est la
composition d’applications.)

Solution 6. On note que H # () car idy € H. Soient maintenant 61,6, € H et soit w € W. Alors
(01 062) = 61(62(w)). Comme by € H, O2(w) € W et comme 6 € H, 61(62(w)) € W et on déduit que
01060, € H.

Soit § € H. Comme W est de dimension finie et 6 est bijective (donc injective), on a par le
théoreme du rang (appliqué a 'application 6 : W — W) que dim W = dim §(W) et donc §(W) = W.
Maintenant, pour w € W, il existe u € W avec §(u) = w. On trouve que 1 (w) = 07 1(0(u)) =u € W,
ce qui montre que =1 (W) C W et §=% € H aussi.

Ces deux vérifications montrent que H est un sous-groupe de GL(V).

Exercice 7. Soit ¢ : R3 — R* I’application linéaire définie par
o(x,y,2) =Bx—y+2z,2+3y — 2z, —3y+ 5z, 2z — y)
et soit 1 : R[t]<a — R? Iapplication linéaire définie par ¥(f(t)) = (£(0),0, f(2)).

(a) Déterminer la matrice de 1 par rapport & la base T' = (1,t,t?) de R[t|<2 et la base canonique de
R3, ainsi que la matrice de ¢ par rapport aux bases canoniques de R? et R*.

(b) A Taide d’un calcul matriciel, déterminer la matrice de ¢ o 1) par rapport aux bases données de
R[t]gg et R%.

(c) A l'aide d'un calcul matriciel, déterminer le vecteur colonne de (% — 3t +4) par rapport & la base
canonique de R3.

(d) A Taide d’un calcul matriciel, déterminer le vecteur colonne de ¢(¢(t?> — 3t +4)) par rapport & la
base canonique de R%.

Solution 7.

(a) Soit E = (e1, ez, e3) la base canonique de R3, et soit F' = (ey, ea, €3, e4) la base canonique de R*.
On calcule ¥(1) = (1,0,1), ¥(t) = (0,0,2) et () = (0,0,4), ce qui donne la matrice

[Ylr.e =

[
N OO
= O O

On calcule ¢(61) = ¢(17070) = (3717172)7 ¢(€2) = ¢(07170) = (_173 - 37_1)7 et ¢(63) =
¢(0,0,1) = (2,—1,5,0), ce qui donne la matrice

3 -1 2
1 3 -1
[lEF = 1 3 5
2 —1 0



(b) La matrice de ¢ o 1) par rapport aux bases choisies est le produit des matrices de ¢ et de ¢. On
obtient donc

e A R
[podlrr=[dleF - [VTE= 1 _3 5 (1) (2) 2 =l 6 10 20
2 -1 0 2 0 0
4
(c) Posons v = t?—3t+4 € R[t]<2. Le vecteur colonne de v par rapport & la base T est [v]y = [ —3
1
On obtient I'image de v par v en faisant le produit matriciel
100 4 4
[Y@)] p=Wlre-Wr={0 00 |- =3 ]=[0
1 2 4 1 2

5 4 8 4 16
[(Gow)®)]p=ldodler [lr=| o 10 20 | |- 2
2 0 0 8

Une autre méthode consiste a calculer I'image de 1(v) par ¢, en utilisant (a) et (c), ce qui donne
le produit matriciel

3 -1 2 4 16
o) ], = s [v@]=| L 3 (o) =] 2
2 —1 0 2 8

Exercice 8. Soit 8 : C? — C[t]<2 I'application C-linéaire définie par
5(21, ZQ) = (1 — i)ZQ + 121t + (Zl — Zg)tz.

Soit E la base canonique de C? et E’ la base (1,t,t?) de C[t]<z. Soient F = ((1,i),(2,4)), G =
(t, 1+ it + 12, —t — it?).
(a) Montrer que F est une base de C? et que G est une base de C[t]<s.
(b) Déterminer [id]r g, [id]g g et [Blp g -
(c) Déterminer [id ]z ¢.

)

(d) Déterminer [5]r .



Solution 8.

(a)

()
(d)

On note F' = (f1, f2) = ((1,4),(2,7)) et G = (91,92,93) = (¢, 1 +it + 2, —t — itQ).

Comme { ;; ; g:g ; ;;—:_ZZ’Q? onalid|prp = ( 1 3 ) Observons que fa — fi = e et
puis on obtient que ex = —2if] 4+ ify. Clest-a-dire que F engendre tout élément de E et donc F
est génératrice. Comme elle est de cardinal 2, qui est la dimension de C?, F est une base de C2.
g =t 01 0
Comme ¢ g2 = 1+it+t* onalfidlgep = | 1 ¢ —1 |. Un argument similaire & celui
g3 = —t—it? 01 —i
1 = —2ig1 + g2 — igs,
utilisé dans le paragraphe précédent donne t = g C’est-a-dire que G en-
2 = 1g1 + 1g3.

gendre tout élément de E’ et donc G est génératrice. Comme elle est de cardinal 3, qui est la
dimension de C[t]<2, G est une base de C[t]<2. (Alternativement, on peut aussi montrer que G est
une famille libre en résolvant un systeme d’équations linéaires. )

Observons que l'on a exprimé les vecteurs de E’ en fonction de G = (g1, g2, g3), donc on a obtenu

-2 1 4
la matrice [id|g ¢ = 1 00
-t 0 1

On a obtenu [id|r g et [id]g g dans a).

0 1—4
Bler) = it+t2 :
Comme { B . o onalflgg=|1¢ 0
Ble2) = (1—1)—t2 1 1
On a obtenu [id |z ¢ dans a).
D’apres le cours, on obtient
Blre = lidlec-Blee - ldlre
-2t 1 14 0 1—4
= 1 00 i 0 < 1 f >
-1 0 =2 1 -1
-2t 1 1 14+¢ 141
= 1 00 1 21
- 0 1 1—¢ 2—1
3 3+
= 147 141 .
2 2414



Exercice 9. Soit la matrice A = <Z Z) € Myyo(K).

~ ad—bc —c a

(a) Montrer que si ad — bc # 0 alors A est inversible et A7t = 1 ( d _b>.

(b) On considere I'application C-linéaire ¢ : C[t]<1 — Max1(C) définie par ¢(f) = <f(2)> On pose
les bases ordonnées suivantes des deux espaces vectoriels :
By = (1,t), By = (t — i,1), des bases de C[t]<; et

= (()- () 5= (). () m s

Trouver les matrices de passage suivantes :
[id]B1,B2v [id}B%Bw [id]cl7c2’ [id]Cz,Cl'
(¢) Trouver les matrices de ¢ par rapport aux differents choix des bases, comme suit :

[qb]Bl,Cu [¢]Bl,027 et [¢]BQ,CQ-

Solution 9.

d —=b\[(a b 10
s . 1 o e, s ,
(a) On vérifie que —=—- (—c a ) (c d> = (0 1), et le produit également dans l’autre sens.

(b) On exprime chaque élément de la base By en termes de la base By : t—i = —i-1+1-t et i = i-140-t et

_11 é) Ensuite, on trouve [id|p, B, = ([id]BZ’Bl)*l = (—Oz 1)7

ou la derniere égalité vient de la formule de la partie (a).

on trouve ainsi que [id|p, B, = <

On fait de méme pour trouver [id|c, ¢, et [id]c,,cy:
. 10 . 1 0
[ld]027cl = <1 Z) et [ld]CLCQ = <Z —’L>
1 4

(c) on calcule ¢(1) = (i) et o(t) = <é> Ainsi nous avons [¢]p,.c, = <1 0>. Ensuite on utilise les

résultats du cours :

[8],,c. = lidleyc, - [DlBi.c = C _OZ> G 8) = <(1] _Zl> :
Ensuite, on a

(@] B, = lid]cy,0, - [9]By,0y - 1] By, = <:Zl _OZ> G é) (;Z é) = <_01 é) .



