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Algebre Lineaire Avancee, MATH-110

Série 11

Tous les exercices seront corriges.

Vous etes fortement encourages a essayer de resoudre (eventuellement a plusieurs)
'exercice () et a rendre votre solution (eventuellement a plusieurs) avant le mercredi
de la semaine suivante. Il faudra transmettre votre solution sur moodle, sous forme
d’un fichier pdf unique (eventuellement tape en LaTeX) en suivant le lien moodle de
la semaine relative a cette la serie.

Exercice 1. Soit K un corps. On considere la matrice suivante

123 4
M=12 3 4 1| e Myu(K)
341 2

1. Calculer son rang en fonction de car(K).

Exercice 2. Montrer que les matrices

10
M=1|(01
0 0

_—_ o

110
 N=1]011
00 1

sont equivalentes mais pas semblables. Pour cela on peut raisonner par ’absurde et
considerer un endomorphisme ¢ : V' — V dont les matrices dans des bases convenables
sont M et N. On calculera alors

rg(p — Idy)
de deux manieres differentes.

Exercice 3. Soient M, N € My(K).

1. On suppose qu’il existe A € K tel que
rg(M — \1dy) # rg(N — A.1dy).

Montrer que M et N ne sont pas semblables.



2. Montrer que les matrices

o O O =
S O ==
SO N OO
o O O
OO ==
o NN OO
o= OO

sont equivalentes (et meme lignes-equivalentes ') mais pas semblables.

3. Montrer que les matrices

N =

o OO =
S O = =
O NN OO
N OO =
OO O =
O O ==
o OO
DO OO

sont semblables. Pour cela on identifiera M et N avec des endomorphisme ¢, 1)
de l'espace Coly(K) des vecteurs colonnes de hauteur 4 (dont les matrices dans
la base canonique sont M et N). On cherchera des bases de ker(p — 2Id,) et
ker(y) — 2Idy) et on en deduira une base de Coly(K) telle que la matrice de ¢
dans cette base est N.

Exercice 4 (De I'interet de changer de base (x)). Soit K un corps de caracteristique
# 3 et

K K?
Piey) o (@/3+4y/3,—x/34 5y/3)
Soit & = {fl,fg} = {(2, 1), (1,2)}
1. Calculer la matrice M de ¢ dans la base canonique %,.

2. Montrer que 4 est une base de K? et exprimer (1,0) et (0,1) en fonction de f;
et fy et calculer la matrice N de ¢ dans cette base de deux manieres :

— Par la formule de changement de base pour les matrices.
— Directement en exprimant ¢(f;) i = 1,2 en combinaison lineaire de fi, fs.

— Montrer que si on avait car(K) = 3 alors Z ne serait pas une base.

w

Calculer par recurrence N™ pour tout entier n > 0 (on pose NV = Id,).

-~

Montrer par recurrence que si C' € GLy(K) et U € My(K) alors pour tout n > 0
(cuchHr=cur.c.

5. En deduire une expression (relativement) elementaire de la puissance M™ pour
tout n > 0.

1. on peut passer de 'une a I’autre par des operations elementaires sur les lignes



Exercice 5. Dans ces exercices un role implicite important est joue par les SEVs de
la forme suivante : pour ¢ € Endg (V) et A € K

Vi = ker(p — AIdy).

Si V) # {0y} on dit que A est une valeur propre de ¢ et V) est le sous-espace propre
associe. Les vecteurs de V), sont les vecteurs propres de ¢ pour la valeur propre .

L’ensemble des valeurs propre s’appelle le spectre de ¢ :

Spec,(K) ={\ € K, Vi # {0y }}.

Montrer les proprietes suivantes

1. Ona
dim(Vy) = dim(V') — rg(p — A.Idy).

2. V) est stable par ¢ : (Vi) C Vi et ¢y, = Aldy,.

3. Si A # X sont des valeurs propres distinctes alors Vy, N Vy = {0y} (les espaces
sont en somme directe).

Exercice 6. Soit K un corps. On considere la matrice suivante

M = € M3y (K)

— o
[CRIEENN

2
3
4

W N =

1. Donner une succession de transformations elementaires qui transforment M en

la matrice
1 010 1 0 0 —11
01 0 1) sicar(K)=2, [0 1 0 9 | sicar(K)#2
0000 001 -1

Exercice 7. Soient V' et W des K-EVs de dimension finie isomorphes (en particulier
dimV = dim W = d). On suppose que ces espaces sont isomorphes : ie. il existe un
isomorphisme

vV~ W.

1. Montrer que I'application

Ad(¥) o = ooy

est une application lineaire de End(V') sur End(W).



2. Montrer de deux manieres que c¢’est un isomorphisme de End(V) sur End(W)
(par un argument de dimension, en trouvant une reciproque).

3. Montrer que Ad(?) est un isomorphisme de K-algebre.
Montrer que les groupes lineaires Aut(V) = GL(V) et Aut(W) = GL(W) sont

isomorphes (comme groupes).

Remarque. En particulier on a un isomorphisme
GL(My(K)) ~ GL(K*) = GLg(K)

Exercice 8. Soit A = (aij)ij<a € M4(K) une matrice et [A.], application de multi-
plication a gauche par A :

1. Montrer que [A.] est lineaire.
Montrer que [A.] est inversible ssi A est inversible.
Montrer que
A? = 0,4 ssi Im([A.]) C ker([A.])
(pour une direction remarquer que A € Im([A.])).

4. On considere 'application
A€ My(K) — [A] € End(My(K)).

Montrer qu’elle est lineaire et injective.
Est ce que cette application est un morphisme d’algebre ?

Pour d = 2, calculer la matrice de [A.] dans la base canonique de My (K) (formee
des matrices elementaires dans l'ordre ci-dessous)

%(2)2 = {Ell)E12aE21a E22}-

Polynomes sur un corps (suite)

Soit A un anneau commutatif. On a introduit dans la serie precedente la A-algebre
des polynomes a coefficients dans A

AX]={ D> a.X", a, € A}.

0<n<D



Définition 1. Soit P(X) un polynome. Si P est non nul, son degre est defini comme
deg(P) = sup{n > 0, a, # 0}.
Ainsi si deg(P) =d on a ag # 0 et Vn > d a, = 0.

Le coefficient d’indice le degree ay s’appelle le coefficient dominant de P.

Si P(X) = 04.X% = 041x] on pose deg(P) = —o0

Exercice 9. Soient P et () des polynomes non-nuls.

1. Montrer que deg(P + @) < max(deg(P),deg(Q)). Montrer que cette inegalite
peut etre stricte.

Montrer que deg(P.Q) < deg(P) + deg(Q).
Montrer que si A est integre alors deg(P.QQ) = deg(P) + deg(Q).

Montrer que ces resultats restent vrai si P ou () est nul.

AN

Montrer que si A est integre alors A[X] est integre.

On suppose que A = K est un corps (en particulier K est integre et donc K|[X]
egalement). On va montrer qu’il existe sur A[X] une notion de division euclidienne.

Exercice 10. Soit ) € K[X] — {0} un polynome non-nul et P un polynome quel-
conque.

On veut montrer qu’il existe R, S € K[X] tels que
P=QS+R

avec deg R < deg (), deg P = deg @ + deg S et que R et S sont uniques. R s’appelle
le reste de la division euclidienne de P par @ et S est le quotient.

1. On commence par 'unicite. On suppose que
P=QS+R=QS5 +R

avec deg R, deg R’ < deg Q.
Montrer que R — R’ est divisible par @ puis que R = R’ (utiliser le (2) de
'exercice precedent) et enfin que S = S’ (utiliser le (5) de I'exercice precedent).

2. On passe a l'existence. Soit d = deg(@). Montrer que si deg P < d alors R, S
existent et donner leur valeurs.

3. On procede par recurrence sur p := deg P. On peut supposer que p > d. On
note ay le coefficient dominant de Q (Q = ag. X% + az_1 X% +---) et b, celui
de P (P =0, XP+b, 1 XP 7t +---).

Soit P, = P — bpang.Xp_d. Montrer que deg P, < p.



4. En utilisant I'hypothese de recurrence montrer que R, S existent pour P.

Exercice 11. On va utiliser le resultat precedent pour donner la forme generale des
ideaux de K[X]. On rappelle qu'un ideal I C K[X] est un sous-groupe du groupe
additif (K[X],+) tel que

VQel, Se KIX],—=Q.Sel

Soit I # {0} un ideal non-nul de K[X] et @ € I — {0} un polynome non-nul tel que
deg () est minimal parmi les degres tous les polynUmes non-nuls de I :

deg @ = min(deg P, P € I — {0}).
On va montrer que
I =K[X].Q={SQ, Se€K[X]|} C K[X]

est I’ensemble des multiples de Q).

1. Soit P € I et R, S le reste et quotient de la division euclidienne de P par @ :
P=0Q.S+ R, deg R < deg (.

Montrer que R € I.

2. En deduire que P est un multiple de ) et conclure.

Remarque. Comparer avec la classification des ideaux de Z



