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Algebre Lineaire Avancee, MATH-110

Série 10

Tous les exercices seront corriges (ceux concernant les polynomes le seront dans le
poly).

Vous etes fortement encourages a essayer de resoudre (eventuellement a plusieurs)
I’exercice () et a rendre votre solution (eventuellement a plusieurs) avant le mercredi
de la semaine suivante. Il faudra transmettre votre solution sur moodle, sous forme
d’un fichier pdf unique (eventuellement tape en LaTeX) en suivant le lien moodle de
la semaine relative a cette la serie.

Exercice 1. Soit V un K-ev de dimension finie et V* son dual. Soit U C V un SEV,
son sous-espace annihilateur (ou orthogonal) est le sous-espace de V* defini par

Ut:={leV* Vuel, l(u) =0k} C V"

Reciproquement si U* C V* est un SEV de l'espace dual, son orthogonal U** dans
V est le SEV defini par

Ut ={veV,VleU* I(v)=0}CV.

1. Montrer que U+ =U.
2. Soient U,U’ C V des SEV. Montrer que

UtcU-=U>DU.
3. Soit V** le bi-dual de V et
(U ={ee V™ VieU* (()=0xg}CV*™
Montrer que si on identifie V' a V** via l'application v — eval, : [ — [(v) alors
(U = U™t

Exercice 2. Soient p : U — Vet :V — W.
1. Montrer que rg(v o ¢) < rg(?) (on pourra comparer deux images).
2. Montrer que rg(y o ¢) < rg(¢) (on pourra comparer deux noyaux).

3. Montrer que rg(¢* o ¢¥*) < rg(y).



Coefficients d’applications lineaires

Soit d > 1, l'espace vectoriel produit K¢ est muni d’une base dite base canonique
qu’on notera

By ={e} = (1,0,---,0), ) =(0,1,---,0),--- ,e§ = (0,0,--- , 1)}.
Par exemple pour d = 3
By = {e] = (1,0,0), €)= (0,1,0),e = (0,0,1)}.
Exercice 3. Soit ¢ : K? — K? definie par

Donner une famille generatrice de Im(y) puis donner une base de Im(y).

2. Donner une representation cartesienne de Im(y) avec une nombre minimal
d’equations.

3. Donner une representation cartesienne de ker(yp) avec une nombre minimal
d’equations. Trouver une base de ker(¢p).

4. Montrer que les coeflicients de ¢ relativement a By 4 sont donnes par

-1 7
7 -1
1?7

5. Calculer directement ¢(3,3). Retrouver ce resultat a 1’aide de la formule calcu-
lant I'image d’un vecteur par une application lineaire en fonction des coefficients
de celle-ci.

Exercice 4. Soient les applications lineaires suivante sur les polynomes :

Rft]gs = < Rltles = Rltlo
P o 2P —P@) P PE o P

1. Determiner le rang de o, donner une base de son noyau et de son image.

Meme question pour § et § o a (on representera un polynome sous la forme
at3 +bt> +ct +d a,b,c,d € R).

Determiner la matrice de o par rapport a la base canonique {1,¢, % t3}.
Meme question pour /3 par rapport aux bases canoniques {1, ¢, t} et {1,¢,¢*}.

Meme question pour (3 o a par rapport aux bases canoniques {1,t,t% 3} et
{1,t,12}.



Exercice 5. Soit V = K? et

B’ = %, = {e] = (1,0), e; = (0,1)}

la base canonique.

1.

Determiner pour quelles valeurs de car(K) la famille
B ={e;=(1,2), ea=(3,1)}

est une base de V. On suppose pour toute la suite que la caracteristique de K
est telle que Z est bien une base (on peut meme supposer que car(K) = 0 si
on prefere).

0 A0

Exprimer e, e; comme CL de € et de 9. Exprimer €, e) comme CL de e, et

de €s.

On considere 'espace vectoriel des applications lineaires de V' vers V'
Endg (V) = Homg (V, V).

Suivant qu’on choisit %4° ou % comme bases de V' vu comme espace de depart
ou comme d’arrivee, on obtient quatres bases possibles pour Homg (V, V) :

Bago g0, Bys, Bgo .z, Bz gmo.
Soit
p=Idy:v—v

I'application identite de V. Calculer les coefficient (m;;(Idy)); j<2 de Idy relati-
vement aux 4 bases ci-dessus. (aucun ne demande trop de calculs au moins une
fois qu’on a fait la question 2).

Soit ¢ : V +— V 'unique application lineaire telle que

1/1<1’2) = (2’4)> ¢(3> 1) = <_37 _1)‘

Calculer 9(1,0) et 1(0,1) comme CL des elements de %° et comme CL des
elements de 4.

Calculer les coefficients de 1 relativement aux bases
Bz, Bs s, Bago go.

Calculer ¥ (x,y) pour tout (z,y) € K? (par exemple en utilisant la formule
pour 'image d’un vecteur en fonctions des coefficients de I'application lineaire
relativement a des bases convenables).

Calculer les coefficients de 9% = 1) o 1) relativement aux bases

B2, B,z Bago 0.



Rangs de matrices

Le rang d’une matrice M de taille d’ x d est le rang de I'espace vectoriel des matrices
colonnes extraites de M :

rang(M) = dim Vect({col;(M) = (m;)icar, 7 =1,---,d}).

Si M = Maty »(p) alors
rang(M) = rang(y).

Exercice 6. Determiner le rang des matrices

1
1 2 3
M= (2 3 1) N=12
3
en fonction de la caracteristique du corps K.

Exercice 7. Soient M € Md”xd’(K) et N € Md’xd(K)-

1. Montrer que

= N

— o W

DN — =~
=

rg(M.N) <rg(M), rg(M.N) < rg(N).

Exercice 8. On considere la matrice suivante

M = S M3><4(Q)

W N =
B~ W DN
— W
(NN

que l'on voit comme matrice d’une application lineaire ¢ : Q* — Q3 dans les bases
canoniques.

1. Que vaut p(x,vy, 2,t) pour (x,y,2,t) € Q*?
2. Trouver une base du noyau et de I'image de ¢.

3. A partir de ces bases construire des bases de Q* et de Q3 telles que la matrice de

@ exprimee dans ces bases vaut I3.4(r) = <Igr 8) avec r = rg(y) (on pourra

relire la preuve du Thm. Noyau-Image).

Produits de matrices

Exercice 9. Effectuer tous les produits possibles des matrices suivantes

3 2 7
A=(2 LT ,B:(185),C:2,D:1—1,E=12
3 5 -3 E 5 0 3 —1



Exercice 10. Soit M = (m;;) € Myxa(K) et N = (ng) € Myxa(K) et M.N €
Mgryq(K) le produit. On note ‘M = (m3)j<di<a € Maxar(K) la matrice (transpo-
see) de taille d’ x d” definie par que

mi; = M
- on defini meme ‘N € My, (K) et "(M.N) € Myyqr(K).

1. Montrer par un calcul direct que

“M.N)="'N'M.

Exercice 11. Soit K un corps et pour d > 2
%82 = {Eija ’L,] < 2} C MQ(K)

I’ensemble des matrices elementaires de taille 2 (on rappelle que c’est une base de
M,(K) : on appelle la base canonique de Ms(K)).

On definit les SEVs suivants de My (K) :
DQ(K) = Vect(En, E22) et TQ(K) = Vect(EH, Elg, E22).

1. Quelles sont les dimensions de ces SEVs? Donner la forme generale d'une ma-
trice dans ces deux SEVs.

2. Montrer que ces SEVs sont stables par produits et sont en fait des sous-algebres
de MQ(K)
3. Lesquelles de ces sous-algebres sont commutatives ?

Exercice 12 (%). On considere la matrice 3 x 3

00 —1
M=|[10 -1] € MyR)
01 —1

1. Calculer M? = M.M, M3 = M.M.M, et trouver ag, a;,as € K tels que
03 = M3 + 0,2.]\4-2 + al.M + ao.Idgxg.

2. Montrer (par recurrence) que pour tout k > 3, M* est combinaison lineaire de
{M?, M,1d3} (on pourra aussi faire une division euclidienne de polynomes si on
connait et qu’'on prefere).

3. On note
R[M] = Vect(Ids, M, M?,---  MF* ...)
= {CLQ.Idg + al.M + - 'CLd.Md,d 2 1, g, A1, ,0q € R} C Mg(R)

I’espace vectoriel des matrices engendre par toutes les puissances de M (on pose
M° = 1d3).



(a) Montrer que
R[M] = Vect(Id3, M, M?)

Quelle est la dimension de R[M]?

(b) Montrer que R[M] est stable par produit et que c’est un sous-anneau de
M;(R).

Polynomes sur un corps

Ces exercices suivant visent a vous familiariser avec A[X ], ’'anneau de polynomes sur
un anneau commutatif general et ses diverses proprietes. Le cas le plus interessant
pour nous sera celui ou A = K est un corps. Ces exercices seront corrige dans une
appendice au cours.

Dans cette feuille on definit cet anneau de maniere rigoureuse.

Les polynomes sont des suites

Soit A un anneau commutatif et soit
AN = {(an)n>0, an € A}.

I'ensemble des suites a valeurs dans A (ou encore ’ensemble des fonctions de N a
valeurs dans A : (ap)n>0 11— ay).

L’ensemble AN a une structure de A-module pour 1’addition terme a terme
(@n)nz0 + (bn)nz0 = (an + bn)nxo
dont I’element neutre est la suite identiquement nulle
0, = (OA,”' ,OA,"')
et la multiplication par les scalaires est donnee pour a € A par
a.(an)n>0 = (@.0p)n>0-

Définition 1. Soit (a,)n>0 € AY une suite a valeurs dans A. Le support de cette suite
est defini comme etant [’ensemble des indices ou la suite prend une valeur non-nulle

Supp(<an)n>0) = {TL € Na Qp, 7é OA} CN.



L’ensemble des polynomes A[X] est construit algebriquement de la maniere suivante :

Définition 2. Un polynome P a coefficient dans A est une suite P = (a,)n>0 de
support fini : telle que

supp(P) ={n € N, a, # 04} est fini.

Le n-ieme terme de cette suite a,, est le coefficient d’ordre n de P ; on le note egale-
ment ¢, (P).

On defini le degree de P comme etant le plus grand indice non-nul :
deg P = max{n > 0, a, # 04}.
Si P =0, de sorte que {n >0, a, # 04} =0 on pose

deg(0,) = —o0.

Si d = deg(P) le coefficient ag = c4(P) est le coefficient dominant de P.

L’ensemble des polynomes a coefficients dans A est le sous-ensemble AI;I c AN forme
des suites a support fini; on le note

AN = {(&n>n>05 an € Av |Supp((an)n>0| < OO}

Exercice 13. Montrer que I’ensemble A? est un sous-A module de AN pour 1’addition
et la multiplication par les scalaire sur I’espaces des suites a valeurs dans A.

Pour m > 0, le monome unitaire de degre m, que I'on note X™, est I'’element de AI}]

defini par
1lg4 sin=m,

X™:n— 04 m=n ]
’ 04 sin#m.

On note
B ={X" m >0}

Pensemble des monomes unitaires.

Cette famille est une famille generatrice du module des polynomes : soit P = (ay,)n>0 €

AIJ\J alors
deg P

P = Z Ay X
m=0

et cette ecriture en combinaison lineaire de monomes est unique.



Structure d’anneau

On associe a tout polynome P une fonction polynomiale

deg P
Py:ac A Zam.am

m=0
(par convention on pose a’ = 14).

Exercice 14. Soient P, () deux polynomes :

P= > anX™ Q= > b X"

m<deg P nzdeg @
1. Montrer que le produit des deux fonctions polynomiales
PA-QA rar— PA(Q).QA(CL)

est encore une fonction polynomiale :

Py.Qs=(P-Q)a
avec
P-Q= ch.Xl et ¢ = Z Qb
>0 m,n=>0
m-+n=lI

(dans la preuve faite bien attention d’utiliser la commutativite de A).

2. Montrer que si P et () sont non-nuls alors deg P - Q) < deg P + deg () et que si
A est integre alors deg P - () = deg P + deg Q).

3. Montrer que ces formules concernant le degre restent vraient si P ou @) est le
polynome nul.

Exercice 15. Compte-tenu de cela on defini sur A?’ une multiplication interne

ATX AV o A

(P,Q) +— P-Q
avec
P- Q = ZC[.XI et ¢ = Z am-bn-
>0 m,n2=0
m+n=I

1. Montrer que cette loi de multiplication interne e - ® est commutative, associa-
tive, distributive par rapport a l’addition et qu’elle donne a AIJ\J une structure
d’anneau commutatif dont I'unite est le monome X°.



2. Montrer que cette loi est associative par rapport a la multiplication par les
scalaires et qu’elle fait de A? une A-algebre.

3. Montrer que 'application
a€ A aX’ e AX]

est un morphisme d’anneaux injectif dont I'image est I'anneau des polynomes
constants. Cela permet de voir A comme un sous-anneau de A[X].

4. Soit B une A-algebre (pas forcement commutative) et contenant A (ie. A com-
mute avec tous les elements de B). Soit b € B. Montrer que 'application

On note cette A-algebre A[X] et on I'appelle I'anneau des polynomes a coefficients
dans A.

Remarque. On ne peut definir A[X] simplement comme ’anneau des fonctions po-
lynomiales sur A car la representation d’une fonction polynomiale n’est alors pas
forcement unique (meme si A est tres "gentil”) : si A =, est le corps fini a p ele-
ments les fonction polynomiales associees au polynome nul 0, et au polynome X? — X
sont identiques!

L’avantage de notre formulation est qu’on obtient alors des fonctions polynomiales
sur toute A-algebre : si B est une A-algebre (on note a * b la mutiplication par les
scalaires des elements de B), on definit alors pour tout polynome P € A[X] la fonction
polynomiale

Ps:b€ B Py(b)= >  apxb™

m<deg P

Exercice 16. Montrer que pour tout b € B, application

eval, : P = Z .- X™ — Pp(b) := Z Ay * O™

m<deg P m<deg P

est un morphisme d’algebres de A[X] vers B.



