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DEFINITION 10.1. Les operations elementaires sur les lignes d’une matrice sont les applications
suivantes de My wq(K) vers Mg xq(K): pouri,j € {1,--- d'} et \€ K* et p€ K

(1) Transposition: Echanger deux lignes i # j < d' de M:
Li — Lj
(1) Dilatation: Multiplier la i-eme ligne par un scalaire \ # 0:
(I11) Combinaison Lineaire: Additionner a la ligne i un multiple scalaire de la la j-ieme ligne pour
1#j:neK

Ces transformations sont appellees transformations elementaires.
On les note respectivement T, D; x et Clyj;,



PROPOSITION 10.2. Les trois operations elementaires sont obtenues par multiplication a gauche
de M par des matrices convenables: pour 1 <i# j < d'

(I) Tij.e: M — T;;.M
(II) D; x.@ : M — D; \.M
(]]]) Cl'i,j,;r. M — Cl,J“A[
ou les matrices carrees T;;, D; x, Clij, € My (K) sont definies par:
Ti]’ = Idd/ - E” — Eij -+ EU + Ejl
Dix=Idg + (A=1).E;i;, A#0
Cliju=Idg + p.Eij, i1 # 5 oup# -1 sii=j.

DEFINITION 10.2. Les matrices
Tij, Dix, X#0, Clyj,

pouri,j <d, N#0, et sii=j, up# —1 sont appellees matrices de transformations elementaires.

Ne, e c,e«%m)w ONeC

R | (\% \
X /‘V\“N 00TVELS SN TP



DEFINITION 10.3. On dit que N est ligne-equivalente a M ssi il existe une suite de transforma-
tions elementaires qui transforme M en N.

— De maniere equivalente, N est ligne-equivalente a M ssi il existe une suite finie Ty,--- ,T, de
matrices des transformations elementaires telle que N est obtenue a partir de M par multiplications
a gauche par cette suite de matrices:

N=T,T,-1.--- 15.T1.M.
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PROPOSITION 10.3. La relation etre "ligne-equivalente” est une relation d’equivalence sur Mg « q(K).
— De plus deux matrices M, N ligne-equivalentes sont equivalentes au sens de la notion d’equivalence
de deux matrices de la Definition 9.10.

COROLLAIRE. Si M et N sont lignes equivalentes alors

rg(M) = rg(N).



PROPOSITION 10.4. Si N € Mg yq(K) est ligne-equivalente a M alors toute ligne de N est
combinaison lineaire des lignes de M :

Vi < d', Lig;(N) € (Lig,(M),--- ,Lig, (M)) c K¢

et inversement les lignes de M sont combinaisons lineaires des lignes de N. En particulier les SEV
engendres par les lignes de M et de N sont les memes

(Ligy (M), - -+, Ligg (M)) = (Lig;(N), -+ , Ligy (N)) C K?
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DEFINITION 10.4. Une matrice M = (m;;) € Mg xqa(K) est echelonnee si elle est nulle ou bien
st
(1) Il existe l <r<detl<j <---<jpr<d tels que
— Pour la ligne Ly, le premier terme non-nul est le ji-ieme: on a my; = 0 pour tout
J <1 etmyy #0,
— Pour la ligne Lo, le premier terme non-nul est le jo-ieme: on a mg; = 0 pour tout
7 < 7J2 et maj, 75 0,

— Pour la ligne L,, le premier terme non-nul est le j.-ieme: on a m,; = 0 pour tout
J<Jjretmg #0
(2) les lignes Lyy1,+++ , Lg sont toutes nulles.

Si M est non-nulle les j; < --- < j, sont appeles les echelons de M et les m;j,, 1 < i < r sont les
pivots de M.



0 mi2 M3
0O O 0
0O O 0
0O O 0
0O O 0
= 2

14
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DEFINITION 10.5. Une matrice est echelonnee reduite si le seul coefficient non-nul d’une colonne
contenant un pivot est le piwot lui-meme et il vaut 1:

— pour tout 1 =1,---,r
mijiz]..
— Pour touti=1,---,r ettout 1 <i' #1<d, on a

mi/ji = (.
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THEOREME 10.1 (Gauss). Toute matrice est ligne-equivalente a une matrice echelonnee reduite.

THEOREME 10.2 (Gauss). Deux matrices ligne-equivalentes et echelonnees reduites sont egales.

COROLLAIRE 10.1. (Unicite de la forme echelonne reduite) Soit M € My q(K) une matrice
alors M est ligne-equivalente a une unique matrice echelonnee reduite (qu’on appelle la forme eche-
lonnee reduite de M ).



1 0 1 1 0 2 1 0 2
01 1],(o 1 1],[0o 1 o).
0 0 0 0 0 0 0 0 0

QowT fwd‘e,s Nt)w\]ﬁ, e/1J pa/s cl'ﬁwecw\'wﬂq}e
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PrOPOSITION 10.5. Si M et N sont lignes equivalentes
rg(M) = rg(N).

ProOPOSITION 10.6. Si R est echelonnee avec r echelons alors
rg(R) = .
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PROPOSITION 10.8 (Description matricielle d’une base d'un SEV). Soit M € M,y 4(K) la matrice
dont les | lignes sont formees des vecteurs lignes L;, i < . Soit R la matrice echelonee 7'(3(1’11.’1',1‘,(3)
associee a M el

/ . .
l’ensemble des lignes de R alors si R possede r echelons on a
dimW =r
et les vecteurs de V' correspondants aux r premieres lignes
L / . '—1 / ° .
Bw = {w; =Ligy, (L;), i <1}

forment une base de W (et les | — r autres vecteurs sont nuls).
On peut alors completer Bw en un base A de V en prenant

l ) ]
Ny W 4 U & 4=b d*di’}
o;\' R, »')Wa(/ Ao V.

B = Bw U{ej, j n'est pas un echelon de R}.



Imrbf stons o Ha:h/\-&,s




PROPOSITION 10.7 (Critere d’inversibilite par operations elementaires). Soit M € My(K) une
matrice carree alors M est inversible ssi M est ligne equivalente a la matrice identite 1d,.

Mec GLyIK) &=



THEOREME 10.3. Le groupe lineaire GL4(K) est engendre par les matrices des transformations
elementaires
Tij,Di,)\, Clijﬂu, 1,7 <d, \,pe K, \ 75 0, et sttt =73, 7& —1.
En d’autres termes (puisque l’ensemble des matrices de transformations elementaires est stable par
inverse) tout matrice M € GLq(K) s’ecrit comme un produit fini de ces matrices.



Cafod e ' Towense : M eGL)(R)

T T =E
—-—”lal - ‘“. . et ]Z‘
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THEOREME 10.5 (Resolution d’equations dans les espaces vectoriels). Soit ¢ : V +— W une
application lineaire enfre deux espaces vectoriels de dimension finie. Pour tout w € W, on pose

Sol,(w) = '({w}) ={veV, pv)=w}CV
la preimage de w par . En particulier Sol,(Ow ) = ker¢. Alors Sol,(w) est

— soit w € p(V') et Sol,(w) est l'ensemble vide,
— soit w € (V) et il existe v° € V tel que p(v°) = w et alors

Sol,(w) = v° 4+ Sol,(04) = v" + ker p = {vg + k, k € ker ¢}.
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DEFINITION 10.7. Les inconnues v;, pour j;, 1 < i < r etant un echelon sont appelles inconnues
rincipales du systeme. Les inconnues v; pour 7 < d qui n’est pas un echelon sont appelles inconnues
! J
libres du systeme.
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Les Colonnes




C; = Ciy(M) = Col;(M) = (myj)i<a
DEFINITION 10.8. Les operations elementaires sur les colonnes d’une matrice sont les applica-
tions suivantes de Mg xq(K) vers Mg wqa(K): pouri,j € {1,---,d} et \€ K* et pe K
(I) Transposition: Echanger deuzx colonnesi # j < d' de M:
Ci +— C;
(1I) Dilatation: Multiplier la i-eme colonne par un scalaire A # 0:

(11I) Combinaison Lineaire: Additionner a la colonne i un multiple scalaire de la la j-ieme colonne
pouri # j: p € K
Cz' — Cz + ,UCj

Ces transformations sont appellees transformations elementaires sur les colonnes d’une matrice.



PRrROPOSITION 10.9. Une operation elementaire sur les colonnes d’une matrice M equivaut a une
operation elementaire sur les lignes de M' =" M.
Une telle transformation est donnee par multiplication par la droite

M — M.'T;

par la transposee d’une matrice de transformation elementaire sur les lignes T; en composant les
operations suivantes

M "M T,." M — tTl.tM = M.'"T), = M.T,.

Il en resulte que des transformations sont bijectives et lineaires.



DEFINITION 10.9. On dit que N est colonne-equivalente a M ssi il existe une suite de transfor-
mations elementaires qui transforme M en N.

— De maniere equivalente, N est colonne-equivalente a M ssi il existe une suite finie de matri-
ces de transformations elementaires (sur les colonnes) telle que N est obtenue a partir de M par
multiplications a droite par cette suite de matrices.

PROPOSITION 10.10. La relation etre ”colonne-equivalente” est une relation d’equivalence sur
Md’xd(K)

— De plus deux matrices M, N colonnes-equivalentes sont equivalentes au sens de la notion
d’equivalence de deux matrices de la Definition 9.10. En particulier elles ont meme rang.
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DEFINITION 11.1. Soit V un K -espace vectoriel, une forme bilineaire sur V est une fonction de
deux variables (sur V- x V') a valeurs dans K

VXV = K

A
(v1,v2) = A(vi,v2)

telle que pour tout choix de vecteurs (vi,v9) € V- x V les applications d’une variable
Ay:veV = Av,u) € K et Agy:veV = Alvy,v) € K
sont lineaires (ie. definissent des forme lineaires): Y\ € K, v,v' € V

ANv 40" v9) = M A(v,v2) + A(v',v2),

A(vi, Ao + ") = AA(v1,v) + A(vg, ).






DEFINITION 11.2. Soit V un K-espace vectoriel et n > 1 un entier. Une forme multilineaire en
n variables sur V est une application

vn > K
A
(Ulv"' ,'Un) = A(’Ul,"' 7Un)
telle que pour tout choiz de vecteurs (vj)j<n € V™ et tout indice i = 1,--- ,n, Uapplication en une

variable obtenue a partir de A par “restriction a la i-ieme composante”
Ay :veV = Ay, 0, ,vp) €K
est lineaire:

Ay, Ao+ v,) = ANA(v, - 0, on) + Aoy, -+ 0 o).

l,{/$ n omcj' \Ows

veV = Avyvg, -+ v,) €K
veV = Alvy,v, - ,0,) €K

veEV — A(’Ul,'“ yVi—1,UV, V41, " ,’Un) c K
veVi— Alvy, - ,v,-1,v) € K.

§ 0w+ efwfv-w .
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PROPOSITION 11.1. L’ensemble Mult'™ (V) = (V*)®" des formes multilineaires en n variables
est un K-espace vectoriel quand on le muni de ['addition et de la multiplication par les scalaires
usuelle pour les fonctions de V" a valeurs dans K: VA, Z € (V*)®™ et pour \ € K, la fonction

()\A+E)(v17 ,Un) — )\A('Ul,"' ,'Un) +E('U1,"' >vn)

est encore une forme multilineaire.

—

Exovcice : latve & cap n=2,,

Y
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THEOREME 11.1 (Dimension et base de 'espace des formes multilineaires). Soit d = dimV/,
B = {e1, - ,eq} CV une base et B* = {e},---,e} C V* la base duale. Alors V*®" est de

dimension finie egale a d"; une base de V*®™ est donnee par l'ensemble des formes multilineaires
de la forme

e;=e; ®---®e; , quand j = (j1, -, jn) parcourent {1,--- ,d}".
On note cette base
(ég*)®n __{e ‘__e @3 @Qe;",j ::(jla""jn) S {17"'ad}n}'

Pour toute forme multilineaire en n variables A € (V*)®", on a la decomposition

(11.1.1) A=) ") Aleye;

jE{lg”,d}”

éé—azded)/eai/ ..../ C) Q)/*-/dn
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DEFINITION 11.2. Une forme multilineaire sur V' en n variables A € Mult(”)(V) est dite alternee
si elle s’annule sur tout uplet de vecteurs (vy,--- ,v,) € V™ ayant deux composantes egales: si il
existe 1 # j tel que v; = v; alors

A(vy, -+ ,v,) =0.

On note Alt(")(V) l’ensemble des formes alternees en n variables.

PROPOSITION 11.3. L’ensemble Alt(")(V) des formes alternees en n variables est un SEV de

Mult™ (V).
< | ,FON

(xjy)/\(x,y) = Xy <)X =0



PROPOSITION 11.2. Soit A une forme alternee et {vy,--- ,v,} une famille de vecteurs qui est
liee, alors A(vy,--- ,v,) =0.
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PROPOSITION 11.4. Soit A € Alt"™ (V) une forme alter
(11.2.1) A= Z Z A(e;)e}
les ji td stincts
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COROLLAIRE 11.1. Supposons que n > d, alors Alt("’)(V) = {0}.

P"‘uhm: S\ n>0? 1(}) y\j(,}t\f@ Ioa/s
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COROLLAIRE 11.2. S it A € Algt ne forme alter n d=dimV wvariables alors

(11.2.2) A= ZA o(d))€y(1) @+ ® €5y
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THEOREME 11.2 (Action par permutation sur les formes multilineaires). Pour tout o € &,, et

tout forme multilineaire A € Mult"™ (V), la fonction o.A est multilineaire.
De plus l’application

g.e: A e Mult"™ (V) — o.A € Mult™™ (V)
definit un automorphisme du K-ev Mult (™) (V') et enfin Uapplication
o€, — o.ec GLMult™ (V))
est un morphisme de groupes. En d’autre termes l’association
(o,A) — g.A
defiginune action a gauche &, ~ Mult™ (V).
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THEOREME 11.3. Soit A € Alt(")(V) une forme alternee et o € 6'\—une permutation alors
0.\ = sign(o).A.

PY‘CM/V‘C,Z COI;:\: 66@1" 6:50'““02—% C&

Ae AJ+“)(V) e o




D of%m?m oW S

Le, Dbh/umf wawlr




THEOREME 11.4. Soit A € Altd(V), on a pour toute base # = {e1,--- ,eq} on a
A(Ult T 71)(1) — A(ela e 7ed)°det,ﬂ(vla T avd>
avec

(11.2.4) dety := Z sign(o)eg 1) @ - @ ey (g)-
ceGy

De plus la forme dety est alternee et non-nulle.
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LEMME 11.1. Soit 7 € &4 une permutation et £y,--- ,Lg € V* des formes lineaires. On a
T ®  ®Lg) =Lr-11) ® -+ @ Lr-1(g).
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DEFINITION 11.3. Soit V un K-EV de dimension d et 8 = {e1,--- ,eq} une base de V.

La forme alternee )
detg = Z sign(a)e;(l) ®-© e:‘f(d)“::c E glé”/‘:)g /ﬁ.ﬂ%
ceBGy
&

est appellee determinant de V' dans la base A.

PROPOSITION 11.5. Le determinant dety a les proprietes suivantes:
(1) La forme detg est une base de Alt*(V); en particulier dimg (Alt(V)) = 1.
(2) dety est l'unique forme multilineaire alternee A verifiant

(11.2.5) Aley, - ,eq) = 1.
(3) Si B’ est une base de V alors
dOt%(%/) 75 0.
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THEOREME 11.6. Soitd =dimV. On a
0 sin>d
dim Alt™ (V) = {1 sin=d
Cy sin<d

C’est le nombre de n-uplets de {1,---d}" qui sont strictement croissants: les
j - (jl: e ajn) C {1. s e s d}n

avec
1 g,}] < R <jn gd
ou encore le nombre d’applications strictement croissantes
jrie{l,---,n}—o g e{1,---,d}.
Une base de dim Alt("")(V) est donnee par les formes multilineaires alternees suivantes
Y sig f@-@el)= Y sign(o)el, ®---®e)
Ajz = sign(o)o.(e;, ®---®e€; )= Slgn((f)e:’.”(l) ®--Qej
chGn G'Ge’n
quand j parcours les n-uplets de {1,--- ,d}™ qui sont strictement croissants:

j:(jlv"'3.7.71)6{17'”d}n1 l<j1<<]ll<d
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DEFINITION 11.5. Une forme multilineaire en n variables
AV' = K
est dite symmetrique si pour toute permutation o € G,,, on a
oA =A.
L’ensemble des formes multilineaires symetriques en n variables sur V est note

Sym™ (V).

PROPOSITION 11.6. L’ ensemble Sym™ (V) est un SEV de lespace vectoriel Mult™ (V).
Eywbr&: V=K n=2 )
V ,—.-.(v \/ol) %
) el ¢

) J
<V,V>.-.— ,‘{(Vj} ~-tV).V) V]_».(\jr../v,i))
V> LIV



THEOREME 11.7. L’espace Sym'™ (V) est de dimension
dim Sym(")(V) = C'gjtn—l = Cj—;rlt—l'
C’est le nombre de n-uplets croissants de {1,---d}" qui sont croissants: les
=01 0n) {1, d}”

avec
I<ji< - <Jjn<d

ou encore le nombre d’applications croissantes
jrie{l,--- ,n}—j, {1, - ,d}.

Une base de dim Sym(")(V) est donne par les formes multilineaires symetriques suivantes

Siz= ) o0.(e;® - ®ej,)
ceS,,
quand j parcours les n-uplets croissants de {1,---d}"™ qui sont croissants:

Preuve: Exercice.
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PROPOSITION 11.7 (Formules combinatoire pour le determinant). Soient vq,--- ,vq des vecteurs

dont les decompositions dans la base B sont donnees par

d
Vi = E xijej.
J=1

On a les formules suivantes

(11.3.3) detg(vy, - ,vq) = Z sign
ceESy

(11.3.4) detg(vy, -+ ,vq) = Z sign
ceBq

d
(0) H Lig (i) =
1=1

cES,y

d
(@) ][ 200
j=1

0’66(1

Z sign(o)r1,(1)- - - -

— Y sign0)eomn

'xdo(d) 5
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DEFINITION 11.6. Le determinant de o, detp € K est le scalaire verifiant pour toute forme
alternee A € Alt'D(V), identite

(11.3.5) ©*(A) = det(p)A.
En particulier det(yp) ne depend pas du choiz d’une base de V' et pour toute base 8 C'V on a
¢*(dety) = det(p)det .



THEOREME 11.9 (Proprietes fonctionelles du determinant). Soit ¢ : V +— V un endomorphisme.
L’application det : End(V) — K a les proprietes suivantes

(1) Homogeneite: soit X\ € K alors
det(X.) = A% det(p).
(2) Multiplicativite: on a
det () o ) = det(1)) det(p) = det(p) det(y)) = det(p o ).
(8) Invariance par conjugaison: pour tout ¢ € End(V) et ¢ € GL(V) on a
det(Ad(¥)()) = det(py~") = det(p).
(4) Morphisme: L’application
det : GL(V) — K~

est un morphisme de groupes. En particulier det(Idy ) = 1.
(5) Critere d’inversibilité: on a

det(p) # 0 <= ¢ € GL(V).
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