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DEFINITION 9.10. Deux matrices M, N € My wq(K) sont dites equivalentes si il existe des
matrices inversibles A € GLy (K), B € GL4(K) telles que

N = A.M.B.

PROPOSITION 9.8. Deux matrices M, N € Mg «q(K) sont equivalentes ssi il existe V de di-
mension d et W de dimension d’, des bases B, %5, CV et B', B, CW et une application lineaire
w: V=W telle que

M =matzz(p), N =matz z,(¢)

PROPOSITION. La relation “etre equivalente” est une relation d’equivalence (reflexive, symetrique,
transitive) sur Mg «q(K).



THEOREME 9.12. Soient M, N € My w4(K). Les conditions suivantes sont equivalentes

(1) M et N sont equivalentes,

(2) rg(M) = rg(N),
(8) M et N sont equivalentes a Iy wq(r).

( 00}

Lirsa(r) = L
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DEFINITION 9.11. On dit que deux matrices M, N sont semblables ou conjuguees si il existe
C € GL4(K) tel que
N =C.M.C™.

La relation "etre semblables” ou “etre conjuguees” est une relation d’equivalence.
Une classe d’equivalence pour cette relation, [’ensemble des matrices de la forme

M*® := Ad(GL4(K))(M) = {C.M.C™!, C € GL4(K)}
est appellee classe de conjugaison (de M ) et on note
My(K)* = {M"} = My(K)/ ~

l’ensemble des classes de conjugaison.

RW\T. Sw»lrteo.m_s:_—a ac‘w{VaQuufag



PROPOSITION 9.9. Deux matrices M, N € My(K) sont semblables ssi M et N sont les matrices
d’un meme endomorphisme dans des bases convenables: il existe un espace vectoriel V de dimension
d, un endomorphisme ¢ : V +— V et deux bases B, %, C 'V telles que

M = matz(p), N =maty, (¢).
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DEFINITION 9.12. Soit C € GL4(K) une matrice inversible. Note note Ad(C) Uapplication dite
de conjugaison par C':
My(K) — My(K)
M — C.M.C™V

Ad(C)
PROPOSITION 9.10. La conjugaison Ad(C') est un automorphisme de l’algebre My(K):

(1) Linearite: On a Ad(C)(A.M + N) = AAd(C)(M) + Ad(C)(N).
(2) Multiplicativite: Ad(C)(M.N) = Ad(C)(M).Ad(C)(N).
(3) Inversibilite: Ad(C) est bijective et Ad(C)~! = Ad(C™1).

PROPOSITION 9.11. On dispose donc d’une application
Ad(e) : C € GL4(K) — Ad(C) € Aut(My(K)) ~ GLg2(K)

appellee application adjointe.
L’application adjointe Ad(e) est un morphisme de groupes et definit donc une action a gauche
GL4(K) ~ My(K). Son noyau est forme par les matrices scalaires:

ker Ad = K*1d.
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L. Les Lfam



DEFINITION 10.1. Les operations elementaires sur les lignes d’une matrice sont les applications
suivantes de My «q(K) vers My xq(K): pouri,j € {1,--- ,d'} et A€ K* et p € K

(1) Transposition: Echanger deux lignes i # j < d' de M:
L; «<— L;

(1I) Dilatation: Multiplier la i-eme ligne par un scalaire A # 0:
L; —> \.L;.

(11I) Combinaison Lineaire: Additionner a la ligne i un multiple scalaire de la la j-ieme ligne pour
i#j:peK
L; — L; + ,U,Lj

Ces transformations sont appellees transformations elementaires.
On les note respectivement Tij, D; x et Cly;

L ...,;L'-} LL 5
bb/') L y
) w40
Du,lq) ri*






PRrOPOSITION 10.1. Ces trois types d’operatio
Tij, Dix, Cliju: Mg 1([ ) = My xq(K).
sont des applications lineaires bijectives sur J\[,[/X(l(K)
Tij, Dix, Clij, € GL(Mg xa(K)).

wae, Tid : L &> Ld,

)H*M) AL M)+ L (N)

—> L (JHHV) )Ld(H)w* L)
Pa.ve»(, P&w ca aw+n; tvw'agmmﬁ}



PROPOSITION 10.2. Les trois operations elementaires sont obtenues par multiplication a gauche
de M par des matrices convenables: pour 1 <i# j < d'

(I) Tij.e: M — T;;.M
(II) D; x.@ : M — D; \.M
(]]]) Cl'i,j,;r. M — Cl,J“A[
ou les matrices carrees T;;, D; x, Clij, € My (K) sont definies par:
Ti]’ = Idd/ - E” — Eij -+ EU + Ejl
Dix=Idg + (A=1).E;i;, A#0
Cliju=Idg + p.Eij, i1 # 5 oup# -1 sii=j.

DEFINITION 10.2. Les matrices
Tij, Dix, X#0, Clyj,

pouri,j <d, N#0, et sii=j, up# —1 sont appellees matrices de transformations elementaires.

Ne, e c,e«%m)w ONeC

R | (\% \
X /‘V\“N 00TVELS SN TP



Proose (Tdee ) & <[ ua)yg

ekl =S S
la) J) k=L e=d-

( E‘c} N)éz = Z, koMol
=6 6 my

TR

= gk:‘: V=) gu.-.-a,m\)Q 33&21""(}0'



Toutes (oo Qf&vwa de E;OH soid mulles
sm& f,a, ctene o (o c-eme ﬂe&w

(,LU‘-* b )H 4.H,r» Ma}»ice, M
I S S



PE{3'M v oW a,o.od'e,a,M @«

Nx Yo Jleme Q\‘au un poﬁ{%‘w ’

—[‘& = :ua\’ -Eii_-— E&af

Eb +C i

T&M = ((U - -

UJ



RmT: o mofee T:(] Dy CL‘d}V
“ S'Oud' waeJLml)‘e— ej 8644,4/1 Tuvenges W}
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(} A [. J P
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DEFINITION 10.3. On dit que N est ligne-equivalente a M ssi il existe une suite de transforma-
tions elementaires qui transforme M en N.
De maniere equivalente, N est ligne-equivalente a M ssi il existe une suite finie de matrices
des transformations elementaires telle que N est obtenue a partir de M par multiplications a gauche
par cette suite de matrices.

Vo Ty TN Trawhin 4 :

9 2 2. o,"e\\éw»&rh‘vmc ;b 1)3




PROPOSITION 10.3. La relation etre "ligne-equivalente” est une relation d’equivalence sur My « q(K).
De plus deux matrices M, N ligne-equivalentes sont equivalentes au sens de la notion d’equivalence

de deux matrices de la Definition 9.10.
o M
NZ \n T“ﬂ vdoy T]H l; maj’ &/hﬂ“

e,eemm&t AR

-~ ‘T: Q,{—l'ﬂ, M\w— F T’\"’l Q‘I’Mm?bl&

Powve: si N ~



//
I\M}e;u:es o mat Lt 'valtis) o(]eva,

sod‘ dQL/ MM’J} Ae tVM(CY &Qm.
0N\ H NfismN -



COROLLAIRE. Si M et N sont lignes equivalentes alors

rg(M) = rg(N).




PROPOSITION 10.4. Si N € My «q(K) est ligne-equivalente a M alors toute ligne de N est
combinaison lineaire des lignes de M :

Vi < d', Lig;(N) € (Lig,(M),--- ,Ligy, (M)) c K%

et inversement les lignes de M sont combinaisons lineaires des lignes de N. En particulier les SE'V
engendres par les lignes de M et de N sont les memes

(Lig (M), -- ,Ligy (M)) = (Lig,(N),--- ,Ligy (N)) ¢ K¢

Ly (N) L (ND ]
H,-: thﬂ) N: L),‘N.)

-d'M) |  La(v))
LM eliggR) L N) e Ligg(K)



Pronre: %Jf A mbem A vapmJe

o N I,(}M o lotea N D)‘H

R b]%. N CL]a}P H
9 ch{gwﬂca\/d( L (N): 4::‘) V“HL (M) "d)

nak eowre N%uH = V&‘j.( L CN) b'é,)) in‘l' L{@_’))

-




Echelownage




DEFINITION 10.4. Une matrice M = (m;;) € Mg xqa(K) est echelonnee si elle est nulle ou bien
st
(1) Il existe l <r<detl<j <---<jpr<d tels que
— Pour la ligne Ly, le premier terme non-nul est le ji-ieme: on a my; = 0 pour tout
J <1 etmyy #0,
— Pour la ligne Lo, le premier terme non-nul est le jo-ieme: on a mg; = 0 pour tout
7 < 7J2 et maj, 75 0,

— Pour la ligne L,, le premier terme non-nul est le j.-ieme: on a m,; = 0 pour tout
J<Jjretmg #0
(2) les lignes Lyy1,+++ , Lg sont toutes nulles.

Si M est non-nulle les j; < --- < j, sont appeles les echelons de M et les m;j,, 1 < i < r sont les
pivots de M.



0 mi2 M3
0O O 0
0O O 0
0O O 0
0O O 0
= 2

14

m24 o« o o
O ™35
0 0
0 0




DEFINITION 10.5. Une matrice est echelonnee reduite si le seul coefficient non-nul d’une colonne
contenant un pivot est le piwot lui-meme et il vaut 1:

— pour tout 1 =1,---,r
mijiz]..
— Pour touti=1,---,r ettout 1 <i' #1<d, on a

mi/ji = (.



ce My
© Maqd

&L O

o

— O

o O

0
0

0
0

0

0

0

0

0

0



THEOREME 10.1 (Gauss). Toute matrice est ligne-equivalente a une matrice echelonnee reduite.

Prewve - Si M. _QJ',A ol 0w a &(u,i
simow. soil ‘e. r&s rcj‘j lwdia o,)wwe,

aa’?onm v\on-ww&. { va. soyiv de
A v o%{’l'\bov\, Ao {Vj: My :[-'O
[ f A
cot b prewie, ar{ #0 A Qa.dcoeowm
%




({w‘\e o P(Amui}c,./ L/' ) Li%cm ‘\w,"'
«w‘aroscr 1wL Ct]rsea"1 Ff\ro‘f o
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THEOREME 10.2 (Gauss). Deux matrices ligne-equivalentes et echelonnees reduites sont egales.

Prewve : (\/‘mtohmm)

COROLLAIRE 10.1. (Unicite de la forme echelonne reduite) Soit M € Mg xq(K) une matrice
alors M est ligne-equivalente a une unique matrice echelonnee reduite (qu’on appelle la forme eche-
lognee reduite de M ).
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PROPOSITION 10.5. Si M et N sont lignes equivalentes
rg(M) =rg(N).

PRrRoOPOSITION 10.6. S7 R est echelonnee avec r echelons alors
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PROPOSITION 10.7 (Critere d’inversibilite par operations elementaires). Soit M € My(K) une
matrice carree alors M est inversible ssi M est ligne equivalente a la matrice identite 1d,.

P\mve: s Mol MM\M&Q—.—-.D V‘a 0‘1 ); d
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THEOREME 10.3. Le groupe lineaire GL4(K) est engendre par les matrices des transformations
elementaires
TijsDix, Cliju, t,j <d, \,pe K, X#0, et sii =7, p#—1.
En d’autres termes (puisque l’ensemble des matrices de transformations elementaires est stable par
inverse) tout matrice M € GL4(K) s’ecrit comme un produit fini de ces matrices.
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PROPOSITION 10.8 (Description matricielle d’une base d'un SEV). Soit M € M,y 4(K) la matrice
dont les | lignes sont formees des vecteurs lignes L;, i < . Soit R la matrice echelonee 7'(3(1’11.’1',1‘,(3)
associee a M el

/ . .
l’ensemble des lignes de R alors si R possede r echelons on a
dimW =r
et les vecteurs de V' correspondants aux r premieres lignes
L / . '—1 / ° .
Bw = {w; =Ligy, (L;), i <1}

forment une base de W (et les | — r autres vecteurs sont nuls).
On peut alors completer Bw en un base A de V en prenant

l ) ]
Ny W 4 U & 4=b d*di’}
o;\' R, »')Wa(/ Ao V.

B = Bw U{ej, j n'est pas un echelon de R}.
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THEOREME 10.5 (Resolution d’equations dans les espaces vectoriels). Soit ¢ : V — W une
application lineaire entre deux espaces vectoriels de dimension finie. Pour tout w € W, on pose

Sol,(w) = *({w}) ={v eV, plv)=w}CV
la preimage de w par ¢. En particulier Sol, (0w ) = ker ¢. Alors Sol,(w) est

soit w & (V') et Sol,(w) est l’ensemble vide,
soit w € p(V il existe v° € V tel que p(v°) = w et alors

Sol,(w) = v° + Sol,(04) = v° + ker p = {vg + k, k € ker p}.

Prove - si w% CE V) :
1M oM sort V° € SGR('W’) ?b'} Vegﬂpcr
OJM (P(V Cf(v _.wsO,\,

= \/ \/a) V-V Clﬂm?
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COROLLAIRE 10.2. Awec les notations precedente, on a en particulier

— si dimkerp = 0 (cad. kerp = {0y} et ¢ est injective), Sol,(w) possede 0 ou 1 element
pour tout w.

— sirgp = dime(V) = dim(W) (cad. (V) = W et ¢ est surjective) Sol,(w) possede au
moins un element pour tout w.

— SidimV =dim W et que ¢ est ou bien injective ou bien surjective, ¢ est bijective et pour
tout w, Sol,(w) possede exactement un element.
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DEFINITION 10.7. Les inconnues v;, pour j;, 1 < i < r etant un echelon sont appelles inconnues
rincipales du systeme. Les inconnues v; pour 7 < d qui n’est pas un echelon sont appelles inconnues
! J
libres du systeme.
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Les Colonnes




C; = Ciy(M) = Col;(M) = (myj)i<a
DEFINITION 10.8. Les operations elementaires sur les colonnes d’une matrice sont les applica-
tions suivantes de Mg xq(K) vers Mg wqa(K): pouri,j € {1,---,d} et \€ K* et pe K
(I) Transposition: Echanger deuzx colonnesi # j < d' de M:
Ci +— C;
(1I) Dilatation: Multiplier la i-eme colonne par un scalaire A # 0:

(11I) Combinaison Lineaire: Additionner a la colonne i un multiple scalaire de la la j-ieme colonne
pouri # j: p € K
Cz' — Cz + ,UCj

Ces transformations sont appellees transformations elementaires sur les colonnes d’une matrice.



PRrROPOSITION 10.9. Une operation elementaire sur les colonnes d’une matrice M equivaut a une
operation elementaire sur les lignes de M' =" M.
Une telle transformation est donnee par multiplication par la droite

M — M.'T;

par la transposee d’une matrice de transformation elementaire sur les lignes T; en composant les
operations suivantes

M "M T,." M — tTl.tM = M.'"T), = M.T,.

Il en resulte que des transformations sont bijectives et lineaires.



DEFINITION 10.9. On dit que N est colonne-equivalente a M ssi il existe une suite de transfor-
mations elementaires qui transforme M en N.

— De maniere equivalente, N est colonne-equivalente a M ssi il existe une suite finie de matri-
ces de transformations elementaires (sur les colonnes) telle que N est obtenue a partir de M par
multiplications a droite par cette suite de matrices.

PROPOSITION 10.10. La relation etre ”colonne-equivalente” est une relation d’equivalence sur
Md’xd(K)

— De plus deux matrices M, N colonnes-equivalentes sont equivalentes au sens de la notion
d’equivalence de deux matrices de la Definition 9.10. En particulier elles ont meme rang.
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That object was to present the subject as a continuous chain of
arquments, separated from all accessories of explanation or

illustration, a form which I venture to think better suited for a
treatise on exact science than the semi -colloquial semi-logical
form often adopted by Mathematical writers.
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DEFINITION 11.1. Soit V' un K-espace vectoriel et n > 1 un entier. Une forme multilineaire en
n variables sur V' est une application

v — K
A
(vlv'“ 7vn) —> A('Ul,"' ,'Un)
telle que pourtout choix de vecteurs v; € V, j < d, tout indicet = 1,--- ,n Uapplication A "restreinte

a la i-iteme composante”
Apy:veV s Ay, v, ,v,) €K
est lineaire:

A('U]_,“‘ ,)\-v+v,’... ,'Un):)\-A(’Ul,“' ,U,“‘ ’/Un)_i_A('Ul’... 711)/ 7UTL)'

?

L’ensemble des formes multilineaires en n variables sur V' est note

Mult™ (V) ou bien (V)2 (notation ”produit tensoriel”).
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PROPOSITION 11.1. L’ensemble Mult'™ (V) = (V*)®" des formes multilineaires en n variables
est un K-espace vectoriel quand on le muni de ['addition et de la multiplication par les scalaires
usuelle pour les fonctions de V" a valeurs dans K: VA, Z € (V*)®™ et pour \ € K, la fonction

()\A+E)(v17 ,Un) — )\A('Ul,"' ,'Un) +E('U1,"' >vn)

est encore une forme multilineaire.

—

Exovcice : latve & cap n=2,,
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THEOREME 11.1 (Dimension et base de 'espace des formes multilineaires). Soit d = dimV/,
B = {e1, -+ ,eq} CV une base et B* = {e}, - ,ei} C V* la base duale. Alors V*®" est de

dimension finie egale a d"™; une base de V*®™ est donnee par l'ensemble des formes multilineaires
de la forme

e;=e; @---®e; , quand j= (j1, - ,jn) parcourent {1,--- ,d}".
On note cette base
(t@*)®n —_— {ejik :ej;l ®...®e;ﬂ, j et (jl’--- ’]n) 6 {1,... ,d}n}'
Pour toute forme multilineaire en n variables A € (V*)®", on a la decomposition

(11.1.1) A=) ") Aleye;

je{l, ad}n












