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Korpen , field





Ex : QcRc &
-

I n'est pas un corps :
2 n'est pas

inversible Is T

T =SER



Preuve
: q #/+30 (D3 n'et

pas un corps.

[H/+" = (a(y) +q(a,y)=1)

Supposons a premier
et a(q) = 0(q)
# gla



mais comme o
at premier sigta for

(
,9) = 1 = a(q) inversible do #19t

(pun Beyout) .



&ciproque si
q
est compose :

9 = 9, 92 avec / <9,,9249
alon g. 9) +0() gual+o (a)
si #/g etait in corps g.(g) etq2(a) seraient
invisible mod 9 = 99(9) at inversible

9.92(9) = q(q) =0(q) · pas inversable·



Huep uP,r=O,p

&enre (Petit Thi de Fermaty
x= n(p) ne I

n(p) = 1(p)+... .+ ((p) (ugois)
xP = (y(p))P= (1(p)+ ....+ kp()P- iP ...+1P(p)



= N + .. . + 1(p) = n(p) = X -

nfos #



Preure (Prop4 .
4)

(x + y)P = (x+y)x ....x(x+y) (pfris)
stuve some de product de p tumes formes
de xet dey et comme #pst commutatioP

K p
=F Cape CpiTor)!



= xP-yPCR
silskape Castelivisible par p.

Pl
sinit pas un

enter comme-(p-k)!



at un entir & p premier =

p
divise h! (p-k) ! mais

k! (p-k)? etun predict d'enters
compris entre let p-
=>(blm-D .. .x 1) x(pp-k)(p-k -) ... 2 - 1)
etp we part divison cproduct,



=> Chmodp = O(p)
o (+yjP-xPp
-

=P
=O

I



Anneaux vs. Cops



Preve : (Rappef) Un idealisin anneum,A
commutatifst un sogpe de (A,+) ty NatA PreI

a .xEI ·

Si K= Corps of IC K un ideal



Si 10] sateF-joz alo
n est inversible can x 0etK=Caps

et Hack on (a .x).xEI
Il

a.u. x=a

I = K



Ricinque : si les seuls ideaux de faineur

K sout [0]et K => K =Caps : exercise ·

Er



Preuve :

978 = kuq + k
comme K= coups et LerGetun ideal deK
ha
g =50k] => Getinjective.
I



Caracteristique dim corps



K= Cups.

Ca(K) = qeN +q sion consider
le morphism canonique

Can nej
nfois

her(Can) = 9



· 90 . Cary :#K stinjectif
= 1 contient in amean isomorphen
↑ CamT·
= Kstinfini.

En fuit K contient one copie de Q



Sait U:= Can: K
si bo ip(b) +0, done atimmersible

Gr defini als un morphismede
vens K en posant
(in() = is(a). (y(b)



En verifie que u : Q- Ket

un morphisme de Caps qui prolonge
Can, - K.

Comme Q= Cops et 1, est non-unf
i
,j
: Q K st injectif



91 ·

9(>
si
gi
=1 be(amp)= T

Cam= par possible
Cun(x) =1 + 0k

en fact gr est premier.



Si 11 = 9192 avec 191,92< 91
on aurait que Cam(q)= OK con quest

as le voyau.

et Can(q) =Camp(4+ 92) =Camp(a/Camilan
=Ok

=> on bien Cau(4)=0, on bienCame-&



Sinon its seraient tous dax inversibles

ef lear product le servant . (1)
=> gi

st premier . GiP

Co(K) = p.



Prop: en fut Car,(1) et un corp s iconople-

an TpTFp :
Preuve: notous

que
Une # Whe

Cau
,(n+ ph) =Cary(n) +Carpk

= Can(n) (p .keberCam



=> Can
,
(n) ne depend que de u(p)e Fyp

Ge peut defrin un maphisme

: T-
n(p) --Cany(m)
i et un morphismsdanneaux& car



i(((p)) =Can(1) = 1x+0x

"Katinjectif (Typ =Corps
=> Si Car (K) =p>2

anton

1 contient un copie de Hp.(k ne contient pas de copie
de
p sipty



le + petit sous coups de K .



Le Frobenius



Preve: (m/p-p # x
,yeK

(x .y)P =(x -y)+ (x -y)x . ... (x,y) pfois
4
= (x. ·x)x(y.... oy) pfois

"commutatif = XP. yP



(x+y Php
et chest divisible par p si I

=>C=O =CO



Frobp · xek -xk
X Frobenius de K

Frobp(k)=1+0 Frobstinjectif
R : sortxek alas

Frobp(x)= X in XPeX si

xeFpck





Corps defructions



Can de T :
It n'est

pas un coups
our les elts #0,#1 we sout pas inversible

->on invente les fractions rationelles
Sabeo]
me fraction & admet une infinite de



representation & poutout



Exemple: 9 g,xgz/90,%249
9 142(q) =O(p= g, (9) +92(9)
mais gi(q) et g2(9) we soutpasnufsmodg

.



(domain)

onedu lemme : Sat AcK AROB

et scient a
,beAtq a

.

b
=Ok

si a
,
et b sont tous dexOK

alone at b sont inversible et abetinuesible



=> a.bEK-503 abo



K s'appelle la corps de fraction de
A K= Frac().
Ex : Frac (T =Q .



Construction A commutatif integre.
En considere le product
* + (A-303) =&(a,b) aAbcAb+2)

?
(9,b)=- partoutcA

On definit our As Agos one relationdequivalence



anditquea la;by sei abab

Fact: n at dequivalence
- Reflexif: (a,b) s(a,h) ab-ab
- Symetique (a,b)slah)(a,byslagh

ab-ab absab



- transitive: (a,b) s(a,b) (a,b')<(a"b")
=> (a,b) -(a",b)

Gua ab= ab et ab"-alb'
on a a bb = a "bb

= abb"=albb)
=> abb"= a bb'
=> ab" b'

=
abb

=S(ab"-a b)b'=0



on sait que b'70 par integrate del
=S ab"-ab =0 = ab"=ab

Etant donne (a,b)AxA-303 onnote

& la classe dequivalence de la,b
=Gla,b) A +A.303 tq (a,by sla,bi]



A = anneau integre
A + A - 203 =G(a,b)aA beAq0]]
(a,b)sla,b) abjab(

Slab bslab
A
*
=A-203



Frac(A)GaA betgo](A+H-30)
En defini un addition ote unultiplication
c Fraz(A) en posant

ad+be
- A bed0 car b,d+0

=



*
Fl fant verifie que lu retle Y

ne dependent pas de choix des representant
(a,b) et(c,d) des classe

Ou
ving : sidea
ie . si (a, bysla,b) et lad) sk,d) alor

lad'-ba,b'd sladbe, be



ab= ba cdedc et on rig
(a'd'b'/bdladbe)bi

M

adbd- badd E addedbebd
"ab'd'd -bobd = adbd'+ bab'd'parcommon
Paral avec be multiplication.



On obtient une structure danneau por
Frac (A) delt nut Otrak a

A
et d'ett uniteFrac)-
siOfrac
et est inversible dinver



&
Ge obticentun Cap Frac (A)
Ou a egalement un morphisme injectif
i : A Frac (A)
a-



Minimalite de Fra(k) :

:ACK' alos if existe un morphicme
/
~FranFrac(#)K Ig

"Frac() prolonge i



i
Si A seplauge ds an corps Kalas
Frac (A) se plange as K de maniere

compatible



A= #]

#Q =Frac(If
a - a

Qu aurantper prendre IR a laplacede
Q et le +petit corps contenantIn inverses

des elts #0 de1 .





Construction de K



Leibniz
↓

↑
Bouc



Motivation (Renaissance

Resoudre des equationspolynomials
aX2+ by + c = 0

al+ b/2+X+d=0



A = b4ac < O

-> Nombres imaginaire +g
i verifiant i2= -1.

muni de foiD =See + iy x,ye3dadditionat
de natwalk



Construction a l'aide de

Matricu 2x2



Rappels : K cups



det MN = def Nodet N

dtMcK" MeMa(k)Y

=a



Multiplication externe
K +M2(k) - Ma(k(

↓,laba
Multiplication par le scolaires



Ou a les propriets suivantes
- Neutralite &M = M

-
associativate ( .N) .M = 1 . (p.M/
- distributivate (+/M =XM +NM

x(M+N) =XM + /N



K -> Mc (k)
U :

↓ ↑
i est un morphisme d'armeaux to-Mak
donc injective : On realises 1par

anneauMa(Kcomme un scorps def



= (4)
(ex :-1)d=-t



Ex : K=IRd = - 1

In =19
IREFD =Y (Y) *YeR3
etun corps qui contient IREIR



of tel
que I =-Fo

si or pose I.
=: I or indentific

R area RoJd . On peuteorite
Toutelt z = x5d +y. i = xxiy
deREI et on obtient leCaps D.



1)

Prevve :
"

deK +q dustpasum [dsk
= =x[ +yd

=>
ssi x =0 ety=0

le mophicme degue additif



(x,y)-(-n+y[d=(
utinjectifi Tout ZEK[FD) secut
de muniere unique Z-IdyJd.

Siz
,
Ze KEFD]

x+x d(y+y))ck[]z+2 = (yxy ++y



Z .ZeK[I] ?
z
.
z
=(
+*+dyy (xy+y+)d↑xy+yx xx+dyy

↑

=(xx+dyy)/(d+ (xy+yx/d
EK[I]



z.z = (xFdz+yq)(xFay+y )
=
xxId+ xyIde Fy +y*Id

+yyT2
= xXId+ xy+d + yxId

+Yd [dz =(xx+dyy)+d+ (xyyy+)d



K[Id] stun s anneau de Mc(K)
ilsst commutatif: Kootcommutatif
et des farmules pour ZZ'etz

.



k[Id] et un corps : SiZfOMzI
Zetinvisible et Z"cK[Fd] ?

z detzdy
sidy-O

X=dy2



·
si y=0 =. =0 =Z=OMK)

-siytO yatinversche
↓ = = &quiestexclu

si (,y)# 10,8) detZ0 of Zinversible



E
=>F
KIFo] est notre corps.



La construction se generalise de la
manieve cuivante: stant donne

P(X) =agX+.. -+a,X+as un polynome
a cof as K qui est irreductible
si dy1 aloe P(X)=O n'apas de sof



& K: *EK Tg Pla)=O

(d #[1 et X*d stirred)

Or part cone trustin corps k[x]
J

de matrice dxd contenant K
et une matrice acMy(k) +g



P(a) = Om(k) :

Ring : Da rts construct pour
resondre les equation polynomialsS

de do 2
,
3
,
4



Gauss a demontre que
↓ P(X)eR[] l existe Ne

de do>0

+q P(a) =O
Det algebriquementalos .



Modules son un Anneau

Espace Vectorialcnun
Cops



A

Rug : -m = -y*m
the tHmmCana



Exemples : Astum A module
- 30Sestum A-modul

- Ic A ideal =I=A-module

-
Al
-S(a,, ...,9) ai Ab

et un A-mocule



a (a,, . . . .,an
ax=Jag, ...,and

* A-module libre de rang d
dimension

=
M
,
(A) stun A-module

pour la x por les scaluires


