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”Le corps conditionne le raisonnement.”



DEFINITION 4.1. Un corps K est un anneau commutatif possedant au moins deuw elements
Or # 1k et tel que tout element non-nul est inversible:

K* =K — {0k}
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THEOREME 4.3. Soit ¢ > 1 un un entier, alors l’anneau des classes de congruences modulo q
(Z/qZ,+,.) est un corps ssi q est premier (q a exactement deuz diviseurs distincts 1 et q )

NOTATION 4.1. Soit p > 2 un nombre premier, le corps fini a p elements (Z/pZ,+,.) est note
F,.
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PROPOSITION 4.3 (Petit Theoreme de Fermat). Soit p > 2 un nombre premier et ¥, = Z/pZ le
corps a p elements. Pour tout x € F, on a

wa V'v.e\FP 'L?o‘l.:ofp
PROPOSITION 4.4. Soit p un nombre premier alors pour tout z,y € F, on a

(z+y)P =¥ +y".

Pravve. (Pojﬁ‘} Thm ol Fom &ﬂl)
AW = n(p) neé N



)}

0 (5

k((‘b

= (@) = % -



Prowve ( ?vopztl&)

(oY = Gondmecoalon) (1 fie)

eo)fv«w somwe de Pma,\uj( de P t%mfo &M\LIS
do x ot 0!17’ & cow me. I aF cwnmd’q,)ﬁa
P \

f

b k pR Lo
- ,3‘; S S e



ci \(lt.( pe] Ck a,,—on'suwt ')M F
\ _D'
o [aal
T \J ¢\ T (0!

S\ ( wi\ CoMvne.
L’ (p-\l-)' M.)f ‘m m\'nu.. CP



o w et %\ P ‘WN\\W =S
dvise k!'(p-h)!  mas
P 4
Al (?- L)] b"w:\ rrOoQLu" o"mjfms
Oe‘“\‘)ﬁs m\)f«— 4:) lD-]

-‘(b.\}zm - \) n(\?-h)(‘*\-% *-]5
o p e pwd v wrvao(’,wf" ,



=D C MO\f -O(p)

Ltrl
—‘ &Z‘\')’)Pz X *7 + . 'C

7 =%e)

“?“"7 °



Avww,owx VS. CJLFS




THEOREME 4.1. Soit K un corps alors tout ideal I C K est soit I = {0k} ou bien I = K.
Reciproquement, soit A un anneau commutatif possedant au moins deuxr elements alors si ses
ideaux sont {0k} ou bien K alors K est un corps.
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THEOREME 4.2. Soit K un corps, B un anneau et o € Homapy, (K, B) un morphisme d’anneau.
Alors si ¢ n’est pas nul (¢ # 0p) @ est injectif:

¢: K — B.

En particulier K s’identifie alors a son image o(K) qui est un sous-corps de B.
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DEFINITION 4.7. Le corps Q C K (sicar(K) =0) ou bien F, C K (sicar(K) =p > 0) s’appelle
le sous-corps premier de K.
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PROPOSITION 4.4. Soit K un corps de caracteristique p > 0 alors 'application

.p.K = K

B R S

est un morphisme d’anneauzr non-nul (donc necessairement injectif).
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. Soit {0} # A C K un sous anneau non-nul d’un corps K alors A est commutatif

Va,be A, a.b=0<+=a ub=
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DEFINITION 4.2. Un anneau A non-nul, commutatif, tel que Va,b € A on ait

a.b=0<=a=00ub=0
est dit fmtegre(doma "n)

?ruwe, o \zmm& .Gt AcK A#303

wu& aloeA Tc\ alﬂ O

S 0 dbSM‘}fMSJLu)s .1.-
Do 0 bsodt el o abeionsll




= ab€ K'i‘% a.lo.fOK



THEOREME 4.2. Soit A un anneau integre (en particulier commutatif) , alors il existe un corps
K et un morphisme d’anneau injectif

t:A— K

(de sorte qu’on peut considerer A comme un sous-anneau de K en identifiant A a son image t(A) C
K ) et tel que K a la propriete de minimalite suivante: pour tout corps K' et tout morphisme injectif

/A= K,
il existe un morphisme (necessairement injectif)
Vet K — K’

prolongeant le morphisme ' (ainsi A et K peuvent etre vus comme des sous-anneauz de K’ ).
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A K-Fac(A).
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. eine feine und wunderbare Zuflucht des menschlichen Geistes,
beinahe ein Zwitterwesen zwischen Sein und Nichtsein.”

2

”FEven better than the real thing.”
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THEOREME 5.1. Soit K un corps et My(K) lalgebre des matrices 2 x 2 a coefficients dans K.
Soit d € K — K? un element de K qui n’est pas un carre: Vo € K, 2% —d # 0 et

¢\ o) \
Alors la matrice 1q verifie 0o A >=

I3 = dldy = 0()

K[Id] =Kldo + K.Ij = {Z =xlds +y.lg = <i; Ci?) L E K} C ]\/IQ(K)

Soit

l’ensemble des combinason lineaires des matrices Idy et 1. Alors K[I,] a les proprietes suivantes:

(1) L’ecriture d’un element Z sous la forme Z = x.Ida + y.Iq est unique.

(2) K[I;) muni du produit de matrices est un sous-anneau commutatif de Ms(K) contenant
l'anneau des matrices scalaires K.Idy et c’est meme un corps : toute matrice non-nulle de
K|[14] est inversible dans K[I].

(3) Plus precisemment soit

¥ d
Z=qldy +y.I; = (y ;’)
alors
det(Z) = 2% — dy?
et si det(Z) # 0 (alors Z est inversible) on a

1 s d——i
Z_l = m(f1d2 - 'UId) = (zZ:gyz zZ;dyz) = K[Id]
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DEFINITION 6.1. Soit (A,+,.) un anneau commutatif, un A-module est un groupe commutatif
(M, +) muni d’une loi de multiplication externe

Ax M M

oxe:
(a,m) +— axm

(appellee multiplication par les scalaires) ayant les proprietes suivantes:
(1) Associativite: Ya,a' € A, m € M,
(a.a’) «xm =ax* (a *m).
(2) Distributivite: Ya,a' € A, m,m’' € M,
(aa)ysm=axm+a *m, ax(m+m')=axm+axm.

(8) Neutralite de 14: Ym € M,
1axm=m.

Si A = K est un corps alors M s’appelle egalement un K -espace vectoriel (K-EV) et les elements
de M sont les vecteurs de M.
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