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DEFINITION 8.1. Soit ¢ : V — W une application lineaire. Le rang de ¢ est la dimension de
Imp:
rg(p) = dim(Im ).
PROPOSITION 8.2 (Inegalite du rang). Soit V de dimension finie. On a
rg(y) < min(dim V, dim W).

THEOREME 8.1 (Noyau-Image). Soit ¢ : V +— W une application lineaire avec V de dimension

finie. On a
dim V' = dim(ker ¢) + dim(Im ¢).



COROLLAIRE 8.1 (Critere de bijectivite). Soit ¢ : V +— W une application lineaire entre espaces
de dimension finie. Si
dim(V') = dim(W)
alors est conditions suivantes sont equivalentes
(1) ¢ est injective.
(2) ¢ est surjective
(3) ¢ est bijective.



THEOREME 8.2 (Dimension de I'espace des applications lineaires). SiV et W sont de dimensions
finies, alors Homg (V, W) est de dimension finie

dim(Homg (V, W)) = dim V. dim W.
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DEFINITION 8.4. Une application lineaire, £ : V +— K, de V wvers le corps K est appelee ”forme
lineaire”. On note [’espace des formes lineaires par

V* = Hompg ey (V, K)
et on 'appelle le dual de V.

PROPOSITION 8.3. Soit ¢ une forme lineaire. Si elle est non-nulle, i.e. £ # 0, alors
Im(¢) = K, dim(ker!) = dim(V) — 1.

DEFINITION 8.3. Soit V' de dimension finie. Un sous-espace vectoriel de dimension dimV — 1
est appelle un hyperplan vectoriel.

PROPOSITION 8.4. Soit V' de dimension finie et H C V un hyperplan vectoriel. Il existe une
forme lineaire £y telle que
ker g[_[ = H.
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THEOREME 8.3. Soit # une base de V, la famille
KB = {el, - e} CV*
est une base de V*. On a
o 1 si1=3
Vi,j <d, el(e;) =0;—; = .
ah 7,( J) J {0 si i 7&]

DEFINITION 8.6. La base
B ={ej, ey CV*
s’appelle la base duale de la base A.

COROLLAIRE 8.2. Soit £ : V — K une forme lineaire. On a

d
= Z l(e;)e;.
i=1

Autrement dit, les coordonnees de ¢ dans la base B* sont donnees par les (£(e;))i<a (ie. les valeurs
de ¢ en chacun des e;, i < d).
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DEFINITION 8.8. Soit ¢ : V +— W wune application lineaire. L’application duale ©* de ¢ est
Uapplication
W= VT
qui associe a une forme lineaire V' : w € W — l'(w) € K, la forme lineaire sur V obtenue par
pre-composition par p:



PROPOSITION 8.6. L’application duale
ol eW  wlopeV*

est lineaire:
©" € Homg (W™, V™).



THEOREME 8.4. Soit ¢ : V +— W une application lineaire entre deux espaces de dimensions
finies.

(1) (Linearite) Montrer que 'application
o : p € Hom(V,W) — ¢* € Hom(W*, V™)
qui a une application lineaire associe 'application lineaire duale est elle meme lineaire:
Ao +¢)" = rp" + ¢
En d’autres termes
o* ¢ Hom(Hom(V, W),Hom(W™,V*)).
(2) (Anti-morphisme) Soit ¢ : W — Z. Montrer que
(o) =p oy
(3) (Involutivite) Si le bi-dual V** est identifie (canoniquement) a V via l'isomorphisme
evalg ;v €V s (£ = £(v)) € V**

alors la duale de la duale qu’une application est lapplication elle-meme:

(™) = o.
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ProPOSITION 8.7 (Representation cartesienne d’'un SEV). Soit W C V un SEV (distinct de
V). Il existe un entier d > 1 et une famille de d' formes lineaires

L={l, - Ly} V"
telles que
W ={w eV tels que {1(w) =0, la(w) =0, Ly (w) = 0}.
De maniere equivalente, W = ker ¢, avec
or:w €V i (U(w), - Ly (w)) € K%,
En fait on peut prendre d' = dy — dw et la famille
L= {61,“- agdv—dw} cVv*

forment une famille libre de V* (ie. les €;, i < dy — dw sont lineairement independantes).
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THEOREME 8.5. Soit ¢ € Homg (V. W) et ¢* € Homg (W*,V*) sa duale. On a
rg(p”) = rg(p).



DEFINITION 8.10. Soit U C V un SEV. Son sous-espace annihilateur (ou orthogonal) est le
sous-espace de l’espace dual definit par

Ut :={leV*, YucU, I(u) =0k} C V*.

Reciproquement si U* C V* est un SEV de lespace dual, son orthogonal U*+ dans V est le SEV
defini par

Ut ={veV, VleU* I(v) =0} CV.
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PROPOSITION 8.7. Soit U+ C V* l'orthogonal de U alors
dimU + dim U+ = dim V.
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LEMME 8.1. Soit U,U’ CV des SEVs d’un espace vectoriel ¥V alors

Ut cut=u-Uu.
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THEOREME 8.5. Soit ¢ € Homg (V, W) et ¢* € Homg (W*,V*) sa duale. On a
rg(p”) = rg(p).
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LEMME 8.2. L’application &;; : V — W est lineaire, de rang 1, dimage K f; et de noyau
ker&j = <<@ — {ej}> = K.e1 + -+ K.ej_l + K.ej+1 + -+ K.ed

Uhyperplan vectoriel engendre par les vecteurs de la base 8 moins le vecteur e;.

l‘lﬂ&u}‘h (i_ V —K l-.}e\wcum

o done. €., m‘dm
Y JM K!



DEFINITION 8.11. Soit V,W des K-EV de dimensions finies d,d’ et
PB = {el,--- ,ed} et %/ = {fl,--- ,fd/}

des bases de V et W et B* = {e],--- ,e;} CV* la base duale de 5.
Pour i < d', j <d les applications lineaires definies par

gz‘,j veV— e;‘(v)fz ew
sont appellees applications lineaires elementaires associees auxr bases X et B’ .

THEOREME 8.6 (Une base de l'espace des applications lineaires). La famille des applications
lineaires elementaires

Bz z:={&;j, i< d', j <d} C Hompg _o(V, W)

forme une base de Homp _,,(V, W).
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DEFINITION 8.12. L’ensemble des d.d" scalaires (m j)i<ar j<a donnes par

sont les coefficients de ¢ dans la base By 2 ou encore la matrice de ¢ relative auz bases B, X' .

Evagh: V:R* W-R" B, B,
Ce (x,y;t) =(Q.x+‘7, 3432)
Gu_ o‘r‘s‘mc A 6 b e()m+ql'vcs
Zn Euz £|3 E,_, Ezz €1$
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PROPOSITION 8.9. Soit ¢ : V = W une application lineaire et (m;;)i<a j<d les coordonnees de
@ dans la base By 5. Alors pour k=1,--- ,d le d'-uplet

(mi,k)igd/

sont les coordonnees de p(er) dans la base B’ :

(8.5.1) pler) = mafi.

Soit v =S¢

j=1%;€; €V, alors on a

d d
= E yif; avec y; = E Myj.Tj.
i=1 j=1
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PROPOSITION 8.10. Soit

o, V=W

deux applications lineaires et (mg;)i<ar j<d, (Nij)i<d’,j<d leurs coordonnees dans la base By 4. Pour
tout A € K, M. + 1 est lineaire et ses coordonnees dans la base By g sont donnees par

(A + n4j)i<dr j<d-

Pretive - QA f} 0001-4 43 ed- bw& BB)B

cod oo funch @iwxm WL Hom{V/W
R
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THEOREME 8.7. Soient (n;k)j<d k<d les coordonnees de ¢ dans la base Bg gz et (mij)i<ar j<d’
les coordonnees de ¢ dans la base By g. Alors les coordonnees (Lir)i<ar k<d de ¥ o dans la base

B .z sont donnees par

lik: E mij.Njk-

j=1
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THEOREME 8.8. Soit ¢ : V — W une application lineaire et ©* : W* — V* Uapplication lineaire
duale; soient B et B’ des bases de V etw et (myj;)i<ar j<d les coefficients de ¢ dans la base By g;
soient (m3;)j<d,i<a les coefficients de ©* dans la base

ng*ya;/* C HOIH(W*, V*)
associee auzx bases duales B* C V* et B c W*. On a

* /
= Mij, 1 <d,
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- M: Do you know what I'm talking about ¢

- N: The Matrix ¢

- M: Do you want to know what IT s ¢
The Matrix is everywhere. It 1s all around us.
Even now, in this very room.
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DEFINITION 9.1. L’espace vectoriel (Kd/)d s’appelle lespace des matrices de dimension d' x d a
coefficients dans K et est note

Mgy wa(K) = {(mij)i<ar,j<a, mij € K}

Un element de My «q(K) est appelle matrice de dimensions d’' X d ou juste une matrice d' X d.

\ mi1r M2 -+ Mid 4
mo1 Moz -+ M2d o
\ M = (mgj)icaj<d = | . ; m;b K R
Mg Mqg2 -+ Mdd

o ) PR |

) d. ’
N f@ﬁo " por (s wmfdm ha,kllluz%
x " dum g de dim &



DEFINITION 9.2. Soient 8 C V, $' C W des bases comme ci-dessous et By z C Hom(V, W)
la base de Hom(V, W) associee. L’application reciproque CL;; , Sera egalement notee

mat g g : Hom(V, W) = Mgy q(K).

Ezxplicitement, st on la la decomposition ¢ = > > m;;(p)E;; alors on a

i<d!,j<d J'
mi1 mi - mid
mo1 M22 -+ Maq | *®
mat g, () = (Mij(p))i<arj<d = | . M - |e
mq1 Mq2 -+ Mgq

La matrice matg () est appellee matrice associee a ¢ dans les bases B, B'. Rappelons que pour

tout 1 /< Jj <d, (mi;(¢))ica est Uensemble des coordonnees de l'image p(e;) de e; € B dans la
base H': ie.

ple;) = > mi(p)f.

1<i<d’
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DEFINITION 9.3. Soient 8 C V une base. Soit
v=x1.€e1+ --t+xgqeq€V
un vecteur decompose dans la base AB. Alors la matrices

Z1

T2
Colgz(v) = e Ligg(v) = (z1 -+ za)

Td

sont appellees respectivement

— la matrice colonne associee a v dans la base A,
— La matrice ligne associee a v dans la base A,

Ces applications sont des isomorphisme entre V et Coly(K) et Lig,(K).
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THEOREME 8.7. Soient (njk)j<d k<d les coordonnees de ¢ dans la base Bg 5 et (mij)i<ar j<d
les coordonnees de 1 dans la base Bgr g. Alors les coordonnees (Lir)i<dar k<d de ¥ o dans la base
B s sont donnees par

d/
lik: E mi;.Njk-
j=1



DEFINITION 9.5. Soient d,d',d" > 1 et M € Mgrywq(K), N € Myxqa(K), on defini le produit
des matrices M et N comme etant la matrice

L:=M.N € A4d”xd(}()

avec

d/
L = (lik)icar k<d € Mg q(K) et L, := Zmij-njkz-
=1

Soient d,d’,d" > 1, on a donc defini une application ”produit de matrices”
Marsa (K) x Mg xa(K) = Mgrya(K)

(9.2.1) °.0 (M, N) s L—MN"
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THEOREME 9.1 (Proprietes fonctionelles du produit de matrices). Soientd,d’,d” > 1 et My x4 (K),
Ma xa(K), Marxa(K) les espaces de matrices correspondants.
L’application "produit de matrices”

Mdl/xdl(K)de/xd(K) — Md”xd(K)
(M, N) — M.N

a les proprietes suivantes
(1) Distributive a gauche: pour N € K, M, M' € My wq(K), N € My «q(K),

(AM+ M').N =XM.N+ M'.N.
(2) Distributive a droite: pour N € K, M € Marwa(K), N,N" € Mg xa(K),
M.(A.N+ N"y=X.M.N + M.N'".
(3) Neutralite de l’identite: pour M € Mgy (K),
Idg».M =M, MIdg = M
(4) La matrice nulle est absorbante: pour M € Mgy q(K),
Ogrrnarn-M = Qgonrgry, M.Ogrg = Ogrrg-
(5) Associativite: Soit d"" > 1 et L € Mywgi(K), M € Myrxa(K), N € Mg wa(K) alors
(L.M).N = L.(M.N) € Mgnya(K)



THEOREME 9.2. Soit U,V,W des espaces vectoriels de dimensions d,d',d" et B, B, B" des
bases. Soient des applications lineaires

p: U=V, Y: V=W
On note les coefficients des matrices de v, et 1) o p dans les bases adequates par

matag z(p) = (Njk)jk, matgr g (P) = (Mij)i

matgr z(1) 0 @) = (Lik)ik

alors on a
(9.2.2) mat g (1) 0 ¢) = matg g (¢).matg z(p)
Autrement dit on a
lha -+ la mi1 M2 o Mg
lor -+ laq Mol Moy -+ Mag niy - Nid
na21 -+ N2d
Ng/1 *+ Nd'd

ld”l ld”d md”l md”2 md”d’
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PROPOSITION 9.1. Soit Z C V, #' C W des bases, v € V' un vecteur de coordonnees (x;)j<d
dans la base B (ie. v =1x1.€1+ -+ x4.€q) et (y;)icar les coordonnees de p(v) dans la base A’ (ie.
o) =y1.f1 4+ -+ ya.fy). On associe a v et p(v) leurs matrices colonnes (de hauteurs d et d'=

n
L1 Y2
To
Colgz(v) = .|+ Cols (p(v)) =
T4 .
Yar

alors on a la relation
Colgz (p(v)) = matg z(p).Colg(v).

Autrement dit si matg z(p) = (Mij)i<d’ j<d, ON

Y1 mi1 Mmiz2 -+ Mid

Y2 m21 Ma2 -+ Mad £d.
M)
Zd

Ya mgr1 Mqgrg -+ Myrq






