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”Un Anneau pour les gouverner tous,
Un Anneau pour les trouver,

Un Anneau pour les amener tous,

Et dans les ténebres les lier”



Three rings for the Elven-kings under the sky,
Bcris> Bst7 BdR7
Seven for the Dwarf-lords in their halls of stone,

~

EQp7 AQp7 BQp7 E7 Aa B7 A:
Nine for mortal Men doomed to die,

Qpa Zp7 Fp7 Qpa Fp’ Cp7 ﬁCp’ erlr’ BHT7
One ring to rule them all,
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DEFINITION 3.1. Un anneau (A, +,.,04,14) est la donnee, d’un groupe commutatif (A,+) (note
additivement) d’element neutre note 04, d’une loi de composition interne (dite de multiplication)

AxA — A
" (a,b) — ab

et d’un element unite 14 € A ayant les proprietes suivantes

>
(1) Associativite de la multiplication: M&
Va,b,c € A, (a.b).c =a.(b.c) = a.b.c. a,.b * b'af

(2) distributivite:
Va,b,c € A, (a+b).c=a.c+b.c c.(a+b) =c.a+cb.

(3) Neutralite de l'unite:
Va € A, a.ly =14.a =a.

Un anneau est dit commutatif si de plus la multiplication est commutative:

Ya,b € A, a.b=b.a.
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DEFINITION 3.1. Un anneau (A, +,.,04,14) est la donnee, d’un groupe commutatif (A,+) (note
additivement) d’element neutre note 04, d’'une loi de composition interne (dite de multiplication)

..,AXA — A
' (a,b) — ab

et d’un element unite 14 € A ayant les proprietes suivantes

(1) Associativite de la multiplication: MG(JL
Va,b,c € A, (a.b).c = a.(b.c) = a.b.c. a.b # b
(2) distributivite:
Va,b,c € A, (a+b).c=a.c+b.c c(a+b)=c.a+cb.

(3) Neutralite de l'unite:
Va € A, alpy =14.a =a.

Un anneau est dit commutatif si de plus la multiplication est commutative:

VYa,b € A, a.b=b.a.



LEMME 3.1. Pour tout a,b € A, on a
Oa.a=a.04 =04,
(on dit que l’element neutre de l’addition 04 est absorbant). Pour ['oppose, on a

(—a).b = —(a.b) = a.(—b).
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=> 0p-0p. A
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DEFINITION 3.2. Soit A un anneau. Un element a € A est inversible si il existe b € A tel que
a.b="b.a = lA.

On dit alors que b est un inverse (a gauche et a droite) de a (pour la multiplication).

EA: OA n’d’ pr&&T».Ldamm‘s n‘w\m,sJ?Q‘-:
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PROPOSITION 3.1. (Unicite de linverse) Soit A un anneau et a € A un element inversible et
soit b tel que a.b =b.a = 14.
Soit b verifiant
a.b’ == 1A
alors b’ = b; de meme si b’ verifie
b’.(l = 1A
alors b/ =b
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NOTATION 3.1. Par la Proposition precedente si un element a € A est inversible son inverse est

unique. On notera cet inverse
—1
a .

Notons que a~' est eqalement inversible et on a
(et =a.
On deduit de cette discussion que

PROPOSITION 3.2. Soit A* ’ensemble des elements inversibles d’un anneau A, alors
(Axv 2 1A7 ._1)

forme un groupe: le groupe des elements inversibles de A.
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EXERCICE 3.2. Soit A un anneau commutatif et Ms(A) "anneau des matrices a coefficients dans

A. SoitM:<a b
c d

) € Ms(A), la transposee de la matrice des cofacteurs de M est la matrice

tcof (M) := ( d _b) :

definie par

—C a

(1) Montrer que

Mtcof (M) = teof (M).M = det(M).Idy = (det(M ) 0 )

0 det(M)
ou det(M) (le determinant de M) est defini par
det(M) := ad — bc € A.
(2) En deduire que

My(A)* =: GLo(A) = {(i Z), a,b,c,d € A, det (Z Z) =ad—bce A*}.
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DEFINITION 3.4. Soit (A,+,.) un anneau. Un sous-anneau B C A est un sous-groupe de (A, +)
qui est

— soit le sous-groupe trivial {04},
— soit qui contient 'unite 14 et qui est stable par multiplication:

vb,b' € B, b.b' € B.
Ainsi (B,+,.,04,14) est un anneau.

PROPOSITION 3.3. (Critere de sous-anneau) Soit (A,+,.) un anneau et B C A un sous-ensemble
non-vide; alors B est un sous-anneau ssi B ={04}, ou bien 14 € B et

(3.1.1) vb,b',b" € B, b —b' € B

Preuve: Exercice. L]
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DEFINITION 3.5. Soient (A,+a4,.4), (B,+5B,.B) des anneaux. Un morphisme d’anneaux ¢ :
A B est un morphisme de groupes commutatif ¢ : (A, +4) — (B,+p) tel que

©(la) =15 ou bien p(14) = 0p,

Va,a' € A, p(a.aa’) = p(a).pp(a’).
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PROPOSITION 3.5. (Stabilite par morphismes) Soient ¢ € Homapny, (A, B) un morphisme alors
w(A) C B est un sous-anneau. Par ailleurs le sous-groupe ker(p) est un sous-groupe de (A,+) qui
est de plus stable par multiplication (a gauche et a droite) par A:

Va € Ak € ker(p), a.k, k.a € ker(yp).
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DEFINITION 3.6. Soit A un anneau pas forcement commutatif.

— Un ideal ( a gauche) de A est un sous-groupe additif (I,+) C (A,+) qui est stable par
multiplication (a gauche) par les elements de A:

Yae A, bel, abel.

— Un ideal ( a droite) de A est un sous-groupe additif (I,4+) C (A,+) qui est stable par
multiplication (a droite) par les elements de A:

Yae A, bel, ba €.

— Un ideal bilatere de A est un sous-groupe additif (I,+) C (A,4) qui est un ideal a gauche
et a droite:

YVaec A, bel, ab, bae€l.

En particulier si A est commutatif les notion d’ideal a gauche, a droite ou bilatere sont toutes les

hu»? ot un ideod bilatore.
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PROPOSITION 3.7. Soient ¢ : A B et : B — C' des morphismes d’anneauz alors

—Yop: A C est un morphisme d’anneaux.

— Soit ¢ € Hom gy (A, B) un morphisme d’anneaux bijectif, ’application reciproque o~
B — A est un morphisme d’anneaux. On dit que @ est un isomorphisme d’anneaux et on
dit que A et B sont des anneauz isomorphes.
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NOTATION 3.2. Soient A, B des anneaur. On note
Hom gy, (A, B), End g, (A) = Hom gy (A, A)
Isomann (A, B), Autan,(A4) = Isom gy, (A, A)

I’ensemble des morphismes d’anneaur entre A et B, des endomorphismes de l’anneau A, des iso-
morphismes d’anneaux entre A et B et des automorphismes de l'anneau A.
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