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Jense,a



(A, :, (A) n'est
pas un

gp en general
.



Exemples : (I, +, 0,0,1)
(Q, +, 0,0,1) Q Th

Cr
,+, 0,

0
,
1) RoQTI

(,+, ,0,11) CPRoQTI



Anneau nut :

(503 , + , 0,0,4-0)
0
.0. 0 0+0 -0

Rug: Si ds un anneau A or a

↑
x
=0 alon A = [0x) ·



#(qxj =(a(y) = a +TyaeT<T(T)

a(q) +b(q) = a+b(q)

a(q) · b(q) := ab(q)
Bien defini consia s

ets (q)=b(q)



alas a.b'(q) =a.b(q)

O=#- 0()/=1g



Anneau Product si A et B sout des
anneau alos

AxB=S(a,b) acA
,beB] a une

structure d'anmeau

(a
,
b) +(a b'):= (a+a, b+b)AxBl

(a
,b) Ala,b) := Jaa',bib



OB =JO,OB) =Ma,/

Si ou a une collection d'amacur

Lilies on peat munic le product

A;
d'un structure danne product



Anneau defets : X-ens
F(X; IR) = f : X =- R) = IRY

f,gef(X; IR)
f+y : xeX = f(x)+g()EIR

fog : xeX = f(x) .g(x)e IR
OFC)==#



De meme si A-anneau % ensemble

f(X;A)=Gf :X-Az =/
a une structure d'anneau herite de
celle de A

f+g : x -f(x)+yg(x)A
fog : x-f(x)oyg()eA



- Anneau de Polynomes
R[X] = ensemble des Jets IR= IR

de la Jame " P(x)

P(X) = agX * ad X*... -+ a

90, a , ....,adEIR

R[X] CF(IR,IR) R[X]gFREE



A-anneau commentatif
l'annea de fut polynomial de A-A
A[X]y =SP : +A = P(x)cA

P(X) = agX
&
xxaxxa,Xx]

do
,
a
,, ...,adEA

CF(A
,
A)



: Adoit etre commutatif
pour que A[X]g sort unanneau
Flexiste des anneau

leg# Premier
+
q
Lexiste des polynomes differents
P(X) Pc(X) qui definissent



In in got polynomiale :
A=#/pT P(X)=0

P(X)=XP-X
bes 2 fat poly sont egales /ouT
Nat #

aP- a =0(p)



Anneaux d'endomorphismes
(M
,
+) = gpe

commentatif.
End(M) = Endog(M) = Home(M,M)
ame structure d'anneau .

9.NeEnd (M) p+4 : m - -G(m)+y(m)
End (M),+,M/ estungpe commutatif



gop : m - pop (m) =&(4(m)
(End (M)
,
+, 0, Om ,IdM) farme un

anneau

Distributivit : p, P, ScEnd/M/
polyes poy-gos



poly-(((m)= p((y +5)(m))
= q(4(m)+S(m))
= G(4(m) + q(s(m))
= Gop(m) + Gos(m)
= (poy +Gog)(m)



Anneau de matrices 2x2

M = T = S(D X
,yeT) Op= 10,0)

(End (T),+, 0 ,Op,Ed) =Anneau

Y(,y)- T(x
,y) = x(),0) + y10,1)

T =< ( ,0),(0,12



Sat peend(12)
P(x,y) = G(x(),0) +y(0,1)

= x . G(1,0) +y.Glo, 19

= G st completement determine
par G(1,0) et $10,1)

9)(10) = (a,c) ((0,1) =(b,d)
a
,
b
,
c
,
-T



P ,4 End (T)

&(1,0) =(a,/ & (0,1) = (b,d)

↑ (1,0) =(a,) 4 (0,1) = (b,d)

(P+4)(),0) =Jax a, c+c) permat de
=> calculen

(p+4((0,1) = (b+b),d+d') (p+4)(x,y)



pop(1,0) = g(4(,0))
=G(a,i)
= a.G(1,u) +cq(0, 1)
& aja,e) +c (b

,
d)

&

=>aa'+ba,caday

Gop10,1)
=lab' bed, chidd'



Tout GEEnd (M) It caracterise
par (a, c) et (b,d)

On met cette informationIs un tableau
por farme la matrice associce a G
m(q) =) , )

l'ensemble de as matrices est note Mc(TI/



M2(1) =&(a,b,44cπ)
m(o) : GeEnd-m(q)=&
etune big entre End (M) et M2 (T1/
on peut transpose la structure d'anneau
de End (M) a l'ensemble Me(T



lab)baby
·

lab,babba
m(02) =10 mid

= O2 - Ede



(M(T, +, X, Or ,Ide) farme
un anwean fron commutatif



Annea, che Matrices acof down anneau :
A commatatif

Me(A) =Grab) a,b,deA]
= Id



Labababy
labababab

(Ma(x) , +, X, On,2 ,Ida,2) et
un anneal.



Mc(A) code L'anneau End Amod (A2)
A
= AxA stunni d'un structive
de A-module.



Proprietes de Base



Jensena



Preuve : on a a = 1+.a

=(x+0x) .a
=NA.a +0x.a

= a +G,a
=> OA=Ox .a .



le reste en exe.



: Mq 1p et unique ·
S: il existq VacA Naae
: Mq O= 1 = A =G0B



Elements Inversibles

Unites



Ex : Of n'st presque jamais invresible :

sauf si-A A-10] :



Genve : suppose a invisible ethty
ab =ba =1 et sont bitg

a .bl =1A
a .b=1=> b

.
a .6 =b.1x=b
II



6
= 1b = b

......

I



#
A
↑st aussi appelle ensemble de

unites de A



Tempes (1,+, 0,0,1)
T =STo
(Q ,+, 0,0,1)

- = Q*_Q-503
Qetum
cop .

-
R = IR* IR-903- Run corp

- C
"

= D: D-So



= 3 a(q) = a+qπ pycd(a,y) =1)

Preve : C : Sort alpe)#
lexiste b(y) ta
a (g) . b(q)= 1(y) = ab(y)
=> ab-1 est divisible pary



Jc +q ab-1 + ge
= ab-qe RelationdeBezont

ang et

Sort a premier a g : par Bezout

il existe etc +q



ab + qc =
1

ab-1 =-ge abel(y)
=> alq). b(q) = 1 Cyp
ak) e(π/g)"I



I(" =19 +q ang-i))
= P(q) =fat d'Euler .



A commutatif
Mc(A) =3 (b) a

,
b
,d

Mc(A)
"

=En +(b) +q detMab,As



Preve
que Mz(A)" c & M +g ad-be

On a la relation de multicativite
suivant M

,
NEM
,
(A

det (M .N) =detM . detN
aa+batdetKade abbad-bekidibt



si MEMz(A)"
,
- NeMzIA +q

M
.

N=da =/
det /M .

N) =det M .
detN =det)' Y=1

detMEAY
C



transposee de

t

t t



(M
,
++

End(M)* [peEnd(M) +q]
PeEndgIM) avec
pop-poif -For 3

=> Of est bijective et p=G
+

Endor(M)" = Autor (M)



A non-commutatif
P(X) = a+X

+
+ .... a0 ai

,bet
Q(X) = baX+...- + bo

?

etaquepe



P(X) . Q(X) = adX*by92ab*X
+

J

en persent que est une variable a valeurs
ds A

zeA
·basap .

ad
p

⑮



Sons-Anneall





Exemples #Q CRCK

Sous-Anneaux de 1 : [03; si BcX etun sanmean&

Mas 1EB HRETI keB s #=B

Susanneauxde 303 si BCTqT
contient 1(q) alore UbeTh
B contient k .1(q) =k(q) B=#T



- A commutatif Mr(A)
Matrices Seculaires :

Al =&(none
Matrices Diagonales
D
,
(A) =&Pa,deA]



->
Matrices tringangulaires superiences

BA)=(b a b,d
-
Matrices triangulaives infs
Bil) =/a, c,deA]



Anreau engendre : A- Anneau

Si Ezens et Ailies, mefamille
de sous-anneaux indexes parI

alas &Ai-SatAtgtiactil
LEI

et un sionneau de A



Pre : si un des Ai =501] alas

1 Ai-[0n] et on a l'anneau nuf
v= 1

Si Vi Ai+so) Vigeti
et1 Ai il reste a voir que
si b
,
b',be /Ai alon 6

.
6:be Ai

Let,



mais b .b'-b"e Ai car b
,
b,b"Ai

etdone bb'be Ai It

Si X CA at un ensemble
l'intersection des ssanneaux

& A = de A contenant
XcAcA Nissanneau



est un ssanneau de A quicentient/
et c'est le + petit ssameau de A contenant/

ou l'appelle lessanneur engendre par 1
= l'enseunble des sommesetdifferences

de product l'element de /
etde-1



P(X) Q(X)

Pl Qu

⑭* P(x)
.Q(x) = R(x) !



Morphisme



Ring : &(a) =Op Vac A
a= a .4 G(a) =p(a)g()

-Pla)OB=OB
P =B



Exemple : Le maphisme canonique
A anneal .

Cany: T -- A
m y = 1x+ ....+ (afois)

Isi nCO =- In.)
+

n .A

n n stun morphisme danneau ,



le morphisme Canonique existe por tout
anneall.



Example :

# TaCartat a -almodq) = a+qπ
et le maphiome canonique



Caracteristique :
Can
,
et un morphis me degroupes additifs

kenKana/ =Snetg n=On)
= 9a ge

N

&= Caracteristique de A
.



# -alae Fq

her(any =#

Car = 9 ·



Noyan-Image



Preuve : Sat G : A -B un maghisme
alos P(A) at un annean.

- g(x) = 03=q=9
G(A) =2013



G(x) =13xp(a) =1
- G(A) etun sogpe de (B+
-
Fa
,
-A glas .Play = Plaayep(A)

gir gar



nen g = p
*
(503) =BREA tq g(b)-O

beng stun sigpe.
Hae A thekeg onvent

my
Bastak

?
Eberg

G(a .k) =p(a). p(h) = p(a).Os
= OB #



En generat
Rene n'est pas un sous-anneum

sanf si herg =G0B
sinon knpk an general
.



Silekap Vac A

P(a) =p(a .(a) =G(a)p(4a)
=P(u)O=O

Silehenge -G
etekeng = herg=A



Rug (Anneau quotient /
Si Q :AB maphisme d'anmeau

alas berG-Ideal Bilater
- Estee

que
tout ideal blature Ic A

et le kep par G : A ->B



Qui : UtiliseIn construction
d'anneau quotient

A-GarIaI)AYPA)
A/padmet une structure danman
&

a(1) + b(7) := a+ b()
a(t)· b(I) := a . b (1)



Et A =At stun maphisme-

a -all)-art
denoyan I.



bene stun ideal bilatere,



Stabilite
por composition

Preave : on suit
que poep-maphisme de

gpes et que Pop(A) =N/DMAYE
C

Vaae A No plan -4)plac



↑)p(a).P(a)) =Pop(a)-poglif
·
si GeHom (A) st Bijif
Get un morphisme de gpes
GB) =1 souf a A =B =503



g(bb &(b) .9 (bA

on calcule G(9"(b .b/=bb
g(gb).(b -

Gigi9(g"bi
= b
.
b I



Rmy : Enda/A) et un ssanneau de
(Ender(A) ,+,0,F

- AutAun(H) =End,
"

=spe
de Autor(A)


