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Ex : QcRc &
-

I n'est pas un corps :
2 n'est pas

inversible Is T

T =SER





Huep uP,r=O,p



v



Caracteristique dim corps

Can(k) =py0
Ker(Cork) =picT1)





z



Pon le PTF :
la direction

upon => x+ /Fy,k
Endit

que
le polynoma de dop XP/

a deja pracive/lesetsdepk/
et un poly de dop an un corps a auplus



pracies -> Apk estexactement
l'ensemble des vacives

de X.

-X.





Corps defructions



8Frac() =&(d) areaa
(AxA-S03)





Construction de K



Ide = (a)

detZ



&uple : KIRD
R[I]= D.



Modules son un Anneau

Espace Vectorialcnun
Cops



=> ad(um)

Rug : -m = -y*m



Exemples : Astum A module
- 30Sestum A-modul

- Ic A ideal =I=A-module

G : A -B

berG = A-module.



-
Al
-S(a,, ...,9) ai Ab

et un A-mocule
a (a,, . . . .,an
a =Jag, ... ,and

A A-module libre de rang IC
(free,frei) dimension



-
X
= Ens

F(X; A) =Gf : X=A)
stun A-module

af : xeX - af(x)
X et siX =30,2, ..,dz

F(x;A)
=A
A =Ad



-

M =Gpr abelie

Mest um -module
kxm = m + m +...+m (k Jois sikso

(n)+... +m) (hfois is h40)

rement si Ma un structureReciprog
de -module alon atte structure



coindide are la structure canonique
tde I-mod provenan du fact que

Met un spe commutatio.

-module - Gre commutatif



P : A - B morphisme danneux
ben G et un A-mod.

-

B a une structure de A-module

ax b := g(a) ·zb



edes Polynomes : A commentatif
A[A]=GP(N)=anX* an X**... +a +a

10, ad,ad , . . . . ,a. A3
A[X] un A module

a.P(X) = a .anX*add .... aas



DO A[B=[P()=a...+a,X+no
ap,a+, - --/%03

=polysomes de doD
A[X] n'est pas un anneau /sanfsiD.of
ED

mais ostun A-module.



Ma(A) et um A module:

↑ (ab)/Ya

Rmy McCA)A
) (a,b, ,



En Just McCA) stume A-algebre

Autre exemple :

A[X] et une A-algebre.



Sous-Module

Isous-espace retriel)



Prenve : si or preuc a=x
-n = -netdoncVn

,
neN

n+,=n'-uEN = Nest umsay det



=> OpEN et Fact new

an = aan +Oyey
I



Exemples [Or]eM stussmodule

- HmeM Am =Sam atA] stun
somodule

-
Ym
,
m'MAxm + Axmi

= Samm + admi
a
,
a=A 3M

at un ss-module.



- M=Al b
,
.. .

.,ba A

K=G= 19
, ...,
/A

*

Tq ba,+ .. - -+bad
atun ss-A-mod de At

=OA 3
KekeDave A

D:/ -ba-



Gest m morphisme de A-mods
etK = herg etest "done" on A-mod.
-ODD
A[X] cA[Dedi < A[X]ED
estune chaire de ssmodules



Sous-Module Eugendre
-



Rug: siX=0 = <* = 90m)



Prenve : 19 fact voir que CLA(X) at un
ss-module de M (criteredesa
C(X) > X : xeX dent

/x(((y(X)



= (((>XX
if reste amy <X continent CLA)X/
Soient X
.... -yXnEX a

,, ....,an
A

alor gat ....and ChalX/
mais comme Xy -...,XnCaidie
etdom aaxyt ....Any(X) It



Rig : XcM = A-mod

enga [X] = ssype deMengendre parXT
< (X)A-> #

· est Ensemble obtenu en considerant
les CL d'elts de X a coef dans
Cang(π) <A

=



tout elt de Most obtenn comme Chin coefsds
Examples

A bun ensemble fini

#Flax,...,ad) dieA] atde +f.
* est engendre par "la base canonique"



Bosei, ....ei

e(x, 0x, -...a),-
:0x--., ,0x,..O
L

ieme-
position ene(oas ,Oxa



in effect (9) - -;9d)Ad
Y

90(x, 0x,,0)+ a)0x,+...0
+.... +a ,& ,1)



A[D =450, 4,42,...,-3)A
-

les monomes unitaires de

A[X] 1=00
Base caronitque de A[X]
P(X)=a .

X
+
+.... +a.



tRag : lafamille desmonome s untaines en

infinie (incexee por IN) . Ainsi A[D] netpes
datf .



A[D =[S1,X, ...,XP3AED

at de typefini de rang (rank) D+



Me(N) =(1%,l(012)A
-45Ear , [ez])

matrices elementatives

lab/aEnbacdae



Morphismes de Amodules



↳mg : image
d'uneC

.
a
, , ....,are

A

m
,

. . .

.,mrc
M

Plaam,+ -- -+apamp) = a, g(m, )+--- +app(my)



Preve :si verific ala in prenant a=1A
p(1+m +my = p(m+m

=My+G(m) + y(my = g(m) + p(m)
- Gest un morphisme de gpe comm



P(OM) =ON
Plaam +Oy) = ap(m) + On
glamm( = an G(m)

=

Reciproque exo E



Noyan-Image



Preve : (preimage) N'CN un so-mod

on v me &(N =3 meM g(m) EN3
est un ss-module de M



sat m
,
m'c q(N) et aeA

on rig platm +my eN

et Glamemy = axp(m) +p(m) EN
N

0000

I





Espaces de Morphisms





Preuve : my 104 : M -N stun morphisme
de A-mode

on rent my
to Um

,
m

-(arm+m) = ax(+p((m) + 1)my)(m)
9



Xnf(a +m +m)=Xn(p(a+m +my
=Xp(amp(m) + 4(my

Acomm ↳
= xdaP(m) + xay(m)
=and my(m)+ x04(m)
= ax(xmy)(m) +(ny)(m)

- ... I



(pour la composition)



Prenve : on a vu que Homp (M,N) et

equipe d'une multipliction par A
Si get PeHomy (M,N) on met my
G+y : m= ((m) + P(m)
at A-fineaive.

on rent my (p+↑)(aam)= an(9+4((m)
1



Glarm)
*

-P(aam) = anq(n)+a+P(m)
=an)((m) +P(my)
= ap(q+y)(m)

· ON stun morphism deA-mod.
on sat que 100 : m -> XnG(m) estA-fineaive
onvarific l'associativite et la distributivate
de * con Homp (M,N) . ..



M =N : Hom
,
(M
,M) = End,(M)

est unune de la composition O
ou verific que (Endy(M),+, 0,r,For
est un anneau ·

Pour voir
qua

c'est une A algebre
on dont revific que



v p,End,(M)A
↑(p04) = (0y)04 =Gokay)

x+404)(m)=-(4(m))
= (nq)oP(m)

=xnq(y(m)) = q(xyim)
=Po(a)(m)

o e R I







As K un coups
A-module - K-espace rectorief K-EV

sous-Atmodule - son Kespace rectric K-SEV

morphisme = application limeaine.
· i V= Kev veV-vertedeV

YeK = scalaire,



Afinies



Temple : Somme de deux SEV

Preuve : on a que Su +y nex
,yep3 continent

X et Y si on montre que c'stum ser

on cura X+Y c 3 et reciproquement



on montreva que [ry...]c(XrY]
- Ex+y] etun SEV:
Nick sy why an a
↑ (n+y) + m+y = xxxy+ x+y

=(a+x)+ by+y')
①
Y ↑sales



sixeX yet all My e(uY]i
Sx +y]c(XrY]·

T



Somme Directe

ure: soVEVXY superi



afou x+y =x+y () x -x=yy
Y

x-x=yyeXnY=20v)
x-x= y -y=Or x=x y=y

I



G





Tres different du cas des A-module

Parlos desmodules = groupes commutatif
*stun #module libra detypefini



mais T, on tout gp can firtest
un -module mais n'st pas here
-T

Can put classifier E #-modules de typefini
effout E-mod detype fini at
un product de et de TGI's



V =
K-EV de dimfinie

G generatice G-Sep, . . . .,2) BydimV
generatice

Cy : k
+
-v

(xy ---,d)- x2+.... -+xd-(
Par def de Gegeneratice CLystsujective



Pave: AKy, ---,Yd(Fly---,(d) ekd

g(x*+y)=(a+yi/eiE

- [xiei + [ yie;
- X[nei + Eviei
= X .Clg() +CLg(





Preve : G =Ge, . . . ,e) d= dimV

Si CLy net pas injective : KeCLg
=>(y, ...,/eK

*301) Tg
+....+V.d = Ou



19 existe it3, ...., d) +q UiO
ops =ch UdOK

-Used - Upet-.. -+ Ud.ed-

etra for best inversible

ed=+d
ed est CL de Sep, ---, Ed-1)



=> 321---e] at generative deV
=>
Contradiction

,

Sat VEV v=+ .... Rated+

V =12+ -... +2d+ .(d-

++...
V =-



=> Cstinjective done un isomorphice



Prevve
:

sidvdwd on aW
et pop
: V -W at unisomorphe

-Si VAW on a K
*VIVsWakII Kakaw= dude



p :V =
W sort Gr unfamilie gender

de talle du

Gleu) =39(), ..,piedu et
generative de W

sott weW w= g(u)
-9)Engli



= dyd
en inversant Vet W ou montre que
duydu du =dw

51


