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"Le corps conditionne le raisonnement.”



DEFINITION 4.1. Un corps K est un anneau commutatif possedant au moins deux elements
Og # 1k et tel que tout element non-nul est inversible:

K* =K —{0g}.
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THEOREME 4.3. Soit ¢ > 1 un un entier, alors l’anneau des classes de congruences modulo q
(Z/qZ,+,.) est un corps ssi q est premier (q a exactement deux diviseurs distincts 1 et q )

NOTATION 4.1. Soit p > 2 un nombre premier, le corps fini a p elements (Z/pZ,+,.) est note
F,.



PROPOSITION 4.3 (Petit Theoreme de Fermat). Soit p > 2 un nombre premier et F,, = Z/pZ le
corps a p elements. Pour tout x € ¥, on a

2F =z, vt‘_efp ‘L?".p - OEP
PROPOSITION 4.4. Soit p un nombre premier alors pour tout x,y € F), on a

(z+y)P = 2P +yP.



THEOREME 4.1. Soit K un corps alors tout ideal I C K est soit I = {0k} ou bien I = K.
Reciproquement, soit A un anneau commutatif possedant au moins deux elements alors si ses
ideaux sont {0k} ou bien K alors K est un corps.

THEOREME 4.2. Soit K un corps, B un anneau et o € Hom gy, (K, B) un morphisme d’anneau.
Alors si ¢ n’est pas nul (¢ # 05) ¢ est injectif:

p: K — B.

En particulier K s’identifie alors a son image @(K) qui est un sous-corps de B.
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THEOREME 4.5. Soit K un corps, alors sa caracteristique car(K) vaut soit 0 soit un nombre
premier p.

(1) On a car(K) = 0 si et seulement si
Cang(Z) ={nk =nlg, n€Z}=Zx CK
est un sous-anneau isomorphe a Z; alors K contient un sous-corps isomorphe a Q,

Qk = Frac(Zg) = {‘Z—K, a€Z, beZ—{0}}
K

le corps des fractions de Zy . De plus tout sous-corps K' C K isomorphe a Q est en fait

Qk-



(2) On a car(K) = p > 2 un nombre premier si et seulement si
CanK(Z) = {TLK =nlg, n€ Z} = IFP,K C K
est isomorphe au corps fini F,, = Z/pZ.
Tout sous-corps K" C K isomorphe a IF,, est egal a F), i et K ne contient aucun autre

corps isomorphe a F, avec q # p premier ou isomorphe a Q.
Dans ce cas, l'application de Frobenius

frob,:x € K= 2P € K
est un morphisme de corps injectif; en particulier
Ve,y € K(x +y)? = 2P + P
et on a (Petit Theoreme de Fermat)

(4.3.1) z€F, x & 2P ==
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DEFINITION 4.2. Un anneau A non-nul, commutatif, tel que Ya,b € A on ait

ab=0<=a=00ub=0
est dit integre.

THEOREME 4.4. Soit A un anneau integre (en particulier commutatif) , alors il existe un corps
Frac(A) et un morphisme d’anneau injectif
t: A — Frac(A)

(de sorte qu’on peut considerer A comme un sous-anneau de Frac(A) en identifiant A a son image

t(A) C Frac(A)).

De plus Frac(A) a la propriete de minimalite suivante: pour tout corps K et tout morphisme
injectif

/A= K,
il existe un morphisme (necessairement injectif)
/ - Frac
UFrac(a) © Frac(A) = K

prolongeant le morphisme ' (ainsi A et Frac(A) peuvent etre vus comme des sous-anneaux de K ).
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THEOREME 5.1. Soit K un corps et My(K) Ualgebre des matrices 2 X 2 a coefficients dans K.
Soit A € K — K? un element de K qui n’est pas un carre: Vo € K, 2% # A et

0 A
In:= (1 0) '
Alors la matrice In verifie A D
i-Aldy = (o A

Soit
x
Yy

lensemble des combinason lineaires des matrices Ids et In. Alors K[IA] a les proprietes suivantes:

K[IA] == KIdo + K.Ip = {Z =zldy +y.Ian = ( AuLy) , T,y € K} C Ms(K)

(1) L’ecriture d’un element Z sous la forme Z = x.Idy + y.Ia est unique.

(2) K[IA] muni du produit de matrices est un sous-anneau commutatif de Mo(K) contenant
Uanneau des matrices scalaires K.Idy et c¢’est meme un corps : toute matrice non-nulle de
K[IA] est inversible dans K[IA].

-
(8) Plus precisemment soit "} b\(
Z = zldy +y.da = ("" Af'/) &gx ?'p’;’“

y
alors

det(Z) = 2% — Ay?
et si det(Z) # 0 (alors Z est inversible) on a

] ]- 72 > 2 AZ _y, 2
Z7l = ————(zIdy —yla) = | 25V z*—A¥* | e K[Ia]-
2 — AyQ( - 4 A) (1.221!2 w2,LAy2 > [ A]
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DEFINITION 6.1. Soit (A,+,.) un anneau commutatif, un A-module est un groupe commutatif
(M, +) muni d’une loi de multiplication externe

AxM — M
oxe:
(a,m) +— axm

(appellee multiplication par les scalaires) ayant les proprietes suivantes:

(1) Associativite: Ya,a' € A, m € M, |

(a.a") xm = ax* (a' * M) e o Q’(‘Apm )
(2) Distributivite: Ya,a' € A, m,m’ € M,
(a+d)sm=axm+a xm, ax(m+m')=axm+axm.

(3) Neutralite de 14: ¥Ym € M,

1laxm=m.

Si A = K est un corps alors M s’appelle egalement un K -espace vectoriel (K-EV) et les elements
de M sont les vecteurs de M.

6_'& A | A T -—4A*’N\
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DEFINITION 6.2. Soit A un anneau commutatif. Une A-algebre est un anneau (B,+pg,.B)
possedant une structure de A-module qui verifie la propriete d’associativite suivante pour les deux
multiplications:

Va e A, bt € Bax(b.gb) = (axb).gb =b.glaxb).

Aw'}vb U GapAL
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DEFINITION 6.3. Soit A un anneau commutatif et M un A-module.
Un sous-module N C M d’un A-module M est un sous-groupe de (M,+) qui est stable pour la
multiplication par les scalaires:

Vae A, ne N, axn € N.

On a doncVn,n' € N, a,a’ € A
axn+a xn’ € N.

Si A = K est un corps, N est un sous-espace vectoriel (SEV) de M.

PROPOSITION 6.1. (Critere de sous-module/ de SEV) Soit N C M un sous-ensemble non vide
d’un A-module M alors N est un sous-module de M ssi

(6.1.1) Yae A, n,n € N, axn+n' € N.
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PROPOSITION 6.2. Soit (M, +,*) un A-module et My, My des sous-modules alors
MyNMyCM
est un sous-module et plus generalement soit (M;);c; une collection de sous-modules alors
(\M;c M
icl
est un sous-module.

DEFINITION 6.4. Soit X C M un sous-ensemble d’un A-module, le module engendre par X est
le plus petit sous-module de M contenant X (I’intersection de tous les sous-modules contenant X ):

(X)a= (] N

XCNCM
A-mo

P\mﬁ" ™ X=¢ - <&>A= {Or?)



PROPOSITION 6.3. Soit M un A-module sur un anneauw commutatif A et X C M un sous-
ensemble de M alors (X) 4 est soit le module nul {0y} si X est vide, soit l’ensemble des combinaisons
lineaires d’elements de X a coefficients dans A:

(X)a =CLy(X) := {Z a;xxiy, n=1, ap,--,a, €A, x1,--+ 2, € X}.
i=1
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DEFINITION 6.5. Si (X)4 = M, on dit que X est une famille generatrice de M.

DEFINITION 6.6. Un A-module M est de type fini si il possede une famille generatrice qui est
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DEFINITION 6.7. Soit A un anneau et M, N des A-modules, un morphisme de A-modules (encore
appellee application A-lineaire) entre M et N est un morphisme de groupes

0: M~ N
qui est compatible avec les lois de multiplications externes xy; et xpn:
Vae A, me M, p(axy m)=axy p(m).

Si A = K est un corps on parle plutot d’application lineaire entre K-EVs.

Bl“__: ;ma,bg, J)WCL a,/ -, ké A
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LEMME 6.1. (Critere d’application lineaire) Soit ¢ : M +— N wune application entre deux A-
modules alors ¢ est un morphisme (ie. est A-lineaire) si et seulement si

(6.1.2) Vae A, m,m' € M, p(a*y m+m')=axyp(m)+o(m').

meWL ) m.\ a.ea. w,rmwd' =4A
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PROPOSITION 6.4. Soit ¢ : M > N un morphisme de A-modules et M' C M et N' C N des
sous-modules alors

o(M'YC N et o"D(N'Yc M

sont des sous-modules de M et N respectivement. En particulier
ker(p) = "V ({0n}) € M et Im(p) = (M) C N

sont des sous A-modules.

?mve:(fnfma&&) N‘C,N Wi gs-mool
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COROLLAIRE 6.1. L’application A-lineaire ¢ : M — N est injective ssi ker(p) = {0x}.
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NOTATION 6.1. On note
Hom g _pnoa(M, N), Isomy_0q(M, N),
Endg—mod(M) = Hom g _moa(M, M),
Aut g —mod(M) = Isom g —poa( M, M)

les ensembles de morphismes, morphismes bijectifs (ou isomorphismes), d’endomorphismes et
d’automorphismes des A-modules M et N.
Si K est un corps et V,W sont des K-EVs on note ces ensembles

Hompg (M, N), Isomg(M,N),
Endg (M) = Homg (M, M),
Autg (M) = Isomg (M, M).



PROPOSITION 6.5. Soient ¢ : L+ M et : M — N des morphismes de A-modules alors

—pow: L+ N est un morphisme de A-modules.
— Si @ : L+ M est bijectif alors ¢=' : M — L est un morphisme de A-modules.
— Soit A € A alors lapplication definie par

Axth:m e Mw— Axyt(m) €N

est un morphisme de A-modules entre M et N.

Pfﬂw m A* M—-N "wn m
Ve : e\ \Y ' e :':,_
ow gt me Ya me

M t') (awm-tm‘) =034 ("‘C’) )‘"') 6"“-me )
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THEOREME 6.1. Soient M et N des A-modules alors Hom g _,0q4(M, N) a une structure naturelle
de A-module.

L’espace des endomorphismes de M,
EndA_moa(M) = Hom g _poq(M, M) )
a une structure naturelle de A- algebre{ [ T ol l'ﬁ

L’ensemble des element inversibles® de l'anneau Enda~,0a(M) est l'ensemble des automor-
phismes de M,

End_mod(M)* = Aut 4_moa(M) C Bij(M)

est un sous-groupe de Autg,(M) C Bij(M).
On note egalement ce groupe

AUtA—m,od(A‘I) - GLA(A[)

et on 'appelle le groupe lineaire du A-module M.
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“An attempt at visualizing the Fourth Dimension:
Take a point, stretch it into a line,

curl 1t into a circle, twist it into a sphere,

and punch through the sphere.”
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PROPOSITION 7.2 (Les SEV sont stables par intersection). Soit W;, i € I une famille de SEV
de V' indexes par un ensemble I alors leur intersection

(\W:cV
il
est un SEV de V.

DEFINITION 7.3. Soit % C V un sous-ensemble, on note
(F)Yk = Vect(F)CV

le sous-espace vectoriel (le sous-K module) engendre par .7 .
On rappelle qu’il s’agit de maniere equivalente

— de l’intersection de tous les SEV contenant .7,
— de l’ensemble des combinaisons lineaire%i’ (em\ents de ¥ a coefficients dans K
311\\%

n
(P =Y Nty 21, Ay Ay €K, 1, 2, € F.
=1
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DEFINITION 7.4. Soient X,Y C V des sous-espaces d’un espace vectoriel.
Leur somme

X+Y=(XUuYy)CcV

est par definition le sous-espace vectoriel engendre par les vecteurs de X et de Y.

LEMME 7.1. On a
X+Y={x+y, ze€X, yeY}

Prouve: o “ gL §«.+7 ue)ﬁ)erﬁ cotiwt
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DEFINITION 7.5. Si X NY = {0y}, on dit que X et'Y sont en somme directe et on ecrit

XeYcCV

pour leur somme. Si de plus
XaY =V

on dit que V est somme directe de X et Y. On dit alors que X etY sont des espaces supplementaires
(dans V).

PROPOSITION 7.3. Soit V = X &Y la somme directe de deuxr sous-espaces supplementaires X
et Y alors Uecriture de tout vecteur v € V€ X @Y sous la forme

v=x+y, xr€ X, yey

?vomL: soﬁ' VE \/: XQ\/ tvﬂaom
e ) )
V= )(47 =X +y
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DEFINITION 7.7. Soit V un K-e.v. Un sous-ensemble ¢ C V est une famille generatrice si
Vect(9) = (9 =V,

ie. tout element v € V' peut s’ecrire sous la forme d’une combinaison lineaire (finie) a coefficients
dans K d’elements de & : pour tout v € V il existen > 1, x1,--- ,x, € K, €1, ,e, € tels que

i=1

Si V' admet une famille generatrice finie, on dit que V est un K-module ou un K-ev de type

fini.



DEFINITION 7.8. Soit V un K-ev de type fini. Si V est non-nul, sa dimension est le cardinal
minimum d’une famille generatrice finie de V :

dim(V) := min  |¥9|.
¥ generatrice

Par convention, la dimension de l’espace vectoriel nul {0y} est
dim({Oy}) =0

(on peut prendre la famille vide comme famille generatrice).
On dira egalement "K -ev de dimension finie” a la place de ” K-ev de type fini”.
Un espace vectoriel qui n’est pas de type fini est dit de ”dimension infinie”.



THEOREME 7.2. Tout K -espace vectoriel de dimension finie d = dim 'V est isomorphe (comme
K-ev) a Uespace vectoriel K¢ (avec la convention que {0x} = K°). En d’autres termes V est
isomorphe au K-module libre de rang d = dim(V), K¢<.
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DEFINITION. Soit V un K-e.v. Un sous-ensemble fini

G ={ey, - ,eqtCV
est une famille generatrice (du K-ev V') ssi les conditions equivalentes suivantes sont satisfaites:
(1) On a
Vect(¥4) = V.
(2) pour tous v € V, il existe xq,--- ,xq € K tels que

v=2x1.€1 + -+ xq.€q.
(3) L’application lineaire
d
CLy - K —> V
(1, ,xq) +— z1.€1+ -+ x4.€4
est surjective.

St V' admet une famille generatrice finie ou dit que V' est un K-ev de type fini ou est de dimension
finie. On a alors

dimg V < d.



THEOREME. Soit 9 C V une famille generatrice de V de cardinal d = dim V' alors l’application
CLg est injective et defini donc un isomorphisme

CLy: K*~V.
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COROLLAIRE 7.1 (Critere dimensionel d’isomorphisme). Soient V.W des K-ev de dimensions
finie dy et dyw alors V et W sont isomorphes ssi ils ont meme dimension:

VW< dy =dw.
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