


DEFINITION 2.1. Un groupe (G, *,eq, 1) est la donnee d’un quadruple forme de

— d’un ensemble G non-vide,
— d’une application (appelee loi de composition interne)

GxG — G

*g,d) ~ *(g,g’)zrg*g’_]: 06*% \

— d’'un element e € G (appele element neutre),

— d’une application (appele inversion) (1”'\ %{W\,

_1.G — G
g o~ gt

ayant les proprietes suivantes:

— Associativite: ¥Yg,q9",9" € G, (g%x¢' ) *xg" =g* (¢ x¢") = 8‘6*8
— Neutralite de eq: Vg € G, gxeg =eagxg=4g.

— Inversibilite: Vg€ G, g7 xg=g* g~ = eq.
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PROPOSITION 2.1. (Proprietes de base de la loi de groupe) Soit G un groupe. On a

(1) Involutivite de l’inversion:

Vg, (g7) 7" = g, pre————

2) Unicite de l’element neutre: soit el € G tel qu’il existe g € G verifiant g x e = g alors
G €
eq =eq. On a la meme conclusion si il existe g' tel que ey % g' = eg.

(3) Unicite de Uinverse: si g’ € G verifie gx g’ = eg alors ¢ = g~ ! et on a donc egalement
¢ xg=-eqg. De meme si ¢ € G verifie ¢’ xg = eq alors g’ = g~ et on a donc egalement
gxg =eq.

(4) Inverse d’un produit: on a
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DEFINITION 2.4. Soit (G,x,eq,e™t) un groupe. Un sous-groupe H C G est un sous-ensemble
de G tel que

(1) eq € H.

(2) H est stable pour la loi de composition interne :
Vh,h' € H, hxh' € H.
(8) H est stable par linversion:
Vhe H, e H.
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PROPOSITION 2.2 (Critere de sous-groupe). Pour montrer qu’un sous-ensemble non-vide
0£AHCG

est un sous-groupe il suffit de verifier que
(1) (a) Yh,h' € H, hxh' € H,
(b) Vhe H, h~! € H.
Alternativement il suffit de verifier que
(2) YVh,W € H, h«h ™" € H.
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Comme, eeé H owga,d' Qg‘lh € H
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DEFINITION 2.5. Soit G un groupe et g € G un element de G. L’ordre de g est l'ordre du
sous-groupe g© C G (ou Z.g si la notation est additive). On le note

ord(g) = |¢%| (= |Z.g| en notation additive).

COROLLAIRE 2.2. Soit G une groupe fini. Pour tout g € G, l’ordre de g divise ’ordre de G:
ord(g)||G|
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PROPOSITION 2.3. (Invariance par intersection) Soit G un groupe et Hy, Hy C G deuz sous-
groupes alors Hi N Hsy est un sous-groupe. Plus generalement soit H;,© € I, H; € G une collection
de sous-groupes de G indexes par I alors

meL CcG
el

est un sous-groupe de G.
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DEFINITION 2.6. Soit
Ga ={H C G sous-groupe |A C H}

Uensemble de tous les sous-groupes de G contenant A (cet ensemble est non-vide car G est dedans).
Alors Uintersection de ses sous-groupes

(| HcG
HeGy

est un sous-groupe contenant A et c’est le plus petit (si H est un sous-groupe contenant A alors
(A) C H.) Ce sous-groupe
(A):= (| H
HeGy
s’ appelle le sous-groupe engendre par A.
Si (A) = G on dit que G est engendre par A (ou que A est un systeme de generateurs de G).

R“\(\z & A= ¢ <A> :<¢> =§ 663



THEOREME 2.6 (Caracterisation linguistique du groupe engendre par un ensemble). Soit A C G
un ensemble, si A =0 alors (A) = {eg}, sinon on pose

Al ={gt geAcaG
I'tmage de A par linversion, alors
(A) ={g1%---*xgn, n>=1, gg€ AUA}

En d’autres termes, (A) est I’ensemble des elements de G qu’on peut former en multipliant ensemble
des elements de A et de son inverse A~ de toutes les manieres possibles.
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DEFINITION 2.8. Soient (G,*) et (H, ) deux groupes, un morphisme de groupes ¢ : G — H est
une application telle que
Vg.9' € G, plgxg') = o(g) * (g").
On notera

Home, (G, H)

I’ensemble des morphismes de G vers H.
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THEOREME 2.7 (Propriete fonctionnelle d’'un morphisme). Soit ¢ : G — H un morphisme de
groupes alors

(1) @(eG) = €H,
(2) Vg€ G, olg~") =w(g)~",
(3) Vg,9' € G, w(g*g") =¢(g)*(g).
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