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Example : G 40
(6x=Bij(, X)

,
o
,Fly,

farme un groupe /le gp symetrique



X = 31, 2,3)
So = Si

,
2
,33

a Gelts

Fly
,2,33

= 1 -312-23-3

(12) : 1+2 2- 3-B

(23) : 1- + 2 -33-2

(13) " 1+32 +23-)

(123) : 1+2 2+33=1

(132) : 1t32 -1302



(12)" = (12)
11237"=(132)
(1250(23) : 1-22+33=1
- (123)&



(H=Mw-W , +,0, n=-n)

(I ,+, 0 , n=-n) pas ungpe : pasd'inversion

(Q ,+, 0, n=-n) gp

(IR ,+, 0, n
--n) gp

(C* Q-Gob, X,1, x+) stun ye



(E-203, X,1,o pas ungpe
2=#)

IT S+B, X,1,of stunge



Groupe trivial. (Se],, e,Edge
Asterisque

on RHC4

: (2,e) - e

croupe trivial



gpe product : (6, x) (H
,
/ cosgpes

le product GxH=((g,4) ge6 helt)
a une structure naturelle de gpe

lype product

(g ,b)(g,h) = (gxg', h .h)
② at une foi associative



exH = (eg /2)

(g ,n)" = (g ,h

(GxH
,
①
, (n) , (0,0)"=(o))

gamean ge



&: J(x,6) = 64

6
=
TTG si (6

,
x) at notre gexEX

Jrge
↑

foffel)ex fa= (f2(+)+ex
fil)G

fefe = (fo() +fe())+=



Alternativewent en royant 6comme
um espace defuts

80f2:efe)fe
La foi ⑤ et associative.

25(
,
6)
= 26 : 1 -%

E : +
- f(x)

-



1 Proprietes

>



Preuve :② e, st unique : sot estq

ge =g on multiplie l 2 terme
de l'= par gl
agarche

gogej =gog=2
eGestes = 20 :



③ sait gtq gog =e
&

g gx g =ge
+

= ey= g
= g = g .



① on a

(g") "* g=e
d'autre

par gag" = 26
=s

q est
l'inverse de g

=> (g) " = g



④ pow ma

(gxg)" = g'ngt
if suffit de unq

gagn(yag) =e
car alors on sauva ging'stlinesse

degag:



(g)ag grj =(g) ejy
=(g) ng
= eg -



A belien

Spes Commun : Sat (6, o) un gpetatif
on di que Gat commutatif sei

-

g,geG g.g =gog

&e particulies (g.g)"=(g).g=g .(g)
+



Exemples (I
, +
0
,
-of

(Q*Q503,X,1, (

Si G st comunutatif le gpe
= (4
,
6) =6 at comunitatif



G = Bij (91,2,33)
(12) ·(23) = (123)

(23) 0 (12) = (132)

Sy n'est pas comuntatif.
6 =Bij (31,23) =&Edgey , (12)]



- Si pet premier et (6) etfini
de cardinal 15/ =p alas
Get commutatio.



IX1>3 Gyn'est pas comuntaty
1 existe XI

, Xe ,XzEby tous distincts
sait Giz) : N,+X X+ ) et X-xxsix+X,42

soit Spy): XX1 , *Xy XzXetNet
dos (2) E3)*3)



Ordre I'un Gpe : (6,) = ype
son arche et 161 ·



Exemple de Notation de lois despe



NationExponentialle
(6,) = Gp g + G

& 2
k

g
= g g .g-gggg

↳fois
g glinversedeg (gg.g

=(g) "- g



sikg0 gk=(g)=(gy
on definit pour

tout RE oudefinit
g

eton note ggh netge, ,g?]



On a donc une application
goexpg() :# G

R
k- g

Prop : Vm,ne
on dif que

menmn/gstun mapisa
degpes entre Iete



Notation Multiple
(6, + / Commutatif. O-eftnewtre

geG g
+g =

2
.g g+g+y =

3
.y

gt ... . +g =
k
-y)

- (2) =(g++y
um =(2).%
Refois k, I -(k.g)= k . ( -g)

0
.g= 06



# .g =3 kg keπ)
On a #6

k - kog

p : Hm,ne] (m)·g =m.g +nog



Sous-groupe :

Du coup (H, ,2 ,) stun gpe.



Exemples Bates :
-H= G at un sigpe

de G

- Sej]Gstumssapede GIf

trivial.
ste



u

= ge gF-Sghe] stun 19
X

ssgpe de G, ge, ggnmen(g

g#= h sousgpe engendre par g
:==(g)



Exemples : (#,+ ) (N+) n'estpus
un ssgpe

21=32k ke#]= ensemble des enties

=
enzemainsde multiple

de
-

est un ssype .



·2) =52k+ Re-ensembledesentiers
impairs

= pas an sigpe.



Classification des ssypen de T

Ihm: sort get et qSqk bet)
est un ssgpe

de1 et tout spe
de # est de lafreq

Preve : gT stun ssgps : pastrop dur.



Preve : Sort HC I un spe

my H-qT, por gett
si H= 503 on afini.
sinon if existe met-sob

quitte a changes m en -m ops que
my O



Donc # possede des elt >0.
Sort geH q)0 et le plus petit
possible avec as proprietes

Alous Hq .

Soit nEH par divisionEuclidiennepa
q if existe he etOprCq +q



n = g .
k +r.

Je disque ret: neHket
=> -get n + fgk)= n -qk -H

If

r

onsat OUqet ret
que



=> v =0 si vso cela contradivat
le fast que pst lexpetit
elt de H >0.

n - qk =0=> n = qkEqπ

I



l'ensemble des so

gps
de

at en big area I
geN -gT
0
.1 =583 1

.T= Kg 9 stum

sigpe nontrivial
strict deT
&

g ·



Sous-goes engendre par un elt (6, )

ge G gyme]G
stun ssype de Gappella le
ssype engendre par g



g=2 , (g) "=gkcgπ
Mr m+n

g. g = g

g
= (g) = le + petit sigpe contenant

g



Exemple: Les igpes cymetriques sout
universels :

Thm : to gpe 16, ·) peutetre identific
a un sigpe

d'in
gp symetrique

plus precisement un sigpo de Go=Bij(6)



-

Peuve : de (2) . H+ sort hel

alon hh"cH
Ec

Comme egel on sait echm



ejah"-heH
=> A at stable par

o

It stable par D : h
,
he H

=(h)EH et done

hoh' = ha(h'"H



Thm (Lagrange) Sat (6, ) un gpefini-

et HCG un sigpe
alon

IH) divise 161
Preve : plus hard quand on aurant
fact les actions de Opes.



: Si /61 = p et premier alore

- tout ssgpe de Get soit (ee)
sort G.

- G at commitatif /goggig)



Preuve : Sort HCG un sigpe
alon 1H1/161 = p premier
=> (H) = 1 on p= (6)

SiHl = H=Seo]
si (H)=1) = H = G



Get commutetif : comme(G1-p)1
I existe geG get sort

g
#
le ssgpe engendra par g

g
#
+92] = g76



mais get commutatif :
mm with hom n m

g . g - g = g =g .%

= 6 at commutatif .
etgege) Geg I



Ex : G =G Idazzet d'adrea
-

(12) est d'adve 2

(12)=[F1, (12/3 : (12)-(2) (12) = Id



1231#_Ed, 12,32] d'adre 2

(1236*[Id, 11.23) 1123/23

1123)Id 1123)'= (123) (1231(123)(123)
= (13a)

(123)3= (123)"(123)
=> (132) (123) = (1)(2) (3) = Id



les elts de Gy /qui est d'adve 6)
sout d'adve 1

,
2 on 3.



Ssype engendre par un euseable

16.. / geG gy)
Sort Ac6 un ensemble on se
demande si il existe un +petit
saype countenant

A



Un tel sogpe
existe et or

l'appell le sogpe engendre par
Act on le note <A]CG



Preuve
:
I =31,23 · Solent H

, HCG
des

sigpes on
vent

my
Hin Hz atun ssype



If suffit de mug h
,
h H
,
nH,

hen)" H, He
h
,nety = hol)"He
h
,
he Hz= h

.(h)"He

=> h
. (h)"et

,
1 He



#He ejeh,eh

= ejet, He
E

Exo : Rediger la presve que
1 H ;

Getumsype
.

itI



Sort AcG un sseus de G

etsort JGA = Essypes de G contenantA)
alon

↑ Hatum ssgpe qui contient
HeYGA A



C'est le + petit ssype contenant A :
I

sicG by ty Ac
alos 1 He H

HeGA



Rug: si A = ↓ <A) =40) =Yest



Preuve : Il suffet de my
MA)=Eg, .... gn , n, 1 gitrA]

estun

ssype contenant
A et

que



tout
ssype

contenant A

contient M(A).

① M(A) contient Art at un sigpe
A =Eg gotA)cM(A)



scient h = god .....gmEMDA)
↑h'=gjx ...-gn-M(A)

f

gi ,gjE
Ar A" on rent my

ha"eM(A)



hat"-(g ....gm) (ga ....g)
= g.

... - ngm +(g)n ...-(g))
V I-

EAUAl AAvA

= M(N) .



- Sort I saype to AcH
alone A"cH" = H
AvA"cH si gEMA)
g
= gam
.....gm)) gitAvAH
=> gett can Het stablepar



Ex : <27 = 11.2 <3) = 1 .3 <,/

<2,3) =
l'ensemble des somme
de multiples de 2 etcle
multiples de 3
=2 + #13

=22a +3ba,beπ)



e particulier (2)+o =1 c<2,3)

donc <2
,3)1= #

<2,3)=I .

Plus generalement si metr sout pression
entre eux alou <m,n)=I .m +In

=
#



Si met n sont premiers entre earx
Bezout dit

que
Ja
,
be

g
am +bn = A

=1e(m,n)

=!= < <m,n)

[m ,n) =#.



En general si m ,n sont ques
[m,n) = Apged (m,n) ·



Morphisme de Gpes



Terminologie : Ison, (6,H) le maphisme
- ↑

isomorphisms bijestifs
siH= G

Ham(6,6) - End(6)
Endomorphismesde Groupes



et Isom
,
(6
,
6) = Aut(6) aBijk

↑
automorphisms de Groupes



Prenve : (1) sort goG on a

g# = g

p(ge) = ply)
P(y)+p(ed)=p(y)=G(j) =2n



② on calcula

p(y)* p(g) = G(gg)
= G(r) =e

=>P(y)) = G(y)-
I



Examples :& : G -H

g
- e

- geG

g .↳g
m n

g = g . g



gexpy(e) Hom(,
Cas particulier :

T -> #

Exp] : b -> gk
GEnd(I)

Gu

et un morphism de # was I


