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PROPOSITION 1.2. La relation "avoir le meme cardinal” a la proprietes suivantes
(1) Reflexivite: | X| = |X|
(2) Symetrie: | X| = Y| = Y| =|X|,
(3) Transitivite: | X|=1Y]| et |Y|=1Z]| = |X|=1Z7|.
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DEFINITION 1.11. Un ensemble X est fini si il est soit vide, soit en bijection avec un
ensemble de la forme n = {0,--- ,n— 1} pour n € N un entier > 1. On ecrit alors

0] =0, |X|=n.

Un ensemble est infini sinon et on ecrit alors | X| = oo.
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DEFINITION 1.12. Un ensemble X est denombrable si il est fini ou si il a le meme
cardinal que N. Un ensemble est indenombrable sinon.
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THEOREME 1.1 (Cantor). Si X est denombrable alors | X| # |P(X)].
Si X est denombrable et infini alors & (X) n’est pas denombrable.

©) P(x) = jor*.F(xfed)
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LEMME 1.2. Soit X un ensemble et A C X un sous-ensemble denombrable alors

X est denombrable <= X — A est denombrable .
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PROPOSITION 1.1. Soient X et Y des ensembles finis possedant respectivement | X| et
Y| elements et f : X — Y une application entre ces ensembles. On a les proprietes
suivantes

- Si f: X =Y est injective alors | X| < |Y].
— Si f: X - Y est surjective alors | X| > |Y].
- Si f: X =Y estinjective et | X| > |Y| alors | X| = |Y| et f est bijective.

— Si f: X - Y est surjective et | X| < |Y| alors | X| = |Y| et f est bijective.
Rm% P O V\L’A* NONS o NNV ‘OW\—
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DEFINITION 1.12. Soient X et Y deux ensembles. Si il existe une application injective
entre X etY, ¢ : X — Y, on dit que le cardinal de X est plus petit que celut de Y et on
note cette relation | X| < |Y|. Si de plus | X| # |Y|, on le note | X| < |Y].
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THEOREME (Cantor-Bernstein-Schroeder). Soit X et Y deuzx ensembles (pas necessaire-
ment finis). Si il existe une injection ¢ : X — Y et une injection ¢ : Y — X alors il existe
une bigection ¢ : X ~Y . En d’autre termes

(X< Y] et [Y] <[X] = [X]| =[V].
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”The introduction of the digit 0 or the group concept was general nonsense too,
and mathematics was more or less stagnating for thousands of years
because nobody was around to take such childish steps...”

Alexomdve Grothewdiecls,
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DEFINITION 2.1. Un groupe (G, *,eq, 1) est la donnee d’un quadruple forme de

— d’un ensemble G non-vide,
— d’une application (appelee loi de composition interne)

GxG — G
* . / /
(9,9") — *(9.9")=:19*g

— d’'un element e € G (appele element neutre),
— d’une application (appele inversion)

_1:G
g

/

— G
|—>g_1

ayant les proprietes suivantes:

— Associativite: ¥Yg,q9",9" € G, (g%x¢' ) *xg" =g* (¢ x¢") = 8‘6*8
— Neutralite de eq: Vg € G, gxeg =eagxg=4g.

— Inversibilite: Vg€ G, g7 xg=g* g~ = eq.
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