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DEFINITION 7.6. Soient V et W deux K-espaces vectoriels; un morphisme ¢ : V — W de
K-modules est appele une application K -lineaire.

PROPOSITION 7.4 (Critere d’application lineaire). Une application entre espaces vectoriels ¢ :
V —= W est lineaire ssi

VAE K, v,v" €V, p(hv+0') = Ap(v) + ().

/V*"‘*’Jnh = ?[./)-ﬁ +) ?/1/



PropoOSITION 8.1. Soit ¢ : V +— W wune application lineaire avec V de dimension finie. Soit
G = {e1, - ,e4} CV une famille generatrice alors ¢ est completement determinee par l’ensemble
de images des elements de 9 :

()O(g) = {Sp(el)a T 7%0(99)} c W.
En particulier, o(9) est une famille generatrice de Im(p) = (V) et on a

dim(Im ¢) < dim(V).
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DEFINITION 8.1. Soit ¢ : V — W une application lineaire. Le rang de ¢ est la dimension de
Imp:
rg(¢) = dim(Im ¢).
PROPOSITION 8.2 (Inegalite du rang). Soit V' de dimension finie. On a
rg(y) < min(dim V, dim W).

o"’m”"f(\f)
re: oW a Vo Vﬁ(,?) S‘Ju‘mv
f va(q) = Jich(U ) & din W.D



EXERCICE 8.1. Soient V,W deux espaces vectoriels de dimension finie et ¢ : V — W une
application lineaire. Montrer que

(1) Si ¢ est injective alors I'image par ¢ d’une famille libre est libre et
dim(V) < dim(W)

(2) Si @ est surjective alors I'image par ¢ d’'une famille generatrice est generatrice et
dim(V) > dim(W).

(3) Si ¢ est bijective, 'image d’une base de V' est une base de W et dim(V') = dim(W).
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THEOREME 8.1 (Noyau-Image). Soit ¢ : V — W une application lineaire avec V' de dimension

finie. On a
dim V = dim(ker ¢) 4+ dim(Im ¢).
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COROLLAIRE 8.1 (Critere de bijectivite). Soit ¢ : V — W une application lineaire entre espaces
de dimension finie. Si

dim(V) = dim(W)
alors est conditions suivantes sont equivalentes
(1) ¢ est injective.
(2) @ est surjective
(3) ¢ est bijective.
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DEFINITION 8.2. Une forme lineaire sur V est une application lineaire de V' a valeurs dans le
corps K (vu comme K-ev sur lui-meme)

V=K.

PROPOSITION 8.3. Soit ¢ une forme lineaire. Si elle est non-nulle, i.e. ¢ # 0y, alors

Im(¢) = K, dim(ker!) = dim(V) — 1.
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DEFINITION 8.3. Soit V de dimension finie. Un sous-espace vectoriel de dimension dimV — 1
est appelle un hyperplan vectoriel.

PROPOSITION 8.4. Soit V' de dimension finie et H C V' un hyperplan vectoriel. Il existe une
forme lineaire (g telle que
ker EH = H.
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THEOREME 8.2 (Dimension de I'espace des applications lineaires). SiV et W sont de dimensions
finies, alors Homg (V, W) est de dimension finie

dim(Homg (V, W)) = dim V. dim W.
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DEFINITION 8.4. Une application lineaire, £ : V +— K, de V wvers le corps K est appelee ”forme
lineaire”. On note [’espace des formes lineaires par

V* = Hompg ey (V, K)
et on 'appelle le dual de V.

dn V= dinV. dink = inV
L PMZ}CW)“% V AV W
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THEOREME 8.3. Soit % une base de V, la famille
B = {el, - et CV*
est une base de V*. On a
. 1 sii=j
Vi,j < d, e;(e;) == = .
b () ’ {0 sii#j
DEFINITION 8.6. La base
B ={e], - ,eq C V"
s’appelle la base duale de la base A.
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COROLLAIRE 8.2. Soit £ : V — K wune forme lineaire. On a

d
0= Z l(e;)e;

Autrement dit, les coordonnees de ¢ dans la base B* sont donnees par les (¢(e;))i<a (ie. les valeurs
de ¢ en chac dse '<d
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DEFINITION 8.8. Soit ¢ : V +— W wune application lineaire. L’application duale ©* de ¢ est
Uapplication

o Wr = VT
qui associe a une forme lineaire V' : w € W — l'(w) € K, la forme lineaire sur V obtenue par
pre-composition par p:

EXWJ:&L: U < V i-u'fUGU — U€v

LeV CJC()=10¢U . |
ZU ;ueU—aé[u). l.. nsfwa‘n‘n

/ U= auwSEV
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THEOREME 8.4. Soit ¢ : V — W wune application lineaire entre deux espaces de dimensions
finzes.

(1) (Linearite) Montrer que l’application
o :pc Hom(V,W) — ¢* € Hom(W* V*)
qui a une application lineaire associe l’application lineaire duale est elle meme lineaire:
A+ @) =" + ¢
En d’autres termes
o ¢ Hom(Hom(V, W), Hom(W* V*)
(2) (Anti-morphisme) Soit 1 : W§ Z. A]Wontrer qug. ‘VO(? \/ 4 2
(Yop)' =¢ oy
(3) (Involutivite) Montrer que si le bi-dual V** est identifie (canoniquement) a V' via l’isomorphisme
evalg ;v €V =5 (L= 4(v)) e V**

alors la duale de la duale qu’une application est [’application elle-meme:
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PROPOSITION 8.7 (Representation cartesienne d'un SEV). Soit W C V un SEV (distinct de
V). Il existe un entier d’ > 1 et une famille de d' formes lineaires

L=1{l, - by} CV*

telles que
W ={w eV tels que {1(w) =0, la(w) =0, , Ly (w) = 0}.
De maniere equivalente, W = ker ¢, avec
or:iweV s (ly(w), - Ly (w) € KT
En fait on peut prendre d' = dy — dw et la famille
L= {fl, <o ang*dw} cvr®

forment une famille libre de V* (ie. les {;, i < dy — dw sont lineairement independantes).
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