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“An attempt at visualizing the Fourth Dimension:
Take a point, stretch it into a line,

curl it into a circle, twist it into a sphere,

and punch through the sphere.”



DEFINITION 7.7. Soit V un K-e.v. Un sous-ensemble 4 C V est une famille generatrice si
Vect(9) = (Y)Y =V,

ie. tout element v € V peut s’ecrire sous la forme d’une combinaison lineaire (finie) a coefficients
dans K d’elements de 4 : pour tout v € V il existen > 1, x1,--- ,x, € K, e1,--- ,e, € tels que

i=1

Si V' admet une famille generatrice finie, on dit que V est un K-module ou un K-ev de type



DEFINITION 7.8. Soit V un K-ev de type fini. Si V est non-nul, sa dimension est le cardinal
minimum d’une famille generatrice finie de V :

dim(V) := min  |9|.
g generatrice

Par convention, la dimension de l’espace vectoriel nul {0y} est
dim({0y}) =0

(on peut prendre la famille vide comme famille generatrice).
On dira egalement "K-ev de dimension finie” a la place de ” K-ev de type fini”.
Un espace vectoriel qui n’est pas de type fini est dit de ”dimension infinie”.



THEOREME 7.2. Tout K -espace vectoriel de dimension finie d = dim V' est isomorphe (comme
K-ev) a lespace vectoriel K¢ (avec la convention que {0x} = K°). En d’autres termes V est
isomorphe au K-module libre de rang d = dim(V), K¢9.

K25 vas, ) e



DEFINITION. Soit V un K-e.v. Un sous-ensemble fini
G ={ey, - ,eqt CV
est une famille generatrice (du K-ev V') ssi les conditions equivalentes suivantes sont satisfaites:
(1) On a
Vect(¥) = V.
(2) pour tous v € V, il existe x1,--- ,xq € K tels que
v=x1.€1+ -+ 1x4.€4.
(3) L’application lineaire
d
ClLy : (21, K ,Xq) : ri.e1 + V + z4.€4
est surjective.

S1 V' admet une famille generatrice finie ou dit que V' est un K-ev de type fini ou est de dimension
finie. On a alors



THEOREME. Soit 4 C V une famille generatrice de V de cardinal d = dim V' alors l’application
CLy est injective et defini donc un isomorphisme

CLy: Ki~V.

COROLLAIRE 7.1 (Critere dimensionel d’isomorphisme). Soient V,W des K-ev de dimensions
finie dy et dy alors V et W sont isomorphes ssi ils ont meme dimension:

U 0?01»03 disom de K-EV ol ofiw Go,dw' cout
;w&bxtbt rap. ,N .
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DEFINITION 7.11. Un sous-ensemble fini F = {ei1, -+ ,es} C V d’un espace vectoriel est une
famille libre de V' si et seulement si ['une des trois conditions equivalentes suivantes est satisfaite:

(1) L’application lineaire

CLs - Kt — Vv
(X1, ,xf) +— z1.€9+ -+ Tf.€
est injective.
(2) Pour tous x1,--- ,xyf, T, 2% € K
r1.€1+ -+ zref =111+ -+ =3 —3) = =35 —2p = Ok.
(3) Pour tous x1,--- ,x5 € K
1.1+ --+zrrep =0y —x = =25 =0k.

Une famille F qui n’est pas libre est dit liee.
On dit egalement que

— les vecteurs d’une famille libre sont lineairement independents;
— les vecteurs d’une famille liee sont lineairement dependents;
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PROPOSITION 7.9. Soit V un K-ev de dimension d et ¢ = {e1,--- ,eq} une famille generatrice
de cardinal d alors ¢ est libre.

CL e.‘l' &uawhvc s § ot Chee .



PROPOSITION 7.10. Une famille a | elements F = {ey,--- ,e;} C V est liee ssi il existe i €
{1,---,1} tel que e; peut s’exprimer comme combinaison lineaire des autres elements de % :

Ji <1, e, € Vect(F — {e;}) = Vect({e;, j #i}).

On a alors
W = Vect(.#) = Vect(F — {e;}).

?WLXL S a?e.f eie. SL q,x\'d'c—
(x,,....,x&) +(0, .,--,0) T1
"ch* SETEER S XJ&&:O\/
Swwowm Tu.. XA*OK




oo MGy = -2y MY
x40 x;'.x,.cjz(- 1;'7()_}62.1' +(1x;'a'.¢).c@
O i e
“ od CL L {C’-/ “‘/653
chrmrww.d 0 et CL [51. -, €63

G9= Yalast -t)e €4



OV‘: —C‘A +)’,_€2_-l' .- *yl ep/
ed o o wi CL Nnow tvtij& 7&u‘o/onu0‘,
(",/ 79.1~~-/le) -#[0/ /O)

]



THEOREME 7.3 (Majoration du cardinal d’une famille libre). Soit V' un espace vectoriel non-nul
de dimension d et F = {vy,--- ,vs} CV une famille finie et libre; alors f < d.
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DEFINITION 7.10. Soit V' un espace vectoriel de dimension finie. Une famille = {e1, -+ ,eq}
est une base de V' si l'une des conditions equivalentes sutvantes est verifiee:

(1) % est generatrice et libre,
(2) L’application combinaison lineaire de A,

CLy:K%—V

est un isomorphisme,
(3) Pour tout v € V il existe un unique uplet (xy1,--- ,x4) € K? tel que v s’ecrit sous la forme

v=x1.€1+ -+ x4.€4.

Ex: {o base ouwwialub
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THEOREME 7.4. Soit V un K-ev de dimension d alors V possede une base et toute base X de
V wverifie

(7.4.3) |@| dim(V).

Do - din K2 d.
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THEOREME 7.5 (Extraction et Completion). Soit V un K-ev non nul de dimension d. On a

(1) Une famille generatrice 4 de cardinal d est une base.

(2) Une famille libre £ de cardinal d est une base.

(3) (Extraction) Soit 4 C V une famille generatrice alors il existe une base # de V contenue
dans 4.

(4) (Completion) Soit & C 'V une famille libre alors il existe une base B de V' contenant L.
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THEOREME 7.6 (de la base incomplete). Etant donne £ une famille libre de V' et B CV une
base, on peut extraire de B une sous-famille ' C B de sorte que L UL forme une base de V.



Dimension J Sev




THEOREME 7.7 (Bases et SEV). Soit V' un espace vectoriel de dimension finie, et W C V un
sous-espace vectoriel alors W est de dimension finie et

(1) on a dim(W) < dim(V).
(2) Si dim(W) = dim(V') alors W = V.
(3) Si Bw est une base de W alors il existe une base By de V' contenant By .
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DEFINITION 7.14. Soit V un K-e.v. Un sous-ensemble 4 C V est une famille generatrice si

Vect(4) =V,
ie. tout element v € V peut s’ecrire sous la forme d’une combinaison lineaire (finie) d’elements de
G:ileristed>1, e, - ,eq €Y, x1, -+ ,xq € K,, tels que
(7.5.1) v=1x1€1 + -+ x4€4.

DEFINITION 7.15. Soit V un K-e.v., un sous-ensemble £ C V est une famille libre si tout
sous-ensemble fini L' C L est libre: si L' = {e1, -+ ,eq} (les elements tous distincts), on a

(7.5.2) xlel‘l""-l_xded:()v@xl:-..:xd:OK.

DEFINITION 7.16. Une base algebrique 8 C V est une famille libre et generatrice.

PROPOSITION 7.11. Soit 8 C V une base algebrique. Alors tout element v de V' est representable
comme combinaison lineaire finie d’elements de A et une telle representation est unique.
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THEOREME 7.8 (Existence de bases sous I’axiome du choix). Dans une theorie des ensembles
contenant 'axiome du choix, tout espace vectoriel sur un corps K possede une base et toutes les
bases de V' ont meme cardinal: pour toutes bases B, B’ il existe une bijection

B~ B .
La dimension de V' est de cardinal d’une base:
dim(V') = |4|.
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